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EXERCICE 1 I
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EXERCICE 2 I

Les applications & —— 2, x —— —3 sont continues sur |0, +o0o[, de plus Va €]0, +ool[, 2 # 0, donc si
Sy désigne I'ensemble des solutions de 2zy’ — 3y = 0, alors Sg = {:B — Az? /A E R}. La méthode

1
de la variation de la constante donne A'(x) = og2 prend A(x) = 22 ainsi 'ensemble des solutions
x x
x
de E sur |0, 4o00] est {w — Az? — g/)\ € R}.

9

Si y est solution de E sur [0, +oo], alors IX € R tel que V& €]0, +oo[, y(x) = Az? — 5

La fonction y est solution de E sur [0, +oo[, donc en particulier elle sera dérivable en 0, et & —— +/Z ne
Pest pas en 0 & droite, donc I'ensemble des solutions sur [0, +o00o] est vide.
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Remarque : Pour ne pas confondre ’ensemble F' et la fonction F', de préférence on désigne par G la fonction

o0

définie par G(x) = / F(t)dt. cela étant.

a

Questions préliminaire

a/ Si f est positive sur [a, +oo] alors il y’a équivalence entre les propositions (z) et (42).

b/ Sinon (¢) = (¢¢) seulement. Pour plus de détail voir la question 10) a) et b).

PARTIE I : Exemples et propriétés

a/ e Tout d’abord E C F(RT,R).
e I'application t —— 0 est un élément de E, donc E # Q.
e Soient (f,g,A) € F(RT,R)2 X R et > 0 alors t — f(t) + Ag(t) est continue sur RT de plus
vt € R, |f(t)e™ ™ +Ag(t)e™"| < |f(t)e™ |+ |Al|g(t)e™"], et t — |F(t)e™™|+|\[lg(t)e""|
est intégrable sur RT, par comparaison & —— f(t)e™* + Ag(t)e™®* l'est aussi sur RT. Donc
f+Xg€eE.

b/ e 1l est évident que F C E car t — e~ ™% est intégrable sur RT.
e L’application £ —— 0 est un élément de F, donc F # @.
e Soient (f,g,A) € F? x R, 3M;, M telles que V& € RT; |f(x)| < M et |g(z)| < Ma, donc
Vx € RT; |f(x) + Ag(x)| < My + |A\|Mz et f + Ag est continue sur RT, donc f + Ag € F.

¢/ Soit f € E, montrons que L(f) € F(R’,R), soit donc > 0 I'application ¢ —— Fft)e ™ est
—+ oo
intégrable sur RT, donc l'intégrale / f(t)e~®dt est convergente, ainsi L(f) est une application
0

de R*-i- dans R.
La linéarité de L est évidente.

a/ Ve >0, LU)(x) = %

b/ hy est continue sur RT,

1 1
Ve > 0; e @t — o ) ot t —> — est intégrable sur [1,4o00[ et en 0 la fonction t —
+o0 12 12
1
e~ @+t ot continue [0,1] done hy € E, de plus L(hy)(z) = ——.
T+ A
Soit n € N, et & > 0, the~ % T 0,donc 3A > 0,Vt > A; the~% < 1, donc t"e™*t < e~ % .

® g, est continue sur RT.

m @x
e On a 5 > 0,et f € E, donc t —— f(t)e_?t est intégrable sur RT, par comparaison 'application
t — t"e " f(t) = gn(t)e ™" est intégrable sur RT donc g,, € E.

Transformée de Laplace d’une dérivée f est croissante et de classe C* sur [0, +o0[, donc f’ > 0 sur

A
[0, +o00[, donc pour montrer que f' € E, il suffit de montrer que A —— / f'(t)e~®*dt admet une
0

limite finie en +oo.

A A
Soit A > 0ct e >0, [ f(t)etdt = f(A)e*A — £(0) +a [ F(B)e "t
Y 0

A

L’application A — / f(t)e~®*dt admet une limite finie quand A — +oco car f € E et f est bornée
0

sur Rt donc f(A)e 4 = 0 par suite L(f')(x) = zL(f)(x) — £(0).

— o0

Régularité d’une transformée de Laplace

~+ oo

a/ Soita >0, L((@) = [ F(B)e e, posous g 1 Y X BY — Rs (@8) — F(B)e ",
0
eV > 0;t+— g(x,t) continue et intégrable sur Rt car f € E.

7]
oVt > 0; x — g(x,t) est de classe C* sur ]0,+oo[ , de plus a—g(a:,t) = —tf(t)e ™ =
x
7]
—g1(t)e ™ or g, € E, donc & — 8—9(:3, t) est intégrable sur R,
x

7]
e Soit @ > 0. On a Vx € [a,+oo[;Vt > 0; ‘;(w,t)‘ < |tf(t)e ™, et t — tf(t)e™ ™ =
x

g1(t)e™** est intégrable sur RT.
Conclusion : L(f) est de classe C* sur 0, +oo[ et L(Ff) = —L(g1).
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b/ Soit n € N* et P, la propriété suivante : £L(f) est de classe C™ sur ]0,4oo[ et L(f)™ =
(—=1)"L(gn)- Montrons P, par récurrence : Pour n = 1 c’est la question 6 a).
Soit n € N*, supposons que la propriété est vraie a 'ordre n, montrons la propriété Py, 1.

Puisque g,, € E en appliquant 6 a) £(g,) est de classe C* sur ]0, 4+oo], donc E(f)(") est de classe
Ct sur |0, 4oof et L(f)mD) = —(=1)"L(fn) ol fr : t — tgn(t) = t"T1f(t) = gni1(t) et le
résultat en découle, et Va > 05 L(f)™ (z) = (=1)"L(gn)(z).

PARTIE II : Comportements asymptotiques de la transformée de Laplace
M

a/ Soit M > 0 tel que Vt € RT, |f(t)] < M, donc V& > 0, |L(f)(z)] < — P 0, donc
@€ r— 400
lirf L(f)(x) =0.

b/ f’ est bornée et continue sur RT donc f/ € F, de la question précédente, on en déduit que liT L(f)(x) =
Tr— oo

0.

f € F, donc bornée et de classe C! et croissante sur RT, on peut appliquer la question 5) puisque
F C E, par suite lir_‘l_l zL(f)(x) = f(0).
€Tr—r oo

Théoréme de la valeur finale

a/ e f est continue sur RY.
e JA > 0tel que Vt > A; |f(t) — €| < 1, donc f est bornée sur [A, 400, f est continue sur [0, A]
qui est compact donc f est bornée aussi sur [0, A] si on pose My = sup |f(t)| et Mz = sup |f(t)|
7A]

[A,+oo[ [0
et M = max(My, M) alors Vt € RT; |f(t)| < M. Ainsi f € F.
—+oo
b/ Le changement a,t = x de variable dans l'intégrale / h,,(t)dt et le fait que Vn € N; a,, > 0
0

donne le résultat.

x
c/ o lim h,(t) =e ®Lcar — ——— 400 et . 1i+m f@t)y==¢

n—-4oo Qn n—-+4oo

e L’application & — e~®¢ est intégrable sur RT.
e De la question précédente f est bornée sur Rt, donc IM > 0 tel que Vt € RT; |£(t)| < M, ainsi
Va € RY; |hp(x)| < Me™®, et I'application ¢t — Me™® est intégrable sur RT.

+ oo —+ oo
e On peut appliquer le théoréme de convergence dominée et lim h,(t)dt = / lim h,(t)dt =
n—-+4oo 0 0 n—-+4oco
“+ oo
£ / e *dt = L.
0

d/ Lasuite (anL(f)(an)),, admet une limite en 0 € ]0, 4-0o[ et ceci pour toute suite (@y )y qui converge
vers 0, alors de la caractérisation séquentielle de la limite, ’application € —— xL(f)(x) admet une
limite en O et lim+ L(f)(x) = lirf anL(f)(an) = £.

x—0 n— 100

Si € # 0, alors zL(f)(x) ~. L, ainsi L(f)(x) ~ ¢

nd —0+ ;
a/ OnaVz € RT; R(z) = /
1
sur Rt et V& € RT; R/(z) =
ReFCE.
+oo + oo
Soit x > 0, L(f)(z) = / F(tye—=tdt — _/ R/ (t)e—>dt.
0 0

“+oo @
f)dt — / F(t)dt, f étant continue donc R est de classe C*
1

—f(x). De plus lir4r_1 R(x) = 0 donc R est bornée sur R et

B

B
Si B > 0, alors / R/(t)e **dt = R(B)e "B — R(0) + m/ R(t)e ™dt P —R(0) +
0 — 100

0

—+oo
a:/ R(t)e ™dt
0

“+oo
D’ou Vx > 0; L(f)(x) = R(0) — a:/o R(t)e~**dt = R(0) — zL(R)(x)

b/ On a lir_ir_l R(x) = 0, donc 3A > 0 tel que Vt > A, |R(t)| < e.
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c/

Q10.| a/

b/

d/

Soit & > 0.

I1£(f)(z) — R(0)| = [zL(R)(z)]
A +oo
< w/o |R(t)|e_wtdt+az/A |R(t)|e~™*dt
A ~+ oo
< :c/o |R(t)|dt+azs/0 o=t

A
< a:/ |R(t)|dt + €
0
A
Jda > 0,Vz €] — o, :c/ |R(t)|dt < €. donc Va €] — a, af; |L(f)(x) — R(0)]| < 2e. ainsi
0
L(f) se prolonge par continuité en 0 et 1im+ L(f)(x) = R(0).
x—0

xT
En prenant & — 1 — cos & comme primitive de sin sur R alors, posons G(x) = / f@)dt, f est
0

continue sur R, de plus

G _ [1—cost ® 1 —cost
() = — O+ T dt
1—cosx T1—cost
= — + —dt
xr 0 t2

1
La fonction ¢t — 2 est intégrable sur [1, 4o0o[ et t — 1 — cost est bornée sur [1, 4oo[, de plus

1 — cost L, 1 — cost L n
t— e est prolongeable par continuité en 0, donc t —— Y est intégrable sur R™,
, L . +° 1 —cost
par conséquent G admet une limite £ € R en +o0o0 et lim G(x) = ———dt
m—>+oo 0 t2
Le changement de variable ¢ = nw 4+ u, donne :
(n+D7 | sin ¢ ™ | sinu|
—dt = ——du
nm t o u —I— nwm
1 ™
_— / sin udu
(TL + 1)71' 0
2
(n+ )
+oo | g
s 2 : - : e | sint|
La série Z —— est divergente, donc la série Z U, aussi, par suite l'intégrale dt =
n>0 (’I’L + 1)7T n>0 0

X D7 | gint
| |dt est divergente. Alors la fonction f n’est pas intégrable sur RT.

n=0"N7T
b X
/ (sint)e™®tdt = Im/ e'te~*tdt
0 0
X
= Im/ eli—otqt
0
= Im (e(i_m)x — 1)
i—x
I (e=*X(zsin X + cos X) — 1)
14+ x2
+ . —xt —xt —xt 1 . : —xt
Ve > 0,Vt € R7; |(sint)e ™| < e ™ ete o0 @\ 5z ) par comparaison t — (sint)e
— 100
qui est continue en O est intégrable sur RT. De plus en faisant tendre X vers +oo dans la formule
+oo 1
précédente on obtient : / (sint)e ™ 'dt = ———
0 1 —|— $2

La fonction f est continue sur RT, bornée sur [1, 400, donc f est bornée sur RT, et e 7% =

t—»:—oo

1
o <t2> alors f € E
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De la question 6) L£(f) est de classe C* sur |0, +oo[ et L(f) = —L(g1).
Soit @ > 0, £(f)'(x) /+°° AL !
oit , z) = — —e =
0 t 1 —|— (L’z
Alors X € R tel que V& > 0, L(f)(x) = XA — arctanx

™ ™
La question 7) donne lir4r_1 L(f)(x) =0,donc A = 5 d'ouVz > 0, L(f)(x) = 5 —arctanx =

(z)
arctan [ — ).
x

De la question 9) on a montrer que si f est intégrable sur RT, alors lirr%] L(f)(x) = R(0) =

+oc0
/ F(t)dt = ¢,
0

D’apres la question 10.b) fonction f n’est pas intégrable sur RT, donc on ne peut pas appliquer le
résultat de 9.

Mais dans la démonstration de 9. on a utiliser seulement le fait que / f@)dt = £ € Ret
0

lim
xr—+4 oo
ceci est vrai ici méme si f n’est pas intégrable.

. . 1 ™ oo sing ™
Donc lim L(f)(z) =4, or lim arctan | — | = —, donc / = —.
z—0+ z—0+ x 2 0 T 2

FIN DE L’EPREUVE
Lycée technique TAZA
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