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un corrigé.

1 Cas d’une matrice a coeflicients constants.

1.1 Posons X (t) = eMV. X est dérivable sur R et X'(t) = A\e*MV. Ainsi X'(t) — AX () = eMN(\V —
AV). L’exponentielle ne s’annulant pas X'(t) — AX(t) = 0 équivaut & AV = AV. V étant non
nul, ceci s’exprime en disant que V est vecteur propre pour A associé a la valeur propre A.

1.2.1 La calculatrice (autorisée) permet de trouver des vecteurs propres. On a
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On a ainsi trouvé quatre valeurs propres. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe,
il ne saurait en exister d’autre (on travaille en dimension 4) et ces sous-espaces propres sont des

droites vectorielles dont les vecteurs trouvés ci-dessus forment des bases.
La question précédente nous donne quatre solutions de (Ep) sur R qui sont

—1

Xi(t) = et , Xg(t) —e , X3(t) = e?t , Xu(t) = el
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L’indépendance des quatre vecteurs propre donne celle des fonctions X (si Y AxXp = 0, on
se ramene a une combinaison des vecteurs en appliquant en 0). (X7, X2, X3, X4) est donc un
systeme fondamental de solutions de (Ep). La solution générale de (FEy) est une combinaison
linéaire des X et donc du type

X(t) = crett + o™ + cge?t + cqet

_ O O =
_ o O
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les ¢; étant des complexes arbitraires.
1.2.2 En développant le produit matriciel, on obtient les quatre équations

Ty (t) = —xo(t) +w3(t) —ma(t) +te
zh(t) = 2x9(t) +et
zh(t) = xo(t)  +ws(t)

zy(t) = x1(t) —xao(t) —+wzs(t) —tet

Comme dans le cas complexe, pour résoudre (Ep), il suffit de trouver quatre solutions réelles
indépendantes. On a déja deux solutions X3 et X4. Le systéeme étant a coefficients réels les
parties réelle et imaginaire de X sont aussi solutions. Ce sont les fonctions

— sin(t) cos(t)
n=| o et Vo(t)=| o
cos(t) sin(t)

Il est quasi immédiat que (Y1,Y>,Y3,Y)) forme une famille libre et donc une base de Sp. Pour
résoudre (FE) il suffit alors de trouver une solution particuliere. Un calcul au brouillon (en



procédant dans 'ordre indiqué par 1’énoncé mais en se contentant pour chaque équation de

(t—1)e!

—te!
(—t+1)e
qu’elle est solution de (E). Finalement, la solution générale est du type

trouver UNE solution) nous amene a poser Y (t) = do,t il est facile de vérifier

—cy sin(t) + cycos(t) + (t — 1)et
cze?t — et
03€2t + cyet — tet

c1 cos(t) + cosin(t) + cqel + (=t + 1)e!

Pour touver la solution au probleme de Cauchy avec X (0) = (—1,—1,—1,0), on & un systéme a
résoudre dont les inconnues sont les ¢;. Le calcul au brouillon donne la solution

(t—1)tt

X(t) = (—t —1)e

—tet

2 Matrice résolvante.

21Y = (I>t_01(V) est 'unique élément de Sy tel que Y (¢y9) = V. Par définition, on a donc Y = X.
Ainsi,

Dy oDy (V) = @(X) = X (1)

2.2.1 La matrice de®;, dans les bases (X1, ..., X,) et (C1,...,C,) est la matrice carrées d’ordre n
dont la colonne j est 'expression de ®;,(X;) = X;(to) dans la base (C1,...,Cy). Cette derniere
base étant la base canonique, la matrice en question est W (tp).

2.2.2 D’apres les propriétés des représentations matricielles, o,n a

R(t,tg) = Mat(Py,, (Xi), (Ci)) (Mat(®, (X;),(Ci)) ™"
= Mat(Py, (X;), (Ci))Mat(®; L, (Cy), (X))
= Mat(®y, 0 ®; %, (Ch), (Ch))

et cette matice ne dépend pas du choix des X;.

2.3.1 Soit V€ M, 1(K). Notons X I'unique élément de Sy tel que X (tp) = V. La question
2.1 indique que pour tout t € I, X(t) = R(t,tp)V. En dérivant cette relation, on obtient
X'(t) = R/(t,to)V pour tout t € I. Comme X'(t) = A(t)X(t) = A(t)R(t,to)V, on a donc
A(t)R(t,t0)V = R/(t,to)V. Ceci étant vrai pour tout V, les matrices A(t)R(t,to) et R'(t,to)
sont égales (les applications linéaires canoniquement associées 1'étant) :

R/(t,to) = A(t)R(t,to)

On remarque que 'on a justifié que X (¢) = R(¢,10)V est la solution de (Ep) telle que X (tp) =V
(il ne s’agit pas d’une déduction mais c’est au contraire ce qui nous a permis d’obtenir le premier

résultat).
2.3.2 Soit V € M,, 1(K). Notons X l'unique élément de Sy tel que X (tp) = V. On a (question
précédente)
R(ta,t1)R(t1,t0)V = R(t2,t1)X (t1)
La question précédente indique encore que Y (t) = R(t,t1)X (t1) est 'unique élément de Sy tel

que Y (t1) = X (¢1). Comme X convient, on a (par unicité) ¥ = X. Ainsi

R(ts, 1) X (t1) = X (t2)



Enfin, la question précédente donne aussi R(t2,t0)V = X (t2).
En combinant les résultats précédents, on a donc R(ta,t9)V = R(ta,t1)R(t1,to)V. Ceci étant
vrai pour tout V on obtient (comme en question précédente)

R(ta,tg) = R(ta,t1)R(t1,10)

En particulier R(to,t9) = R(to,t)R(t,tg) (prendre to = to et t; = t). Mais, par définition,
R(to, to) = I,,. Ainsi, R(t,tp) est inversible et

R(t,t)) ™' = R(to,t)

2.4.1 On a X'(t) = R'(t,to)V () + R(t,t0)V'(t) = A(t)R(t,t0)V (t) + R(t, to)V'(t). Comme X est
solution de (F) on en déduit que

A)X(t) + B(t) = A R(t, to)V(t) + R(t, to)V'(t) = A(t) X (t) + R(t, to)V'(t)

On a ainsi montré que

R(t,to)V'(t) = B(t)

2.4.2 Avec 2.3.2 on a donc V/(t) = R(t, to) ' B(t) = R(to,t)B(t). Par théoréme fondamental,
W ot ftto R(to,u)B(u) du est une primitive sur lintervalle I de la fonction continue
u+— R(tog,u)B(u). Comme on vient de voir que V est une autre de ces primitives, V et W sont
égales a une constante additive pres. Or V(tg) = X(to) (car R(to,to) = I,,) et W(ty) = 0. La
constante est donc X (¢g) et on a

t
V(t) = X(to) +/ R(tg,u)B(u) du
to
2.4.3 Les deux questions précédentes correspondent a une recherche par conditions nécessaire.

Comme on cherche UNE solution particuliére, c’est la réciproque qui nous intéresse. En im-
posant, arbitrairement, X (tg) = 0 dans la formule précédente, on est amenés a poser Y (t) =
R(t, to) ftz R(to,u)B(u) du. Par linéarité du passage a l'intégrale, ceci revient & choisir Y (t) =
fti R(t,to)R(to, u)B(u) du = ft'; R(t,u)B(u) du. Ceci explique la formule de I’énoncé.
Avec 2.3.2 et par linéarité du passage a l'intégrale, on a

Y(t) = / t R(t,to)R(to, u)B(u) du = R(t, o) / t R(to, uw)B(u) du = R(t, to)W (t)

to to
Comme a la question précédente, W est une primitive sur I de u — R(tp, u)B(u). On peut donc
dériver la relation précédente pour obtenir
Y/(t) = R (t, to)W(£) + Rt to)W'(t) = AR, to)W (1) + R(t, to)Rlto, ) B(t) = A(B)Y (1) + B(1)

et Y est donc solution de (E).

3 Une application de la résolvante

3.1.1 On raisonne par conditions nécessaires. Soit P un polynome non nul solution, m son degré et
am son coefficient dominant. Dans X (X —1)P"+3P'—6P, le coefficient de X™ est (m?—m—6)a,,.
Comme a,, # 0, on en déduit que m = 3. Il existe donc a, b, ¢, d tels que P = aX3+bX%2+cX +d
et alors X (X —1)P"+3P'—6P = (3a—4b) X2+ (4b— 6¢) X + 3¢ — 6d. La nullité de ce polynome
donne 4b = 3a = 6¢ = 12d et les seuls polynomes envisageables sont ceux du type

d(4X3 +3X%2 42X +1)

On vérifie, réciproquement, que ces polynomes sont solution de (ep). La contrainte P(0) = 1
donne
P=4X3+3X*+2X +1



3.1.2 Ona Q'(t) = ﬁ et Q"(t) = 2. En injectant ces expressions dans (eg) on obtient que

1—t)%
@ est solution de (eg) sur | — 1, 1]. Y
3.1.3 La structure logique de l’énoncé n’est pas lumineuse. Il s’agit de faire un raisonnement par
conditions nécessaires puis de faire une réciproque.
Supposons que y soit solution DSE de (e). Il existe alors des réels ay et un réel R > 0 tel que

400 oo I
vt G] - Ra R[> y(t) = Z aktk7 y,(t) = Z(k + l)ak-i-ltk? y”(t) = Z(k + 1)(]{; + 2)ak+2tk
k=0 k=0 k=0

En réinjectant dans I’équation, on obtient

+oo
Vt el = R,R[, Y ((k—3)(k+2)ar — (k+1)(k — 3)aps1) t" =0
k=0

Par unicité du DSE de la fonction nulle, on a donc
VE >0, (k+1)(k—3)ags1 = (K —3)(k+ 2)ag

ce que 'on peut aussi écrire

k+2
vk € N\ {3}, =—
\ {3}, art1 k+1ak
Réciproquement, soit (ay,,) une suite vérifiant les relations précédentes. Une récurrence immédiate
donne ka1
Vk > 4, ap = 5 a4
k
- Siagq # 0 alors Vn >4, a, #0. Si x >0, Vk > 4, gzt fel(kt2) |z| quand k& — +oo0.

apxzh k41
Par regle de D’Alembert, » (a,z™) converge absolulmkenii si |z| < 1 et diverge grossierement
si |x| > 1. Le rayon de convergence de ) (a,z™) vaut R = 1 et la somme de la série est, par
construction, solution de (ep) sur | — 1, 1].

- Si a4 =0 alors Vk >4, aj, = 0. > (azz") est de rayon de convergence infini et la somme de la
série est, par construction, solution de (ep) sur R. Cette somme est agP et est non nulle si et
seulement si ag # 0.

L’expression générale des solutions DSE est ainsi

y(t) = % 3"k + 1)t* + agP(1)
k>4

Notons que Q(t) est la dérivée de 1 et que 'on a donc Q(t) = 3~ (k + 1)tF. Pour as = 0 et
ag = 1, on retrouve la solution P alors que pour a4 = 5 et ag = 1, on retrouve la solution Q.
3.2.1 On a immédiatement

X'(t) = A(t) X (t) + B(t) avec A(t)= < z?(t) ;(t) ) et B(t) = < so(()f) )

3.2.2 Avec les formules de Cramer, on obtient
- 1 9 —90
W(to) ™' = ( y
R TR
On en déduit que

_ 1 1 fao—9fy  9fo—fao >
Rlt,to) = W(H)W(fo) _h%—ﬁ%<ﬂ%—¢%9%—f%



3.3.1 On a ici

Juﬂ:“;4)<gt@;D>,B@=t@iU<2&4>

2003
(u—1)3
4u® — 5ut — 4¢° + 5t

(1121 —u)?

3.3.2 On a

3.3.3 On a cette fois
1 7 Q(t)P(u) — P(1)Q(u) 0
R(t,u)B(u) =
(t,u)B(u) u(u — 1) det(W(u)) ( ? ? 20u*
et seule le premiere coordonnée de cette matrice nous intéresse ce qui explique que les coefficients

non importants sont notés 7. Avec la question précédente, on obtient

L (45 — 5t* — 4u® + 5ut
R(t,u)B(u) _ ( (l—t)Q( , u°® + du ) )

On en déduit que la premieére coordonnée de X (t) = ftto R(t,u)B(u) du vaut

1 t
)= ——— [ (4 — 5t* — 4u° 4 d
y(t) (1_t)2/to( 5 u’ + 5u”) du

Or, X est solution de (F) sur ]0,1[ (question 2.4.3) et donc y est solution de (e) sur |0, 1[.
Les quantités écrites existant (intégrales de fonctions continues sur les segments), on a aussi

1 t 0
2 / (415 —5t* —4uS+5u) dutcQ(t) avec c:/ (465 —5t* —4uS+5u) du
0

vt €]0,1[, y(t) = a2 1;

Comme @ est solution de I’équation homogene, on a donc t — ﬁ fg (4> — 5t* — 4u® + 5u) du
qui est encore solution de (e) sur ]0,1[. Cette solution s’écrit, apres calcul

2t°(5t — 6)
Yo (t) = 2
3(t—1)
Raisonnons une derniere fois par conditions nécessaires pour trouver les solutions de (e) sur

[0,1].
- Si y convient alors y est solution sur |0, 1[. Sur |0, 1], le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’ap-
plique. Il existe donc des constantes a et b telles que
_2t°(5t — 6)
o 3(t—1)2

Par continuité de y et du second membre, ’expression rets valable en 0.

vt €]0, 1], y(t) +aP(t) +bQ(t)

- Réciproquement, pour tout choix de a et b, la fonction définie par y(t) = 2;;5?52) +aP(t) +

bQ(t) est de classe C? sur [0, 1[. Elle vérifie I'’équation sur ]0, 1] et, par continuité, elle la vérifie
aussi en 0.
On a ainsi trouvé I'expression générale d’une solution sur [0, 1]. y(0) = ¢/(0) = 0 impose a+b = 0.
La solution générale au probleme de Cauchy proposé est ainsi

_2t°(5t — 6)

W) = S5 =gy + (PO Q)



