Corrigé de E3A 2012 PC math A
Premiére partie

20 -2y — 2

1. On calcule AX); = § | 22z —2y—2) | puis ‘XyAXy = (22 — 2y — 2)(z + 2y — 22). On a donc

2.

9
—2(2z — 2y — 2)

IXMAXy =06 20 —2y—2)(z+2y—22) =022 —2y—z=0o0uxz+2y—2z=0.

S est donc la réunion de deux plans qui sont perpendiculaires puisque leurs vecteurs normaux de coor-
données (2,—2,—1) et (1,2, —2) sont orthogonaux.

(a)

On vérifie que les trois vecteurs sont orthogonaux deux a deux et de norme égale a 1.

1 0 2 0
Ax 1| 2 | =|0] donc f(€1) =0. De méme Ax 2| 1] = | 0| donc f(&;) = 0. Enfin
-2 0 2 0
2 9
Axi| =2 | =41 18 | donc f(é3) =é.
-1 —18
La matrice de f dans la base C est donc égale a U. A est donc semblable & U avec pour matrice de
1 2 2
passage P = % 2 1 —2].Onabien U= P 'AP avec P orthogonale puisque c’est la matrice
-2 2 -1

de passage de la base canonique a la base C orthonormale.

La matrice U est triangulaire. Elle admet 0 comme valeur propre triple. Si elle était diagonalisable,
elle serait semblable a la matrice nulle et serait donc égale a 0. Ce n’est pas le cas donc A, semblable
a U, n’est pas diagonalisable.
(i) Xy =PXpy.
(11) tXMAX]w = tXM/tPAPX]\/[/ = tXMlpilAPXM/ = tXM/UXM/ =a'2 puisque tp =P Le
point M de coordonnées (z',y, 2') dans R’ est donc dans S si et seulement si 2’2" = 0.
a’ = 0 est ’"équation du plan (Oy'z’) et 2’ = 0 celle du plan (Oz'y’). S est bien la réunion de
deux plans perpendiculaires.

Le rang de f est égal au rang de U donc égal 4 1. U2 =0 donc fo f = 0.

Si ¥ a pour coordonnées (z,y,z) dans la base canonique, alors f(¥) a pour coordonnées AX; =

20 — 2y — z 1
5| 22z —2y—2) = % 2 donc f(¥) = %eﬁ. On peut donc prendre par
—2(2z — 2y — 2) -2

exemple: &= 1€ et p(7) =2z — 2y — 2.

Deuxiéme partie

Unt1 + 2Wpy1 = —%(Un + 2w,). La suite (v, + 2w, ) est donc une suite géométrique de raison —%.
Son premier terme vaut vg + 2wg = 0. On en déduit que pour tout n > 0: v,, + 2w, = 0.

Unt1 + 3Wnt1 = —3(vy + 2w,) = 0. On a donc u,, + 3w, = 0 pour tout n > 1.
Avec le (a) et le (b) on déduit pour n > 1: wp4q1 = i(f?)wn + 2w, —wy,) = f%wn. La suite (wy)n>1
est donc géométrique de raison —% et de premier terme w; = i(—l —2+41) = —%. On en déduit

pour n > 1: w, = (—3)" " 1(—3) = (—-3)".

Dol v, = —2(—3)" et u,, = —3(—3)".
Les trois suites convergent donc vers 0.

-3 1 -1
La définition des trois suites donne: M = i -2 0 =2
1 -1 -1
—3 — 4\ 1 -1 —3—4X —4AX—-2 4X+2
det(M — M3) = det(% -2 —4\ -2 )= -2 —4N =2 0 par les
1 -1 —1-—4X 1 0 —4)N -2

opérations Cy <+ Cy + Cq et C3 + C3 — (Y.



—4)\ 0 0
Par l'opération L; < L; — Lo + L3 on obtient det(M — \3) = & | —2 —4\—2 0 =

64
1 0 —4\ -2
— 2 (4X + 2)%. Les valeurs propres de M sont 0 (simple) et —3 (double).
-1 1 -1
MX = —%X <= % -2 2 =2 | X=0<= z—y+2z=0. Le sous-espace propre associé a —%
1 -1 1
est de dimension 2 et a pour base @; = (1,1,0), 4> = (1,0, —1).
-3 1 -1
MX =0+ % -2 0 -2 ]|X=0<= z= —xety=2z. Lesous-espace propre associé a (
1 -1 -1
est de dimension 1 et a pour base 43 = (1,2, —1).
-1 0 o0
2
M est donc diagonalisable, semblable a D = 0 —% 0 |, avec une matrice de passage égale a
0 0 0
1 1 1
P=|1 0 2
0 -1 -1
(-1ya a
On en déduit X, = M"Xg = PD"P~'XgdouY, =P 'X, =D"Yo= | (—3)"b | siYo=| b
0 c

Par suite Y,, a pour limite le vecteur nul, X,, aussi et on retrouve que les suites (uy), (vy), (wy)
convergent vers 0.

Troisiéme partie

—

1. f est une application de E dans E, linéaire puisque f(AZ + pg) = u(AZ + py)d = Iu(Z)d + pu(y)d =

2.

M (&

)+ 1 f (7).

Im(f) = Vect(d) car u n’étant pas 'application nulle, il existe Z tel que u(Z) # 0. Comme @ # 0, le rang
de f est égal a 1.

(a)
(b)

(d)

f(@) =0 <<= u(¥) =0 <= 7 € Ker(u). Comme u est une forme linéaire non nulle, dim(Ker(u)) =
n—1 2> 1. 0 est donc bien valeur propre de f, le sous-espace propre est Ker(u) de dimension n — 1.
De f(#) = AZ on déduit & = $u(Z)d donc & est colindaire a @. De f(@) = u(@)a on déduit A = u(a).
Premier cas: (@) = 0. f a pour seule valeur propre 0, le sous-espace propre associé est Ker(u) de
dimension n — 1. f n’est donc pas diagonalisable.

Deuxieéme cas: u(d@) # 0. f a deux valeurs propre, 0 et u(a@). Le sous-espace propre associé & 0 est
Ker(u) de dimension n— 1, celui associé & u(@) est Vect(d) de dimension 1. f est donc diagonalisable.

f est diagonalisable si et seulement si u(@) # 0.

Montrons par récurrence sur p > 1 la propriété P(p): fP(%) = u(Z)(u(@))P~ta. P(1) est vérifiée par

définition de f.
Supposons P(p) vraie. f7H(7) = f(f7(7)) = u(@)(w(@)? (@) = u(@)(u(@)d puisaue £(@) =
u(@)a. Donc P(p + 1) est vraie.

f est diagonalisable si et seulement si il existe un polynéome @ scindé a racines simples tel que
Q(f) =0.

Si u(@) = 0, f2(%) = f(u(@)ad) = w(@)f(@ = w@)u(@ad = 0. On a donc f> = 0. Si f était
diagonalisable, il existerait une base dans laquelle sa matrice serait diagonale D avec D? = 0, donc
on aurait D = 0 et f serait nul, ce qui est exclu puisque f a pour rang 1. f n’est donc pas
diagonalisable.

Si u(@) # 0, on a d’apres le (a) pour p = 2: f2(7) = w(F)u(@)d = u(a@) f(Z) pour tout vecteur Z. On
en déduit que f2 —u(@)f = 0. Le polynome Q = X? — u(@)X = X (X — u(a@)) est scindé & racines
simples et vérifie Q(f) = 0. f est donc diagonalisable.

4. Im(g) = Vect(b) avec b # 0. On peut donc définir une application v de E dans R par g(Z) = v(Z)b.
Montrons que v est linéaire. D’une part, g(AZ + py) = v(AZ + py)b. D’autre part, g(A\T + py) =



Ag(Z) 4 pg(F) = (M (E) + po(#))b. Puisque b # 0 on déduit que v(AZ + pif) = Ao(Z) + po(F). v est donc
une forme linéaire, non nulle (sinon on aurait g = 0).

. g2(@) = v(@)g(b) = v(Z)v(b)b. Si g* # 0 on a donc v(b) # 0. En utilisant le résultat du 2.(c) on déduit que
g est diagonalisable de valeurs propres 0 (d’ordre n — 1) et v(b) d’ordre 1. On obtient la matrice diagonale
demandée avec o = v(b).

(a) On peut compléter une famille libre de E par des vecteurs de E pour obtenir une base de E.

(b) Le vecteur g(&,) est non nul et appartient & Ker(g) puisque g2 = 0. Il forme donc une famille libre
que l'on peut compléter par des vecteurs €, ..., €,_1 de Ker(g) pour obtenir une base de Ker(g) (par
le théoréme de la base incompléte).

(¢) Puisque le vecteur €, n’est pas dans I'hyperplan Ker(g), la famille B = (g(é,), &2, ..., €,) est une

famille libre possédant n vecteurs; c’est donc une base de F. La matrice de g dans cette base est
bien celle qui est proposée.

. Si deux matrices sont semblables alors elles ont la méme trace.

Nous venons de montrer qu’une matrice de rang 1 est soit semblable & la matrice diagonale diag(0, ..., 0, a)
avec a # 0, soit semblable & la matrice élémentaire E; ,, de trace nulle. Si deux matrices de rang 1 ont
la méme trace «, alors soit a # 0 et les deux matrices sont semblables a diag(0, ...,0, ), soit a = 0 et les
deux matrices sont semblables a E ,,. Dans les deux cas elles sont semblables entre elles.

Quatrieme partie

. Si h(Z) =0 alors & = ;‘Ezga € Vect(d) (on a supposé u(d) # 0). Donc Ker(h) C Vect(d).

De h(@) = 0 on déduit que Vect(d) C Ker(h). On a donc bien Ker(h) = Vect(a).
On calcule u(h(Z)) = w(@)u(Z) — w(Z)u(d@) = 0. Donc Im(h) C Ker(u). Réciproquement, si u(Z) = 0 alors
hMZ) = u(@)x d’on & = ﬁh(f’) € Im(h). On a donc bien montré que Im(h) = Ker(u).

. (@) = M = (u(@) — )T = u(Z)a.
Si A = u(d) on obtient u(Z) = 0: A = u(d@) est donc valeur propre de sous-espace propre associé égal a
Ker(u).

Si A # wu(@) on obtient que Z est colinéaire & d@; comme h(@) = 0, 0 est valeur propre de sous-espace
propre associé égal & Vect(@). Si E est de dimension finie n, h est diagonalisable puisque la somme des
dimensions des sous-espaces propres est égale a n — 1 4+ 1 = n, dimension de E.

. Montrons par récurrence sur p > 1 la propriété P(p): hP(Z) = (u(@))P~h(T).
P(1) est vérifiée car (u(a))? = 1.

Supposons P(p) vraie. h?T1(Z) = h(hP(Z)) = (w(@))P~*h?(Z). Or h?(Z) = u(@)h(Z) puisque k(@) = 0. On
en déduit hP (%) = (u(a@))Ph(Z). Donc P(p+ 1) est vraie.

- NRP(@)|| = |u(@)|P7L||h(Z)|| a pour limite 0 quand p tend vers linfini puisque |u(@)| < 1.

(a) Nous allons appliquer le résultat du 4. en prenant pour E l’ensemble des applications continues de
[0 71'] dans R muni de la norme || f|loc = sup;eqo,] [f(¢)], pour u la forme linéaire sur £ définie par

= [, f(t)dt et pour @ la fonction définie par a(t) = sin(3¢).

On obtlent u(a) = [y sin(3t)dt = —%(cos(3m) — cos(0)) = %; on a donc bien |u(a)| < 1. En posant
h(f) =ula)f — u(f)a on obtlent fpt1 = h(fp), donc f, = hP(fy) a sa norme qui tend vers 0, donc
pour tout t € [0, 7], fp(¢) tend vers 0 quand p tend vers l'infini.

(b) Appliquons & nouveau le résultat du 4. en prenant £ = R3  pour u la forme linéaire définie par
u(z,y,z) = (x—y—+z2)etd= (i, %, —%).
On obtient u(@) = —3 donc on a donc bien |u(a)| < 1. L’application h est définie par h(z,y, z) =
—3(x,y,2)— (x—y+2)d = (—3z+iy— 32 —33— 32 12— fy—12). Onadonc (upt1, Vpt1, Wpi1) =
h(up, vp, wp) et par suite (up, vp, wp) = h (uo,vo,wo) a sa norme qui tend vers 0 quand p tend vers
Iinfini. On retrouve bien que les suites (u,), (v,) et (wy,) convergent vers 0.



