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Correction de ’épreuve A

(durée: 3h30)

Probleme 1 I

Soient E un espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (e_f7 e, e_;) une base de E. Considérons
1 1 1
1
Uendomorphisme u de E tel que Matg(u) = A ov A== 1 1 -1
4 —4 =2
1. a) Déterminer les valeurs propres de u. Cela suffit-il & assurer la diagonalisabilité de u ?
On a
I‘g(A - )\13) = 1g (2(A - )\13))
1-2\ 1 1 Ly
= rg 1 1-2X -1 Ly
4 —4 —2-2\ ] Ls
1—2A 1 1 Ly
= rg 2—2\ 2—2X 0 Lo—Lo+L,
— 4N =22 4+6 —24+2\ 0 ) Ly—L;-4L,
1—2\ 11 Ly
= rg 2—2X2 2-=2X 0 | L.
—4X2 — 4N +8 0 0 Ls«—Ls+Ly

Comme —4)\% — 4\ + 8 = —4(\ — 1)(\ + 2), on constate alors que

rg(A—A3) <3 < 2-2\=0o0u —4A-1)(A+2)=0
< A=1loul=-2

donc, les valeurs propres de u étant celles de A, on a

’Spu ={1;-2}. ‘

A ce stade, on compte deux possibilités pour les dimensions des sous-espaces propres
Fy et E_5, respectivement associés a 1 et —2. On peut avoir
e ou bien dim Fy = dim F_5 = 1 et, dans ce cas, dim F; +dim E_5 # dim E ce qui
nous dit que u n’est pas diagonalisable ;
e ou bien I'une des deux dimensions dim F; et dim E_5 vaut 1 et 'autre vaut 2 et,
dans ce cas dim F; + dim E_s = dim E ce qui assure la diagonalisabilité de wu.

Sans information sur les dimensions des sous-espaces propres, on peut donc dire qu’

il est pour l'instant impossible d’affirmer ou d’infirmer la diagonalisabilité de wu.




b) Pour chaque valeur propre de u, déterminer une base du sous-espace propre associé.

Déterminons E; = Ker(u — Id). D’apres la réduite de gaul déterminée & la question
précédente, on a, pour X =( z y z )€ Ms;1(R),

T =\
A-L)X =0+« —-z+y+2z=0 y = w (A peR),
z2=A — U

donc

’El :Vect(e—f-i-e_g);e_z)—e-;).‘

Déterminons F_5 = Ker(u + 21d). D’apres la réduite de gaufl déterminée & la question
précédente, on a, pour X =( z y z )€ Ms;1(R),

= A
Sc4+ y 4+ z2=0 *
(A+2I5)X =0 < v Y ‘ = y= —Xx (AeR),
6x + 6y =0 5 — 4\

donc

E_5 = Vect (e_l> —e - 4e_3>).

¢) En déduire que u est diagonalisable.
La question précédente nous dit que I'on a dim Fy, = 2 et dim E_5 = 1, ce qui donne
dim F; + dim E_5 = dim E et permet ainsi d’affirmer que

’ u est diagonalisable.

d) Déterminer une base B' = (€', ¢,',¢e;') de E telle que la matrice de u dans cette

nouvelle base B’ soit Diag(—2;1;1).

Dans cette situation, on sait d’apres le cours, que pour avoir Matg (u) = Diag(—2;1;1),

il suffit de prendre pour e,” un vecteur propre dirigeant E; et pour (e,’, €;’) une base
de F_5. Le résultat de la question b) nous dit donc de prendre
&'=e -& e, &'=¢+tea et &=a-a.
a) On suppose qu’il existe un endomorphisme v de E tel que vov = u.
i. Démontrer que uov =vou.
Onawuov=(vov)ov=vo(vov)=wvou,donc
’ u et v commutent. ‘
ii. Démontrer que u(v(e;”)) = —2v(e,’). En déduire que v(e,’) et e,’ sont colinéaires
pULS que e, est un vecteur propre de v.
On a
u(v(e))) = v(u(e)) car u et v commutent
= v(—2¢) car e,' € E_o,

ce qui donne, puisque v est linéaire,

u(v(e)) = —2v(e”).

7 . — . N sz
On en déduit que v(e;’) appartient & E_g, le sous-espace propre de u associé a la
valeur propre —2. Comme celui-ci est une droite vectorielle dirigée par le vecteur
e,’, on en déduit bien que

— — e .
’v(el’) et e;’ sont colinéaires.




Le vecteur e,’ étant non nul (pardi, c’est un vecteur propre!), la colinéarité de
v(e;’) et e, se traduit par l'existence d’un scalaire a € R tel que v(e,’) = ae,’.
Cela signifie bien (toujours parce que e,” n’est pas nul) que

’ e/ est un vecteur propre de v. ‘

iti. Soit @ wun vecteur propre de u associé & la valeur propre 1. Démontrer que
u(v(Z)) = v(Z) et en déduire que v(Z') appartient a Vect(e,', €;').
On a

u(v(@)) = v(u(T)) car u et v commutent

= v(7) car ¥ € Fy,

— . N UEEN
donc v(7') appartient & E7, le sous-espace propre de u associé a la valeur propre 1,
c’est-a-dire

’v(?) € Vect(es', e5'). ‘

a 0 0
iv. En déduire qu’il existe a,x,y,z,t € R tels que Matg (v) =] 0 z vy

0 =z ¢t
On a déja dit que le fait que €,’ soit un vecteur propre de v implique 'existence
d’un scalaire a € R tel que v(e,’) = ae,’.
Par ailleurs, e,’ et e’ sont tous les deux des vecteurs propres de u associés & la valeur
propre 1, donc, d’apres la question 7], on sait que v(e,’) et v(e;’) appartiennent &
Vect(e,’, e;'). Cela signifie qu'il existe quatre scalaires x,y,2,t € R tels que I'on
ait v(ey') = xey' +ze; et v(ey) = yes' +te,'.
Par suite, d’apres la définition de la matrice de 'endomorphisme u dans la base B’,

on a bien
a 0 0
Matg (v) =] 0 =z y
0 =z t
v. Démontrer que (Matg (v))2 = Matgp (u) et en déduire que a® = —2.

La relation v o v = u se traduit, dans la base B’, par I’égalité matricielle

(Mats (v))2 = Matg (u).

Or )
a 0 0 a? 0 0
(Matgl(v))2 = 0 z y = 0 & O
0 =z t 0 & &

ou #,90, &, & désignent des scalaires dont on se moque. Cela implique, par iden-
tification des coefficients des matrices (Matg/(v))2 et Matg (u) = Diag(—2,1,1),
que
a’ = -2.
b) Eziste-t-il des endomorphismes v de E tels que vov =1u?
D’apres les questions précédentes, I'existence d’un endomorphisme v tel que vov = u
implique celle d’un scalaire a € R vérifiant a? = —2. Cette équation n’ayant aucune

solution réelle (puisque le carré d’un nombre réel n’est jamais strictement négatif), on
en déduit qu’

’il n’existe pas d’endomorphisme v de E tels que v ov = u. ‘




a) 1. Démontrer que la famille (€], u(e;)) est libre.

Considérons A, p € R tels que \e; + pu(e;) = 0. L’expression de la matrice A

nous dit que

— — — —
u(ey) = —e, €y €s

+ 2

N =

+

N =

donc
1

Q+@Z+§Z+%Z:W
Comme la famille B est libre, on en déduit que A+u/2 =0et p=0,dou A = p = 0.

On a ainsi démontré que

la famille (e;,u(e;)) est libre.

ii. Démontrer qu'un vecteur T de composantes (a,b,c) dans la base B appartient
Vect (e_f, u(e_f)) si, et seulement si, 4b—c = 0. En déduire une condition nécessaire
et suffisante pour que la famille (e_f,u(e_f), ?) soit une base de E.

On a

— I\ peR, T =Ne, + pu(e)
<— A\ peER, ae_f—i—be_;—kce_g):(/\—l—*)e_fﬁ-ge_;—i-Zu

e
2 3
7
:)\ —
a + 9
<~ I\NpeER, b — fad
2
c = 2u
20 + p=2a L,
— d\peR, w=2b L,
2u = ¢ Ls
+ ‘[L:2a, Ly
— I\ peER, :2b Lo

0 = c—4b Lz—L3z—2L,
<~ c—4b=0,
ol 'on a utilisé la méthode du pivot (en encadrant les pivots) pour aboutir & une

réduite de Gaufl dont I'équation auxiliaire nous donne la condition nécessaire et
suffisante recherchée. En conclusion,

un vecteur 2 de composantes (a, b, c) dans la base B appartient

au sous-espace Vect (e_f, u(e_f)) si, et seulement si, 4b — ¢ = 0.

Pour que la famille de 3 vecteurs (e_f,u(e_f),i)) soit une base de l'espace E qui
est de dimension 3, le cours nous dit qu’il suffit que cette famille soit libre. On
sait déja que les vecteurs e, et u(e;) sont linéairement indépendants. Pour que la
famille (e_f, u(er), ?) soit libre, il suffit donc que le vecteur = n’appartienne pas au
sous-espace Vect (e_f, u(e_f)) D’apres la condition nécessaire et suffisante que nous
venons d’établir, on peut donc conclure que

(er

Ju(er), ?) est une base de F si, et seulement si, les composantes
(a,b,c) du vecteur = dans la base B vérifie la condition 4b # c.




» Dans la suite de ce probleme, e;" désigne le vecteur de composantes (1,1,1) dans

iii.

iv.

la base B. On note alors B la famille (e_f,u(e_f), e_;”).
Justifier que B” est une base de E.

Comme 4 x 1 # 1 (si! si!), la question précédente nous dit que

’B" est une base de E. ‘

Ecrire la matrice de passage P de B a B" et calculer P~'. Calculer alors la matrice
A" de w dans la base B".
Les composantes de ¢, dans la base B sont (1,0, 0). On a déja signalé que 'expression
de la matrice A nous dit que u(e;) = (1/2)e; +(1/2)e, +2e;, donc les composantes
de u(e;) dans la base B sont (1/2,1/2,2). Enfin, celles de e, sont (1,1,1) par
définition. Par suite, on a

2 1 2
p-1 0 1 2

)
0 4 2

Soit X le vecteur colonne de coordonnées z, y, z et Y celui de coordonnées a, b, c.
Alors

2 1 2 z 2a
PX =Y 0o 1 2 y = 2b
0 4 2 z 2c

—|— Y+ 22=2a L,

= +2222b Lo

dy + 22 = 2¢ L
+ y + 22 = 2a Ly
— + 2z = 2b Lo

= 2¢—8b L;—4L,

r=a — b
= *gb+*0
= y= 3
4
z = fb—}c
3
3 -3 0
1
<:>X:§ 0 -2 2 Y
0 4 -1

donc, d’apres le cours,

1
P est inversible et P~! = 3 0 -2 2




Il s’ensuit que

3 -3 0 1 1 2 1 2

1 1 1

A" =P AP =~ - - — -
s 0 2 25|t 1150 1 2
0 4 -1 4 —4 -2 0 4 2

ce qui donne, apres calculs,

0 2 1
A’ = 1 -1 -1
0 0 1

b) Soit C = ((1,0)7 (0, 1)) la base canonique de R%. Considérons l'endomorphisme f de
R? défini par Mate(f) = < v ;(j ), ot les nombres 7,0, A\, p sont les coefficients de la

A
0 a
matrice A" = 1 ~ ¢ déterminées a la question précédente.
0 A u

i. Démontrer que la famille C' = ((0,1), f((0,1))) est une base de R? et écrire la
matrice de passage de C a C'.

On a
-1 -1

Matc(f) = 0 1

donc les composantes du vecteur f((0,1)) dans la base canonique sont données par

-1 -1 0 -1
0 1 1 1

c’est-a-dire f((0,1)) = (-1,1).
Comme (0,1) et (—1,1) ne sont pas colinéaires, on en déduit que

C" = ((0,1), £((0,1))) est une base de R?.

De plus, on a

la matrice de passage de C & C’ est

ii. Calculer alors la matrice de f dans cette nouvelle base C'.

On a f((0,1)) = 0(0,1) + 1£((0,1)). Par ailleurs, f(f((0,1))) = f((—1,1)) est
donné par

-1 -1 -1 0
0 1 1 1

donc f(f((0,1))) =1(0,1) + 0f((0,1)), ce qui donne

Mate (f) =




1 0 0
¢) En notant ( Z Z ) la matrice de passage de C a C', posons R= 0 a b
0 ¢ d

i. Démontrer que R est inversible et calculer R™1.

On a
1 0 0
R= 0o 0 -1
0 1 1
Soit X le vecteur colonne de coordonnées x, y, z et Y celui de coordonnées a, b, c.
Alors
1 0 0 T a
RX =Y < 0o 0 -1 Y = b
0 1 1 z c
=a

- -
+ z=c

T=a
= Yy = b+ ¢
z= — b
1 0 O
— X = 0 1 1 |Y
0 -1 0
donc, d’apres le cours,
1 0 O
R est inversible et R~ = 0 1 1
0 -1 0
ii. Calculer R1'A"R.
On a
1 0 0 0 2 1 1 0 0
R'A"R=1| 0 1 1 1 -1 -1 0o 0 -1 |,
0O -1 0 0 0 1 0 1 1
donc
0o 1 -1
R T'A"R = 1 0 1




d) En déduire que A est semblable & une matrice dont les éléments diagonauz sont tous
nuls.

En rassemblant les changements de bases effectués jusqu’ici, on a

0o 1 -1
R 'P1APR = 1 0 1
-1 1 0
donc
0o 1 -1

I
—_
—_
o

ce qui prouve bien que

A est semblable & une matrice dont les éléments diagonaux sont tous nuls.




Probléeme 2 I

Pour toute fonction f continue sur [0;1] et tout n € N*, nous noterons Sy, (

3\’—‘
N
~
/—\
\_/

0. Quelle est la limite de la suite (Sn(f)) ?

La quantité S, (f) est la n-éme somme de Riemann (& gauche) de la fonction f sur [0;1]. La
fonction f étant continue sur ce segment, un théoreme de notre cours nous dit que

1
la suite (S,,(f)) converge vers / f®)dt
0

n—1 2n—1 1
1. Pour tout n € N*, on pose u, = Z et v, = Z _—
— k+n 2k + 1

k=n

a) Ecrire un algorithme qui, pour n € N* donné, calcule la valeur de uy,.

En langage SCILAB, on a

function s=agro2009(n)

s=0

for k=0:n-1 do s=s+1/(k+n), end
endfunction

b) Démontrer que la suite (uy) est convergente et préciser sa limite.

Pour tout n > 1, on a

n—1 1 1n71 1 1
= —_ — =S, (h U Vo € [0;1], h = )
gk—kn nkzzo(k/n)—&-l (h) ot € [0:1], hiz) 1+z

donc, d’apres le résultat sur les sommes de Riemann rappelé a la question 0, on peut
affirmer que (u,) converge et

limun:/ d:c—/ P ln\l—&—x” =In2-0

En conclusion,

’ (uyn) converge vers In 2. ‘

1
¢) Démontrer que VYn € N*, v, + =y, = Ugy,.

2
Pour tout n > 1, on a
1 - 12 1
ot gl = Z +§Zk+n
=n k=0
—1 n—1
_ Z +Z 1 en posant f =k —n
— 4+ 14 2n poars 2k + 2n dans la premiere somme
2n—1 2n—1
1 1
RS
=0 p+2n =0 p+2n
p impair p pair
o P +2n
= U2n,
donc
1
Vn € N*, Up + §un = Ugp,.




1
d) Démontrer alors que la suite (v,) converge vers 3 In2.
La relation de la question précédente nous dit que, pour tout n > 1,

1
—Up.

2

Upn = U2n —

Or la suite (ug;,) étant extraite de (u, ), elle converge vers la méme limite que (u,), c’est-
a~dire In 2. Donc (v,) converge (comme combinaison linéaire de suites convergentes) et
lon a

limv, =In2 — 11r12 = }ln2.
2 2

En conclusion,

1
(vn,) converge bien vers 3 In 2.

2. Dans cette partie, f désigne une fonction de classe C™ sur le segment [0;1], & valeurs réelles.
a) Justifier lexistence d’un nombre réel M tel que Yz € [0;1], |f®)(z)| < M.

La fonction f étant C*°, sa dérivée troisieme f(3) est a fortiori continue sur le segment

[0;1]. Or un théoréme de notre cours (appelé quelquefois « théoréme des bornes ») nous

dit que toute fonction continue sur un segment est bornée (et atteint ses bornes). Par

conséquent,
dM e R, Vze|0;1], |f@)(z)] < M.
k k+1
b) Soient n e N*, k€ [O;n—1] et t € {,;i}.
n n

i. A Uaide de la formule de Taylor—Lagrange appliquée a la fonction f sur [k/n;t],
démontrer que ‘f(t) - f(ﬁ> - (t— E)f’(k> - %(t - S)Qf”(gﬂ < M (t— ﬁ)g

n n n 6 n
Comme nous le suggere 1’énoncé, appliquons la formule de Taylor a la fonction f sur
intervalle [k/n;t] olt elle est de classe C3, ce qui donne I'existence de ¢ € k/n;t]
tel que

10=15)+ (=) 3G h -2 e
Par suite, on a
01302 - 3Dl

1 kN3
< 7<t77) Ma
6 n

puisque |f"'(c)] < M d’apres le résultat de la question précédente appliqué en c
(qui appartient bien & ]0; 1[ car |k/n;t[ C ]0;1[). En conclusion,

0 -1() = (=27 () 302 ()l < § (- 5)°

kya k
ii. Soit ¢ € N*. Quelle est la primitive sur R de t — (t — f) qui s’annule en — ?
n n

On voit immédiatement que

e k\e oo k 1 kN a+1
la primitive sur R de ¢ — (t — 7> qui s’annule en — est t — —— (t — f) .
n n qg+1 n




iii. Démontrer que (/ki’:d)/” f@) dt>711f(fl>21nzf/(fz>617ﬁfﬂ(z) < 2;1\7414.
On a
(k+1)/n
L. o-sG) - (=07 G -5 )]
(k+1)/n (k+1)/n (k+1)/n
_ /k/n f(t)dt—f(k)/k/n ldt— f (%) /k/n (t——)dt
(k+1)/n
G, () e
[ -
ST
k+1)/n
- s ) ) - e
donc
(k+1)/n
L, 10w -5 ) - g ()
(k+1)/n
s R R O S O R S R G
(k+1)/n
< [ lro=sG) - (=) () -5 ()
< /kiiﬂ)/n % (t — S)g dt d’apres o]
Or
(k+1)/n ( /n
[, ) a=g - =
donc
(k+1)/n
L, 10w 5w G) o G| < g
¢) Soit n € N*. Démontrer que /1 f)de — Sp(f) — %Sn(f’) - (;LzSn(f")’ < 21\;‘23'
On a '
/f 0t = Su(F) 5 5u(f) — =5 Su(7")
(k+1)/n n—1
S e S ) e (5) g o (2)
n—l (k+1)/n
R s ) - () )
n=1| (k+1)/n
<3 /,jf = 11(5) =50 (5) - 5 (5)
< S d’apres b).




Or

k=0
donc
1 Lo oon. Lo omlo M
[ 50t 5,00 = 50— )] < sy
1 1 !
Pour tout n € N*, on pose e, = n? (Sn(f) + %Sn(f’) + WSn(f”) —/ (@) dt).
0

Démontrer que la suite (e,) converge vers 0 et en déduire que, pour tout n € N*, on a
1
1 1 €
S. = t)ydt — —S,(f) — —=Su(f") + —=-
A1) = [ = 580 S+ 5
Le résultat de la question précédente nous dit que, pour tout n € N*, on a

M M

24n3 ~ 24n

2

Sn(f) +

1
len] =n %Sn(f’) + 671125"“”) —/0 f(t) dt’ <n?

Comme lim,,_, o M/(24n) = 0, le théoréme des gendarmes nous dit que

’ (en) converge vers 0. ‘

On en déduit immédiatement que, pour tout n € N*,

' 1 / 1 7 En
Sulf) = 0 f(t)dt — %Sn(f ) — Wsn(f )+ 2’
et donc
1
Sn(f) = /0 f(t)dt — %Sn(f’) - 67112571@“) + 0(%)

/
n

1 / 1
neN*, ona Sa(f) :/0 £t dt — %Sn(f”) + %ﬂ et Sp(f") :/0 Fr()dt+ e

Si lon applique le résultat de la question précédente & la fonction f’ (ce qui est licite
puisque f’ est de classe C> donc C?), on obtient

Prouver lexistence de deux suites (e],) et () de limite nulle telles que, pour tout

1
1 1 1
S, (f :/ " dt — — S, () — =S, (" (7)
(7= | £t = 5 8u() — a8l o
Or la suite (Sn( il )) est bornée puisqu’elle converge d’apres le résultat rappelé a la

question 0, donc
1 1
S, "y _ (7) ,
6n2 (F7) =0 n

ce qui donne

Su(f') = /01 fl(t)dt — %S’n(f”) + O(l).

n

La fonction f” étant continue, le théoréme sur les sommes de Riemann (celui que on
a utilisé a la question 0) nous dit que

n—-+o0o

1
Sul(f") ——— / £ty dt,

ce que 'on peut écrire

Su(f") = / £7(8)dt + o(1).




f) En déduire Uexistence d’une suite ( de limite nulle telle que pour tout n € N*, on a

/f dtf—/f dt+ /f” dt+

En combinant les trois derniers resultats encadlres7 on obtlent

Slf) = / f(t)de - ;n( / it - S5 () + 0(711)> — o8u(f") +o(3)
- /01 Fleyde - o /01 PO+ 8,7 + o)
= [rwa- g [ roas g ([ rowson) <o)
= [ swat- o [ @ g [0 ao( )

donc

f)/ol f(t)dt;n/olf’(t)dwr 121712 /Olf”(t)dtJro(le).

3. Les suites (uy) et (vy,) ont été définies a la question 1.

a) Démontrer qu’il existe une suite (o) de limite nulle telle que, pour tout n € N*, on a

—m2 b L0
= 1n N .
4n  16n2  n2

Nous avons déja signalé que

1
1+

Up = Sp(h) ol Vo €[0;1], h(z) =

En appliquant le résultat de la question précédente & la fonction h, on obtient

! 1t 1 ! 1
_ o / " 7
Uy = /0 h(t)dt 2”/0 R (t)dt + 12”2/0 h (t)dt—i—o(nQ)

Lode 1 1 1 o, 1 1
= Tt oMW+ 5l (t)]OJrO(ﬁ)

[1n|1+t|]1—i[ ! r+ ! - ! r+o(i)

0 2nll+tlo  12n? (I+1t)2]o n?
11 1

In2+ 7+ 5 o)

donc

11 1
=2+ —+ +0<$>~

b) En déduire un équivalent simple de u, —In2 lorsque n tend vers +oc.

On en déduit immédiatement que

m2— = 4 +(1)
—In2=-"—+4+— — )
4n  16n2 0n2

donc

1

Up — In2 et E




1
n—too  64n?
Pour tout n > 1, les résultats des questions 1.c) et 3.b) donnent

1
¢) Démontrer que v, — 5 In2

1

Un = U2pn — 5 Up,

11 1 11 1
= 2t e 2+0($) {1112+T+16 2+0(ﬁ>}

1 1 1
= 71n2———|—0(—2)7

2 64n2 n
donc
1 In 2 1 n ( 1 )
v, — =In2=———-+o0—=)>
2 64n2 n?
ce qui donne
- = 1112 L
n—+oo 64n2

d) Comparer les vitesses de convergence des suites (uy) et (vy).

On constate que
—1In2 1

-no 7
Up —IN2 n—too &n

ce qui signifie

lla suite (2v,,) converge vers In 2 plus rapidement que (uy,). ‘




