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1 - Partie A
1. A € My(R) est inversible ssi det(A) # 0.
1
On a alors det (A x A7) = det(Iy) = 1 = det(A) x det (A™!) donc det (A1) = R

2. On trouve

2 -3 -5 7 > -3
(A )= (T L) ( )
! -1 2 2 3 —4 3 -3 2

3. Supposons que A est inversible d’inverse dans 9y (Z).
Alors det(A) x det (A™!) = 1 donc, les deux déterminants étant des entiers, det (A) € {—1,1}.
Réciproquement, supposons que det (A) € {—1,1}.
Comme det(A) # 0, A est inversible.

Par exemple en inversant un systéme, on trouve que

Al 1 d —c\ 1 d —c
ad—be \ —b a _det(A) -b a '

Comme m € {—1,1}, on a bien A~! € My(Z).
4. A4€S£2(Z) ssib—bc=1< bc=4.

Il vient (b, c) € {(1,4),(—1,-4),(4,1),(—4,-1),(2,2), (-2, —2)}.

2 - Partie B

1. Solution n

o

1 :AxAP~! =1, donc A est inversible, d’inverse AP~ 1.

Solution n

[¢]

2 :det(AP) = (det(A))? = 1 donc det(A) # 0.
On a (det(A))? =1 et det(A) € Z donc det(A) € {—1,1}.
2. D’apres A.3), A~ € My (Z).
D’autre part, (A~1)” = (A?)™! = I, donc A% € Cy(Z).
3. Soit 7 € {1,2}. Soit X; un vecteur propre associé a \;.
On a APX; = MX; = X; donc, puisque X; # 0, A\ = 1.
En particulier |\;| = 1.
4. Le polynéme caractéristique de la matrice A est scindé (dans C[X]) donc A est trigonalisable et en
particulier tr A = A\; + A,.

5. Il vient |tr A| < ||+ [A2] < 2. Comme trA € Z, il vient tr A € {—2,-1,0, 1, 2}.
6. On trouve C? =1, et D® = I, donc ces matrices appartiennent a Cy(Z).
7. xp = X2 —trA-X+detA.
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8. Comme trA € {—2,—1,0,1,2} et det A € {—1,1}, on obtient 10 polynoémes caractéristiques pos-

sibles.
Parmi eux, 4 ont des racines réelles différentes de —1 ou 1 donc ne peuvent provenir d’une matrice
de CQ(Z)
_ 1 3
Voici les résultats, j = e7/3 = 5 + zg
xa | 22—1]|22+2—1 1|+l —x—1
VE—1 —V6—1| . | . VE+1 =5 +1
v.p. _171 ) 1,1 J5J )
2 2 2 2
a rejeter a rejeter
Xa | (+1)* |22 —22—1 2 +2x—1 P —r+1|(r—1)?
a rejeter a rejeter

On rejette les polyndmes dont certaines racines sont en module > 1.

9. Dans les 6 cas restants,
il y a 4 cas ou le polynéme caractéristique est scindé a racines simples donc la matrice A correspon-
dante est diagonalisable.
Il reste les cas x, = (z £ 1)2
Traitons par exemple le cas x, = (z — 1)

Si A n’est pas diagonalisable alors A est semblable & < L ) avec o # 0 par trigonalisation.

«
0 1

01 0 1
Newton ou bien directement par récurrence) ce qui contredit A? = I,.

p
Mais alors AP est semblable & ( L a ) = ( L pa ) (par exemple avec la formule de bindéme de

Ainsi A est diagonalisable (et en fait égale a I,)

On fait exactement de méme dans l'autre cas (A = —I) et finalement toutes les matrices sont
diagonalisables.

On cherche alors dans chaque cas le premier entier ¢ non nul tel que A? = Iy en raisonnant sur sa
matrice diagonalisée et on obtient

Xa =122 +1 |22 +z+1 | (z+1)? |22 —2+1| (z—1)
V.p. 1,1 | =40 | j,5° —1 —J,—Jj° 1
entier ¢ = h(A) | 2 4 3 2 6 1

Notons également que pour p € N*, AP =1, < p multiple de h(A).

10. On cherche un entier multiple des entiers q précédents et le plus petit possible, c’est le plus petit
commun multiple de 1,2, 3,4,6 a savoir 12.
On a pour tout A € Cy(A), A2 =1, (et 12 est le plus petit entier possible vérifiant cette propriété).

3 - Partie C

1. Voir cours.

2. Le procédé de Gram-Schmidt permet d’obtenir a partir de la base canonique (X%)o<;<3 une base
orthonormale vérifiant la premiére condition (avec les Vect).
L’unicité qui provient de la deuxiéme condition ne figure plus au programme. Montrons-la.

La vecteur 7; est un vecteur directeur unitaire de la droite, supplémentaire orthogonal de R; ;[X]
dans R;[X]. Il y en a deux possibles. On sait qu’un tel vecteur a vérifie p(a, X*) # 0 (car X' ¢ R;_1[X]),
le vecteur 7; est donc l'unique vecteur qui vérifie ¢(m;, X*) > 0 (c’est soit a soit —a).
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En réalité on montre les formules de Gram-Schmidt donne directement 7,

i—1
7 = ——P; avec Py = XP — Y (X, 1) .
||P | =0

i—1

(en effet (P, X7) = [[X'||* = 3 [p(X',m)]* = |Pi]|* > 0 par Pythagore).

On trouve (il vaut mieux normaliser tout a la fin),

V2 V6 3 1 5 3
70:7,7{'1 :7X,7T2:ZL\/E<X2—§> 7W3:ZM(X3_SX).

3. 3.a La famille (7;)o<i<3 est une base de E donc P s’écrit de maniére unique sous la forme

P =, a;T;.

3
3.b La base précédente étant orthonormale, |P||> = 3" o2 et par hypothese ||P|* = 1.
i=0

3.c i. Il s’agit de l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R* muni du produit scalaire canonique.
II. 1l vient pour tout x € R,

Zﬂ' ) d’aprés c.i.

iii. Soit N; = sup |m;(x)|. On trouve sans difficulté (pour 73, on dresse un tableau de varia-
—1<z<1

tion),
1 V6 V10 N, - V14
- 9 )y N3 — 9 :

Il vient pour tout x € [—1,1],

P(z)] < (ﬁ) +<§> +<@> +<g> = 2V/2.

En conclusion, sup |P(z)| < 2v/2.
z€[—1,1]
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