Centrale 2012. Option MP. Mathématiques I.I

Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)
I. Produit de convolution.

I.A - Généralités.

L.A.1)a) Si f € LY(R) et g € Cy(R) il vient que, en notant ¢, (t) = f(t)g(z —t), on a |p.(t)] < ||g]leo|f(t)] pour tout
réel x, ce qui prouve que ¢, est intégrable sur R et que || f * glloo < ||fll1 X [|9]lcc T

b) Si g € L%(R) il en va de méme de t — g.(t) = g(z — t) et ||gz|l2 = ||gll2 par le changement de variable
DEF
t — x — t admissible car C'-difféomorphisme de R sur lui-méme. Le produit de deux élément de £*(R) étant

un élément de L}(R), f * g est bien définie sur R et I'inégalité de Schwarz dans I'espace préhilbertien £2(RR)
avec le produit scalaire £2 montre alors que || f * glloo < || fll2 X [lgllz O

I.A.2) Immédiat par le changement t — u = z — t admissible car C!-difféomorphisme de R sur lui-méme. [J

I.A.2) Supposons f et g a support compact inclus respectivement dans [—A, A] et [—B, B].

A
Alors f * g(z) = /_A f@®)glx —t)dt.

Orpour t € [-A,A]si|z| > A+ Bonal|z—t > B donc glx—t)=0.
Il en découle que f x g est & support compact inclus dans [-(A+ B), A+ B] O

I.B - Produit de convolution de deux éléments de L?(R).

1.B.1) h est par définition uniformément continue si et seulement si pour tout € > 0 donné quelconque il existe 8 > 0
tel que |h(z) — h(z — «)| < € pour tout réel x dés que |a| < 8 c’est & dire |h — Ty (h)]|eo < € dés que |a] < S.
En d’autres termes si et seulement si lim0 lh = Ta(h)||leo =0 O
o—

I.B.2) Comme noté en LA.1.b), si f € L2(R) il en va de méme de T, (f) et ainsi T, (f) * g est bien définie.
La changement de variable t — u =t — a prouve alors que T, (f *xg) =T (f) g O

I.B.3) Comme T,(f), f et g appartiennent & £?(R), la question I.A.1.b) fournit alors :
ITa(f 9) = f *glloo = 1Ta(f) * g = f * glloe = [(Ta(f) = f) * glloe <ITalf) = fll2 x llglla O

1.B.4) Soient f & support compact inclus dans [—A, A] (ce qui implique f € L2(R)) et g € L2(R).
f et To(f) sont alors toutes deux nulles en dehors de [—A — ||, A + |«|] donc

A+al A+l
IITa(f)—f||%=/ ||f(t—a)—f(t)|2dt=/

|/ (t =) = f()]? dt pour [a] <1
—A—|a —A-1

Or classiquement si f est continue & support compact, elle est uniformément continue sur R.
Soit alors € > 0 donné quelconque. 11 existe 5 > 0 tel que |f(t — ) — f(t)] < e pour |a| < B et tout t € R

Il en découle que [|To(f) — fll2 < V2(A+1) x € pour | < min(1, 5) i.e. |[To(f) — fll2 — 0
Des questions 1.B.1. et I.B.3. on en déduit que f * g est uniformément continue sur R. [

I.B.5) Soient désormais f et g deux éléments de £2(R). Pour montrer que f * g est uniformément continue sur R, il

suffit, comme dans la question précédente, d’établir que ||To(f) — fll2 — 0.
o—

e Compte-tenu de la question précédente, il suffit d’établir que Cp(R) est dense dans £2(R) pour la norme ||.||2.
En effet supposons que ce soit le cas et soit € > 0 donné quelconque.
Il existe alors ¢ continue & support compact telle que || f — ¢||2 < € et on a alors
ITalf) = Fllo < ITalf) = Tal@)ll2 + ITale) — @llo + lp — fllz Yo € R
— | Ta(e) = ¢ll2 + 20 — flls ¥a €R
<|Ta(p) —oll2+2¢ YaeR
Or puisque @ est continue a support compact, d’apres la démonstration de la question précédente il existe 5 > 0
tel que [ Tu(e) — ¢llz < & pour Ja] < 3
Ainsi || To(f) — fll2 < 3e pour |a] < 3 ce qui prouve que ||To(f) — f]l2 — 0 et établit donc le résultat. O

e Reste a prouver que Cp(R) est dense dans £2(R) pour la norme ||.|2.
Soit f € £L2(R) et pour n entier non nul soit un réel o, > 0 choisi de sorte que

VA=) <+ et v, |fn)] <+

Soit alors la fonction f,, continue & support compact définie par f,,(t) = f(¢) pour ¢t € [-n,n], fn(t) = 0 pour
[t| = n + ay et fp, affine sur [—n — ay,, —n] et sur [n,n + o]

-n n+on
Onal\f—fnll%=/ I +/ If—fn|2+/ = Fal? = In + Jo + Ko
R\ n DEF

—n—ap,ntay] J —n—ay

~ Centrale-2012-maths1-corrige. TEX ~



I1.C -

Soit £ > 0 donné quelconque. Comme f € £2(R) il existe Ny tel que / |f|> < e. Donc
R\ [—No,No]
Ilf=full3<e+Jn+ K, Vn= N
En outre K, < \/ / IfI* + \/ / |fn|?> = @, + by, par 'inégalité de Minkowski.
[n,n+am, [n,n+an) DEF
Or a,, < /€ pour n > Ny et comme f,, est affine entre n et n + «,, égale & |f(n)| en n et nulle en n + o, on a

|fn(t)] < |f(n)| pour t € [n,n+ ay]. Donc b, < v/, |f(n)| < 1 < Ve pour n = Ny
n
Ainsi K, < 4e pour n > max(Ny, N1). De méme J,.

Finalement | f — f,||3 < 9¢ pour n > max(Ng, N1) ce qui établit le résultat. O

Continuité, dérivabilité, séries de Fourier.

I.C.1) Supposons que f € L1(R) et g € Cp(R).

a) 1/t — f(t)g(x —t) est continue (donc a fortiori par morceaux) sur R pour tout = € R.
2/ x — f(t)g(x —t) est continue sur R pour tout ¢ € R.
3/ pour tout x € R on a |f(t)g(z — )| < ||gllee X |f(¢)] intégrable sur R

ce qui établit que f * g est continue sur R. [

b) Supposons désormais en outre g uniformément continue sur R et soit € > 0 donné quelconque.

Il existe B > 0 tel que |g(u + «) — g(u)| < € pour |a| < G et tout u € R.

Il en résulte que |(f * g)(z + ) — (f * g)(x)] < [|f|l1 x € pour |a] < [ et tout x € R i.e. f* g uniformément
continue sur R. [

1.C.2) Avec les hypotheses de ’énoncé il vient (outre 1.C.1.a) en notant p(z,t) = f(t)g(z — t) que

g s?(96 t) = f(t)g\¥ (x — t) existe et vérifie les mémes trois hypotheses que dans la question 1.C.1.a) pour £ < k

Il en résulte que f * g est de classe C¥ sur R et que (f x¢)® = f+ g O

1.C.3)a) La série de Fourier d'une telle fonction h converge normalement sur R vers h.

I.D -

b) Commengons par remarquer que comme g est continue et périodique, elle est bornée et donc f * g existe bien,
est continue (I.C.1.a) et est clairement 27-périodique.
D’apres le a), g(u) = Y ¢,(g)ei™ pour tout u € R et en outre Y |c,(g)| converge.

nez nez
Done (f * g)( / (Z U (t ) dt avec u,(t) = cn(g) f(t)e™ @1,
ne

Or / lun (£)|dt < || fll1 X |en(g)| donc Z/ |un (t)| dt converge de sorte que d’apres le théoréme de convergence
R

Lt ona (f*g)(z= Z/ dt—Zan T avec an = cu(g /f et dt

n€eZJR nez
On a 14 un développement en série trigonométrique de f*g qui converge normalement (car |a,| < || f]l1 X |en(9)])
donc uniformément sur R. Or classiquement si une série trigonométrique converge uniformément sur R alors
c’est le développement en série de Fourier de sa somme (par intégration terme a terme).

~

Ainsi f x g est égale & la somme de sa série de Fourier et ¢, (f *g) = ¢, (g)/ fe ™ dt =c,(9)f(n) O
R

Approximation de I'unité.

I.D.1) Soit € > 0 donné quelconque et soit x fixé. Comme f est continue en particulier en x :

il existe a = a(z) tel que sup ‘fx—t) f(z)] < e pour |t| <a

te[—a,al

—« —+oo
Et il existe Ny tel que / 0n <€ et / 0, < € pour n > Np.
«

En remarquant que f(z) = / f(x)on(t)dt et f 0y = 0y * f il vient :
R

Anl@) = |(F #60)() - <>|</*“%<x,t>dt+/

[0}

+oo
gon(:v,t)—i—/ on(z,t)dt

avec g, (z,t) = ’f(x—t ‘(5_ )
« —+o0
Or/ on(z,t) <e On(t ) t < 5/ 0n(t)dt =e. Donc :
- —a - +oo - - +oo
An(a:)§5+/ <pn(x,t)dt+/ on( ) At < &+ 2] floo X </ 5n(t)dt+/ 5n(t)dt> Vn e N
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d’ott il résulte que A, (z) < (4Hf|\oo + 1)5 pour n > Ny
ce qui établit bien la convergence simple de la suite (f *d,,) vers f sur R. O

I1.D.2) Si f est en outre a support compact, classiquement elle est uniformément continue sur R de sorte que le «
de la question précédente ne dépend pas de z. La démonstration de la question précédente prouve alors que

An(z) < (4||f||00 + 1)5 Vn>N, VreR

En d’autres termes la suite (f x d,,) converge uniformément sur R vers f. O

1.D.3) a) h,, est clairement continue, positive et vérifie / hp =1.
R
1

n+1

1 1 1 1
Remarquons que )\n:2/ (1—t2)”dt>2/ (1—t2)”tdt:/ (1—u)"du:/ u"du =
0 0 0 0

Soit désormais a > 0 donné quelconque. Il vient
“+o0 1 2\n

1 —
I,(a) = / hn(t)dt=0si a > 1 et sinon I, (a) = / hn(t)dt < d-a) <(n+1)(1-a?)" —— 0
DEF a

o An n—+o0o

—«
De méme / hyn = I, (a). Donc la suite (hy,) est bien une approximation de I'unité. 0O

— 00

b) Si f est continue & support inclus dans [— %, %} il résulte da la question I.A.3) que f * h,, est & support

inclus dans [— §, ﬂ (|
2°2
1/2
Pour tout x on a (f * hy)(z) = / f@hp(z—t)dt = / f@hp(x —t)dt.
R —1/2
. 11 11 o\
Si en outre = € [—5,5} onax—tée[—1,1] pour tout t € {—5,5} donc hy(z —t) = (1 — (z —t)?)" de sorte

1/2
que (f * hy,)(x) = / fO(1—(z— t)2)n dt qui par développement est clairement une fonction polynomiale
~1/2
en x et établit donc le résultat. O

¢) Soit ¢ une fonction définie et continue sur [a,b] puis soit ¢ continue sur R & support compact qui coincide
avec ¢ sur [a, b], est nulle sur | — co,a — 1] et [b+ 1, +00[ et est affine sur [a — 1, a] et [b,b+ 1].

Soit enfin f définie par f(z) =¢(a— 1+ (b—a+2)(t+ %)) Elle est continue & support inclus dans [— %, %}

D’apres 1.D.2) la suite (f * hy,) converge uniformément sur R donc a fortiori sur [— %, %} vers f.
Or d’apres la partie b) ci-dessus f * h,, est polynomiale sur [ — %, %}
Ainsi il existe une suite de fonctions polynomiales (P,,) qui converge uniformément vers f sur [ — %, %} .

Alors classiquemment (changement de variable affine) la suite de fonctions polynomiales (Q,) définie par

Qn(z) = Pn( - % 4 i_iai;) converge uniformément vers ¢ sur [a — 1,b + 1] donc a fortiori converge
—a

uniformément vers ¢ sur [a,b]. O

1.D.4) Supposons qu’il existe une telle fonction g. On a en particulier h,, * g = h,, pour tout entier n. Or d’apres I.D.1)
la suite (h,, * g) converge simplement sur R vers g puisque la suite (h,,) est une approximation de I'unité. Ainsi
la suite (hy) converge simplement sur R vers g.

1
Or hy(0) = )\L et A, = 2/ (1 — t*)™dt tend vers 0 par le théoreme de la convergence dominée (la suite
0

n
gn(t) = (1 =)™ converge simplement sur |0, 1] vers la fonction nulle et y est dominée par la fonction constante
égale & 1 bien intégrable sur ]0,1]).
Ainsi la suite (h,(0)) ne converge pas dans R ce qui est contradictoire avec le fait que la suite (hy,) converge
simplement sur R. Donc une telle fonction g n’existe pas. 0O

II. Transformée de Fourier.
IL.A. -1/ 2 — f(t)e’®" est continue sur R

2/ t — f(t)e"! est continue donc a fortiori continue par morceaux sur R
3/ |f(t)e| < [f(t)] intégrable sur R Vt € R Vz € R

Donc f est continue sur R et bornée par || f||; O
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I1.B. - Transformée de Fourier d’un produit de convolution.

II.B.1) a) On commence par noter que, comme g € Cp, f * g est bien définie et continue par la question I.C.1.a)
e Pour prouver que f * g est intégrable sur R il suffit de prouver qu’il existe M > 0 tel que pour tout réel
A

A>Oonait/A|(f*g)(:v)|dx<M.

n

Soient la fonction ¢ définie par ¢(x / |f(t)g(x—1t)| dt, la suite (p,) définie par ¢, (z) = / lf()glx—t)|dt
ainsi que € > 0 et A > 0 donnés quelconques -
Comme f € L1(R) il existe Ny tel que /7n lf| <eet /+0° |f] < e pour n = Ny. Il en découle que

—-n +T>o "
[ 1ot = nlae <lgll et [

— 0o

fg(z —t)|dt < |gllc xe Vn>No VzeR

Ainsi |<p(3:) —on(z)] <2||glleo xe ¥Yn =Ny Vxe€R ie. lasuite (p,) converge uniformément sur R vers .
A

Donc / on—— [ o ()
—A

n—-+o0o _A

Or /is@=/1 (/_:If(t)g(w—t)ldt>d:v=/_: (If(t)l/: |g<w—t>|dw>dt

par le théoréme de Fubini sur un rectangle bien licite puisque (z,t) — f(¢)g(x — t) est continue.

A n n
Done /_Ason </_n (L{(t)|/R|g(x—t)|dx>dt: |\g||1/_n|f<t>|dt< ||g||1/R|f(t)|dt= lglls % 111

De (1) on tire alors / © < |lgll1 % || f]]1 et par ailleurs on a |(f * g)(z)| < ¢(z).
A

A
Donc / [(f *g)(x)|da < || fll1 x |lg]l1 pour tout A > 0 ce qui établit bien I'intégrabilité de f * g sur R. O
—A

En d’autres termes l'intégrale imbriquée / (/ f@®)glx —1) dt) d z existe.
R \JR

e Au cours de la démonstration ci-dessus, on a établi au passage que si K et L sont deux segments inclus dans
Rona // [f@)glx—t)|dzdt < | fll1llgllx ce qui prouve que (z,t) — f(t)g(x —1t) est intégrable sur R x R.
KXxL

Le théoreme de Fubini prouve alors que

//RXRf(t)Q(CU—f)ddetZ/R(/Rf(t)g(:c—t)dt)dx:/R(f*g)(x)dx (2)

e Par ailleurs / f@®)glx —t)dx = f(t)/ x—t)da = f(t) / g donc Pautre intégrale imbriquée
R

/R(/Rf(t)g(ac—t)dx)dtaunsenset/(/f (1) dx)dt—/gx/f

Toujours par le théoréme de Fubini il vient f@glx—t)dzdt = / g x / f
RXR R R

e(2)ondéduit/Rf*g:/Rf></Rg O

b) Soit u un réel fixé quelconque et soient f; et g; les fonctions définies par fi(t) = f(t)e "™ et g1(t) = e
Elles appartiennent bien & £}(R ) et g1 est bornée. On peut donc appliquer la question précédente.

Or/Rfl*gl:/</f ety )e‘zu(m_t)dt)dxz/]R(/Rftg:c—t)e‘“”dt)d:v
z/]R(/thgx—t dt) e_i“””d:v:(f/*\g)(u)

et/f1 t/gzﬁ(u)
A1n51f*g—f><g (]

—iut

I1.B.2 Soit la fonction f paire définie sur [0, +oo[ par f(x) = n pour x € [n—%, n+ %], f(n—%) =0, f(n—|—%) =0,
f affine sur [n - —,n— %] et sur [n + 13 , M+ 2 } pour n > 2 et nulle partout ailleurs (pour z > 0).
n n
n —+oo
2
Alors f est continue sur R et intégrable car paire et pour x > 0 on a / f< Z FEI Z avec n = Int(x)+1
k=2 k=

~ Centrale-2012-maths1-corrige. TEX page 4 ~



+oo
Si (f * f)(0) était défini sa valeur serait /Rf(t)f(—t) dt = 2/0 fA)dt

n+2/n n 2
Or / 2> P— +0o0. Donc (f * f)(0) n’est pas défini. O
0 — n—-—1+oo

I1.C. - Sinus cardinal.

t ) n t . n
14 2)e ®td¢ / 1—= _”tdt:/ 1—
(1 e =it | (1= [

=2n /01(1 — u) cos(nzu) du

donc E(O) = n et par parties E(m) = %(1 —cos(nz)) = n X 2n 5

Ainsi a(x) =n X cp(%) VeeR O

0 t

_) (eiwt 4 e—iwt) dt

n

I1.C.1 %, (z) = /

—n

sin2(n—;) pour z # 0.

I1.C.2 ¢ est classiquement continue en 0 donc sur R donc est localement intégrable sur R et au voisinage de +o0 il

vient 0 < p(z) < % ce qui prouve que ¢ est intégrable sur R. Donc ¢ € L}(R) O
x

I1.C.3 On a K,, continue, positive et telle que / K, =1 (vérification immédiate par changement de variable).

Par ailleurs K, est paire donc, pour prouver que (K,,) est une approximation de 1'unité, il suffit de prouver que
—+o0

pour tout o > 0 on a K, —— 0.
n—-+4oo

Or 27 K, = n/ go(%)dt = 2/ o(u)du ——— 0 puisque ¢ est intégrable sur R. [

@ a/2 n—+oo

I1.D. - Inversion de Fourier.

II.D.1e Commengons par remarquer que les deux membres de 1’égalité proposée ont bien un sens :
1/ Vintégrale I, (t) est bien définie car 'inégalité classique |sinu| < |u| fournit |k, (z)f(—z)e™"*| < |f(—=)| et
par hypothese f est intégrable sur R donc z — f(—z) également.

2/ comme 27K,, = k, la fonction K, appartient & Cy(R) (question IL.A) donc f * K, est bien défini car
f € LYR).

. In(t)_%/< ‘”””/f ”“du)d:z:_—/ (/ )e_i(t_“)””du>dx

Pour t fixé soit la fonction g; définie par g:(u,x) = ky(z) e itwz
On a |g:(u, )| = kn(z)|f (u)] est intégrable sur R x R pu1sque k et f sont intégrables sur R.

Par le théoreme de Fubini on a donc I, (t) = gt(u,z)dudz.
RxR

e Par ailleurs la seconde intégrale imbriquée existe puisque f * K,, est défini :

% : (/R kn(x)f(u)e“t“)zdx) du= i/ (f(u)/kn(a:)ei(t“)xd:r> du
— 5 [ (=) du = (f < K)0

Toujours par Fubini on a donc également // gi(u,x)dudz = (f = K,)(¢)
RxR

e Ainsi on a bien I,,(t) = (f * K,)(t) pour tout réel t. O

II.D.2 ¢ La suite (k,) converge simplement sur R vers la fonction constante égale & 1 donc la suite h,, définie
par hp(x) = ky(z)f(—2)e " converge simplement sur R vers la fonction x — f(—z)e™"® et cette suite est
dominée sur R par la fonction @ — |f(—=x)| intégrable sur R. Il en découle par le théoréme de la convergence

~ . 1 ~ )
dominée que I,(t) —— S f(=x)e ™ dr=— [ f(z)e""dx
n—+oo 27 R 21 R

e Pour prouver que (f * K,)(t) T f(t) on ne peut pas utiliser la question I.D.1) car on ne sait pas (a
n—-1+0oo
priori) que f est bornée (elle le sera a posteriori compte-tenu de la formule d’inversion !).

On va prouver directement dans le cas particulier de cette approximation de I'unité que le résultat est vrai.
On reprend les notations de I.D.1. pour prouver que f x K, converge simplement sur R vers f.
Le début de la démonstration est exactement le méme et on a comme alors :
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—x

—+oo

An(:zr)§5+/ wn(x,t)dt—l—/ on(z,t)dt ¥YneN

“+oo o +§é +oo
Or/ on(z,t)dt < |f(x)] Kn(t)dt+/ |f(z—t)|K,(t)dt VneN
[e3 [e3 [e3 +o0
Comme (K,,) est une approximation de I'unité, K,(t)dt e 0
Par ailleurs K, (t) = 2i X ncp(%t) < 2t2 pourt #0ett — Lf(xtiz_t)' est intégrable sur [, +00[ car dominée
™ ™
au voisinage de l'infini par t — | f(z — t)| intégrable. Donc
i 2 [T ]f(z 1)
|f(z—t)|K,(t)dt < — s dt 0
« nm Ja t n—-+oo

+oo o
Donc / on(x,t)dt — 0 et de méme / on(z,t)dt.

— 00

Il en découle que A, (x) < 3e pour n > Ny c’est & dire que la suite (f * K,) converge simplement sur R vers f.

e Un passage & la limite dans I'égalité I,,(t) = f * K, (t) fournit alors la formule d’inversion de Fourier. [
II1. Convolution et codimension finie.

III.A.1 L’application de Cy(R) dans £!(R)* définie par ¢(g) = @, est clairement linéaire donc si la famille
(<pg1 1 Pgar - gpgp) est libre il en va de méme de la famille (gl, g2, ...,gp).

Pour établir la réciproque il suffit de prouver que ¢ est injective.
Soit donc g € Cp(R) telle que / fg(—=t)dt = / f(=t)g(t)dt = 0 pour tout f € L1(R).
R R

Soit A > 0, € > 0 et soit f continue & support compact définie par f(t) = g(—t) pour ¢t € [—A, A], f nulle en
dehors de | — A — e, A+ ¢[ et affine sur [-A — e, —A] et sur [4, A +¢].

A
On a en particulier / f(=t)g(t)dt =0 c’est a dire / lg)?dt+I.=0 Ye>0 (1)
R ~A

—-A A+te
avec I, = / f(—t)g(t)dt+/ f(=t)g(t)dt.
—A—¢ A
Or g est bornée sur R mettons par M donc f également. De sorte que |I.| < 2M2¢.
A
Par passage a la limite avec ¢ — 0 dans (1) on obtient donc que / lg(t)]*dt = 0.
A

Par le théoreme de positivité amélioré de l'intégration il vient que ¢g(¢) = 0 pour tout t € [—A, A] et finalement,
puisque A est quelconque, que g =0 [

ITI.A.2 e Supposons (f”)neN de rang r et quitte a changer la numérotation supposons (fl, fa, oo, fr) libre.

ks

On a alors clairement K = [ Ker fy.

k=1
Envisageons f : E — K" définie par f(z) = (f1(z), f2(z), ..., fr(z)). Alors f est linéaire, Ker f = K
Supposons dim Im f < 7. Alors Im f est inclus dans un hyperplan de K" donc il existe
(a1, a2, ...,a;) # (0,0,...,0) telle que a1 fi(z) + azf2(z) + ... + arfr(x) = 0 pour tout = de E c’est a dire telle
que a1 f1 + asfo+ ... + a.fr =0 ce qui est contraire au fait que la famille (f1, fo, ..., f) soit libre.
Ainsi Im f = K". Or par le théoréeme du rang, la restriction de f a tout supplémentaire de Ker f = K induit
un isomorphisme sur Im f. Donc un tel supplémentaire est de dimension r en d’autres termes la codimension
de K dans F est égalear. 0O

e Supposons désormais ( f”)n N de rang infini. Pour tout entier  on peut extraire une famille (f,,,, frna, -5 fn,.)

T
de rang r. La démonstration précédente prouve que la codimension de () Ker f,, est égale a .
k=1

T
Or N Ker f, =K C () Ker f,, donc la codimension de K est supérieure ou égale & r.
neN k=1
Et cela pour tout entier r. Cette codimension est donc infinie. [

ITI.LA.3 Ona pr, () (f) = / f(t)g(xz —t) = (f *g)(x) donc Ny = [ Ker@r, (4. Or la démonstration de la question
R z€R

précédente est valable méme si la famille de formes linéaires n’est pas dénombrable.

Ainsi la codimension de N, est égale au rang des formes linéaires (QDTI (g)) lequel est égal, d’apres la question
’ zER

II1.A.1), au rang de la famille de fonctions (Tw (g)) N c’est a dire & la dimension de V,;. 0
EdS

III.A.4 a) On a immédiatement 7, (g) = e **?g de sorte que la codimension de Ny, est égale 4 1. O
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n .
b) e Soit g(t) = 3 gr avec gi(t) = ekt ou les B sont n réels deux & deux distincts.
k=1

La famille (gk) w—1.. . €stlibre car c’est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres i, deux
a deux distinstes de ’'endomorphisme f —— f’ de I’espace C*°(R).

Notons V;, = vect(gg)r=1...n qui est donc de dimension n.
n .
On a To(g)(t) = 3. Argr avec Ay = e~ de sorte que V,, C V,, donc dim V, < n.
k=1
En conclusion partielle pour une telle fonction g la codimension de N, est finie (au plus n).

e Supposons en outre désormais les (B deux a deux distincts modulo 27.

Pour p € N, les composantes de T},(g) sur la base (gk)kzl' _,, de V,, sont (af,db, ...,ak) avec aj = e~ Pk,
Donc le déterminant de la famille (Tp(g))p:0 . sur cette base est le déterminant de Vandermonde
V(a1,az, ...,an) qui est non nul puisque les a, sont deux & deux distincts car ; # (; modulo 2.

Cette famille est donc libre et comme elle est incluse dans V,; on a dim V, > n.
Finalement dim V; = n donc N, est de codimension n dans £'(R). O

III.B - Hypothése A.
IT1.B.1) Soit f € N, avec g vérifiant ’hypothese A. On a par la question 1.C.2) f % g®) = (f % g)(®) = 0.

En particulier / F()g® (=t)dt = f+ g™ (0) = 0 pour tout entier k. Donc N, C L, avec L, = ) Ker(p )
R keN ’
Supposons en outre Ny de codimension finie. Il en va de méme a fortiori de L, vu 'inclusion ci-dessus.

Par la question IILA.2) la famille (¢ ) est de rang fini donc également la famille (¢(*))cn par la question

keN
ITI.A.1). Si on note p ce rang alors la famille (g,¢/,...,g%®)) est libe ce qui se traduit bien par le fait que g
satisfasse une équation différentielle linéaire & coefficients constants. [

II1.B.2) Soit g vérifiant I’hypothese A et telle que Ny soit de codimension finei. Alors g est solution d’une équation
différentielle linéaire a coefficients constants comme on vient de le voir.
Donc g est du type g(t) = Pi(t)e*! + Py(t)e*? + ... + Py(t)e*? ot {A1, Az, ..., A\, } est I'ensemble des racines
distinctes de I’équation caractéristique et ou les Py sont des polynomes.
Comme g est bornée tous les A sont imaginaires purs et les polynoémes Py, constants (classique par 1’absurde).
Donc ¢ est une combinaison linéaire de fonctions de la forme t — e et réciproquement une telle fonction
satisfait bien 'hypothese A et est telle que Ny soit de codimension finie par la premiere partie de la démonstration
de la question ITI.A.4.b).
L’ensemble des fonctions g € Cy(R) vérifiant I'hypothese A et telles que N, soit de codimension finie dans £1(R)

est I'espace vect (t — eiﬁt)ge]R O

III.C - Cas général.

II1.C.1) Par la question III.A.3) on a dim V, =rg (Ta(g))ae]R =n.

Soit alors (a1, az, ..., o) telle que (T, (9), Tas(9), -, Ta, (g)) soit libre c’est & dire soit une base de V.

Pour tout réel « la fonction T,(g) € V, donc se décompose sur cette base ce qui fournit le résultat demandé.
O

II1.C.2) a) Comme F est de dimension p, il en va de méme de F™* et il suffit donc de démontrer que la famille (e;)er
est génératrice dans 'espace F'* pour obtenir le résultat demandé.
Raisonnons par 1’absurde en supposant que G = vect(e,)er soit de dimension r < p.
DEF

Soit alors (a1, ag, ..., a,) telle que (eal,ea2, ...,ear) soit une base de G.

Complétons la par (¢r41, ...,¢p) en une base de F*.

Soit alors (fi, fo, ..., fp) la base anté-duale de cette base (eal,e@, ey €apy Prgls ...,cpp).

On a en particulier e, (fp) = e€a(fp) = ... = eq.(fp) = 0 donc ey(fp) = 0 pour tout réel x puisque
(eal,ea2, ...,eaT) est une base de G. Donc f,(x) = 0 pour tout réel  donc f, = 0 ce qui est contradictoire avec
ep(fp)=1. O

b) Notons que Det (fi(a/j)) = Det (eaj (fz))
Envisageons 'application ¢ de F' dans CP définie par ®(f) = (ea, (f) €as(f), - -, €a, (f))-

Par théoreme de cours on a rg(¢) = rg (eal,ea2, ...,eap) = p donc ¢ est un isomorphisme de sorte que
((f1): &(f2), .-, &(fp)) est une base de C™ si et seulement (f1, f2, ..., fp) est une base de F. [

II1.C.3) La famille (Tai (g))izl ~, est une base de V. Par la question précédente il existe une famille (a;)i=1,...n

telle que la famille (eai) ,, Soit une base de V.

i=1,...,
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Toi(9)(ar)mi(e) = Ta(g)(a1)

Tai(9)(az)mi(e) = Ta(g)(az2)

=10

N
Il
-

La question III.C.1) fournit alors le systéme aux inconnues m;(a) :

=

To.(9)(an)mi(a) = Ta(g)(an)

1

.
Il

L<i<j<n DOD nulle par la question 11.C.2.b)

Or les fonctions a — Ty (g)(a;) i.e. les fonctions o — g(a; — ) sont de classe C¥ et bornées puisque g l'est.
La résolution de ce systéme par les formules de Cramer montre alors que les fonctions oo — m;(«) sont de
classe C* et bornées en tant que combinaisons linéaires des fonctions précédentes. [

he(g(x — 0 — 1) dt = / e (V) Ta(9) (& — ) At = (hy % Ta(g)) ()

Le déterminant de ce systeme est la constante Det (Tai (g)(aj))

II1.C.4) On a T, (h, * g)(x) = (hr x g)(z — @) = /]R

done To(hy +g) = 3 mi(a)hy * To (g) = 35 mi(@)To, (b 5 g) (1)

i=1 =1

Ce qui prouve que V},, «4 est de dimension au plus n. O

III.C.5) On a en (avec les notations précédentes) To, (hr * g)(a;) = (hr * g)(a; — ;) —— g(a; — o) = T, (9)(a;)

r——400

d’apres la question 1.D.1).
Comme la fonction déterminant est continue il vient que Det (T4, (hy * g)(a;)) —— Det (Tu,(g)(a;)) # 0.

r——400
Donc pour r assez grand on a Det (T, (hy * g)(a;)) # 0
Il en découle (par l’absurde) que la famille de fonctions (Tai (hy * g))i:1 _, est libre donc est une base de
Vi g dapres (1). o
Ainsi pour r > 7 la dimension V},, .4 est égale a celle de V,;. [

II1.C.6) Comme 1 et -1 sont racines d’ordre 7 du polynéme (1 —¢?)", ses dérivées s’annulent en 1 et -1 jusqu’a 'ordre
r — 1. 1l en découle que h,. est de classe C"~1 sur R.
Ce qui prouve comme dans la question I.C.2) que h, * g est de classe C"~1)(R)

Comme Ty, (hy x g) = > mi(a)Ty, (hy % g) on se retrouve exactement dans la situation de la question II.C.3)

i=1
avec h, * g & la place de la fonction g ce qui prouve que les fonctions m; sont de classe C("~1) et bornées.
Or r est quelconque donc les fonctions m; sont de classe C*°. Elles sont en outre bornées. [

II1.C.7) Soit g € Cp(R) telle que N, soit de codimension finie.
D’apres II1.C.1) il vient T, (g) = Y mi(a)Tq,(g) pour tout a € R c’est a dire

i=1

glx—a)=> mi(a)glr — ;) YaeR VzeR (1)

-

i=1

n
En particulier pour = 0 on obtient g(—a) = > g(—ay)m;(a) ce qui prouve que g est de classe C* puisque
i=1

les m; le sont.

En dérivant (1) par rapport & x (ce qui est bien licite puisque g est de classe C*°) il vient
n

n
g®(z—a) =3 mi(a)g® (z — a;) donc g (—a) = 3 g (—a;)m;i(a) pour tout entier k et tout réel .
i=1 =1
Ce qui prouve que toutes les dérivées de g sont bornées en tant que combinaisons linéaires des fonctions m; qui
sont bornées comme noté précédemment.
Ainsi si g € Cp(R) est telle que Ny soit de codimension finie alors g vérifie 'hypothese A.
Il en découle d’apres II1.B) que I'ensemble des fonctions g € Cy(R) telles que N, soit de codimension finie dans

LY(R) est Vespace vect (t — eiﬁt)ﬁeR

FIN
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