Concours MINES - PONTS, épreuve 1 commune PC - PSI, 2007
corrigé proposé par Francois DEHAME, professeur en PSI, Lycée Raspail, Paris

I. Préliminaires
1. Posons A = MN ; alors A(i, k) = ZM(i,j) N(j,k) avec 1 <i<mn, 1<k <m. Pour tout
j=1
i € [1,n], on a donc
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En prenant le max sur tous les ¢ € [1,n], on obtient ||A|| = |[MN| < | M]] | N]|.

Remarque. 11 est immédiat que || - || est bien une norme sur I’espace vectoriel M,, ,.(IK). Si I'on
identifie cet espace & L(IK",IK"), c’est en fait la norme subordonnée aux normes || - || sur
K" et IK™ (mais cela prend un peu de temps de le démontrer, et ce n’est pas au programme
PC). Linégalité ||[MN|| < [|M]] || N|| découle alors d’un résultat du cours de PSI.

2. Si P € M,(IR) est stochastique, alors on a P(%,j) > 0 pour tout couple (i,j) et 1’égalité
PJ, = J, se traduit par la relation

vi e [1,n] ZP(i,j) - Z (i) = 1.

Donc || P|| =1 de fagon évidente.

3. Par une récurrence immédiate, pour tout k € IN*, la matrice P* est (strictement) positive et
Pk Jn = Jn, donc PF est stochastique.

I1. Pseudo-inverse

4. Soit A’ une matrice pseudo-inverse de A, notons a’ I’endomorphisme de IR" canoniquement
associé. On a l'inclusion immédiate Im(a®) C Ima. Par ailleurs, des propriétés (1) et (2),
on tire a = a(a’a) = a(ad’) = a® a’, d’on il découle que Im(a) C Im(a?). Finalement
Im(a) = Im(a?), donc rg(a) = rg(a?).

5. Soit x € Im(a) N Ker(a) ; alors a(x) = 0 et il existe y € R™ tel que 2 = a(y). Donc a?(y) = 0,
autrement dit y € Ker(a?). Mais, de rg(a) = rg(a®) et du théoreme du rang, on tire
dim Ker(a) = dim Ker(a?) et, puisqu’on a I'inclusion évidente Ker(a) C Ker(a?), on a donc
Ker(a) = Ker(a?). Finalement, y € Ker(a) et z = a(y) = 0. On a prouvé que Im(a) et Ker(a)
sont en somme directe, ¢’est-a-dire que Im(a) N Ker(a) = {0}. En considérant les dimensions
(théoreme du rang toujours), on conclut qu’ils sont supplémentaires : R" = Im(a) ®Ker(a).

6. Soit B = (e1, -, e, €41, -, ep) une base de R™ adaptée a la décomposition R" = Im(a) ®
Ker(a). Puisque Im(a) est stable par a, la matrice de ’endomorphisme a relativement a

une telle base est de la forme <§ 8 avec B € M, (IR). De plus, B est la matrice dans

la base (eq, -, e,) de 'endomorphisme b de Ima induit par a, et cet endomorphisme b est
un automorphisme de Im(a) puisque Ker(b) = Ker(a) N Im(a) = {0}, donc la matrice B
est inversible. En notant enfin W la matrice de passage de la base canonique de IR™ vers la

base B, on a bien A=W (g 8) W et W € GL,(IR).



B! 0
0 0

AAA = Al et A =AA=W <

7. Posons A" = W ( ) WL, Des calculs par blocs immédiats donnent AA’A = A,

I, 0
0 0

8. L’endomorphisme a’ commute avec a (propriété (1)), donc laisse stables les sous-espaces
Im(a) et Ker(a). De plus, on a a = da'(ad’) = d/(d’a) = a’® a, donc Ker(a) C Ker(d') :
I’endomorphisme a’ est nul sur Ker(a). La matrice de a’ dans une base adaptée a la

décomposition IR"™ =Im(a) ® Ker(a) est donc de la forme (g 8) avec D € M, (IR).

9. On vérifie que (aa’)? = a(a’aa’) = aa’, donc aa’ est un projecteur.
(

) WL Donc A’ est un pseudo-inverse de A.

On a Im(aa’) C Im(a), mais de a = (aa’)a, on tire 'inclusion inverse, donc Im(aa’) = Im(a).

On a Ker(a) C Ker(a'a) = Ker(aa') et, de a = aa’a = a(aa’), on tire I'inclusion inverse, donc
Ker(aa’') = Ker(a).

W1 (AA") W est la matrice du projecteur aa’ dans une base adaptée & la décomposition
R" = Im(a) & Ker(a) = Im(aa’) & Ker(aa’), donc est égale a (IOT 8)

I, 0
0 0

BD 0 s a1
0 O),douD—B , ce

> W1 d’ot1 I'unicité.

10. Ona W1 (AAY W = ( ) =W AWM)W TAW) = (

-1
qui détermine complétement A’ : A’ =W <BO 8

ITII. Calcul de X,

On commence par s’assurer que, si u est un endomorphisme de IR", alors u. est bien un endo-
morphisme de C” : il faut pour cela vérifier la C-lindarité de u., ¢’est-a-dire essentiellement
le fait que, si A est un nombre complexe et si z =z + iy € C", alors on a uc(Az) = Aue(z2).
La vérification, facile, est laissée au lecteur.

On peut remarquer ensuite que u. est ’endomorphisme de C™ qui, dans la base canonique de
C", est représenté par la matrice qui représente u dans la base canonique de IR".

11. 1l est facile de vérifier que lapplication u — u,. est un morphisme de IR-algebres de £L(IR")
vers L(C"), autrement dit que
YAER Y(a,b) € (LIR™)  (Aa+b)e=Aae+b;
Y(a,b) € (L(R™)*  (ab)e = acbe ;
(idgn)e = idpn -
Les vérifications sont des pures formalités laissées au lecteur. On en déduit en particulier
(a6)2 = (az)c'
12. Démontrons le lemme suivant :
Lemme : Soit u un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension finie n, soit

A une valeur propre de u de multiplicité m. On suppose que le sous-espace propre associé
F =Ker(u — Aidg) est de dimension m. On a alors

vk € IN* Ker(u — Midg)¥ = Ker(u — M\idg) .



Démonstration du lemme : Soit k € IN*, posons G = Ker(u—\idg)" ; on a immédiatement
Iinclusion F' C G. Par ailleurs, G est stable par u puisque c’est le noyau d’un polynome
en u. Notons v I’endomorphisme de G induit par u. Comme F' C G, il est clair que \ est
valeur propre de v avec un sous-espace propre de dimension m, donc avec une multiplicité
au moins égale & m. Mais on a aussi Y, | Xu, donc la multiplicité de A en tant que valeur
propre de v est m exactement. Enfin, \ est la seule valeur propre de v puisque v admet
(X — )\)k comme polynéme annulateur. Le polynome caractéristique de v, étant scindé, est
donc nécessairement (A — X)™, ce qui entraine que dimG = m = dim F, donc G = F, ce
qu’il fallait démontrer.

Appliquons ce lemme & ’endomorphisme a. de E = C™ : cet endomorphisme est représenté
canoniquement par la matrice A = I,, — P et, comme le théoréme 1 admis nous apprend que
1 est valeur propre simple de P, on a donc 0 qui est valeur propre simple de la matrice A,
donc de ’endomorphisme a.. On sait que, dans ce cas, le sous-espace propre associé Ker(a,)
est de dimension 1 donc, d’apres le lemme ci-dessus, on a Ker(a?) = Ker(a,). Du théoreme
du rang, on tire rg(a?) = rg(a.) = n — 1 et, comme Im(a?) C Im(a.), on a finalement
Im(a?) = Im(a.), c’est-a-dire a?(C™) = a.(C™).

13. L’endomorphisme a de IR"™ étant représenté par la méme matrice A, on a rg(A?) = rg(A) =

14.

15.

n — 1, puis rg(a?) =rg(a) = n — 1. Voir remarque a la fin du corrigé.

On écrit
k—1 k—1
( : (In - C)j) C = < : (In - C)]) (In - (In - C))
= k—]1=0 k—1
= (I, — C)j _ Z([n _ C)j+1

o

Jj=0

= (In_c)o_(In_c)k:In_(In_C)ka

ce qui donne la relation demandée.

De la question 6., on déduit que 'on peut écrire A sous la forme A = W g 8) Wt
Infl -B 0 —1
avec W € GL,(IR) et B € GL,_1(IR). Onaalors P=1,— A=W 0 1 w=,
- k-1
-1 ey
donc Z P =W 20(1"71 By 0 W1, Mais, B étant inversible, d’apres 14., on a
7=0 o k
k-1
(In-1— B)! = (In_1 — (In-1 — B)*) B™", donc
j=0

k-1 In.i—(In.1—B¥*)B™' 0
Pi_ W (In—1 — (In—1 )*) W‘1+kW(O 0>W_1,
0 0 0 1

=0

et on vérifie par ailleurs que



o Ino1 0 1 B 0\ (B 0 1 0 0 1
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et

. _ m\k -1
(I, — PMA =W <(I”1 (In; B)*) B 2) wt,

d’ou I’égalité demandée.

k—1
1 ; 1
16. Ona - Y P = = (I = P¥Y A" + 1, — AA’. Or, ||I, — P¥|| < ||L.J| + ||IP¥|| = 2,
i=0
1 2
donc Hk(In —PHA| < %HA'H (en utilisant les questions 1., 2. et 3. du probléme) et
1 13
kEI}rloo %(In — P*)A’ = 0. 1l reste donc kEr—lr-loo Z ;Pi =1, - AA"
=
17. Pour tout k € IN*, la matrice Uy := Z ZPJ a tous ses coefficients strictement positifs
§=0

donc, par passage & la limite, la matrice I, — AA’ est positive (au sens large). De plus,
chaque matrice P est stochastique donc P? J,, = J,, pour tout j, d’ott il résulte facilement
que UpJ, = J, pour tout k, puis que (I, — AA")J, = J, par passage a la limite (et
continuité du produit matriciel). Donc la matrice I, — AA’ est stochastique. Enfin, I’égalité
(I, — AA")A = 0 n’est autre que la propriété (2) de la définition du pseudo-inverse.

18. Notons L1, ---, L, les lignes de la matrice I,, — AA’. Chaque ligne L; est stochastique
(coefficients positifs ou nuls, de somme égale & 1). De plus, on a (I, — AA’)A = 0, c’est-a-
dire I,, — AA" = (I, — AA")P, ce qui signifie que chaque matrice-ligne L; vérifie la relation
L; = L;P. Du théoréme 1 admis, on déduit que L; = X, pour tout i € [1,n]. Donc I,,—AA’
est la matrice carrée dont chaque ligne coincide avec X, c’est-a-dire I, — AA" = J, Xoo.

Remarque. Le résultat de la question 13. peut facilement étre obtenu sans utiliser le “com-
plexifi¢” a. introduit dans les questions 11. et 12. En effet, on sait (théoréme 1 admis)
que l’endomorphisme a de IR"™ admet 0 comme valeur propre simple, on a d’autre part
I'inclusion triviale Ker(a) C Ker(a?). Sl existait un élément 2 dans Ker(a?) \ Ker(a), en
posant y = a(z), on vérifie immédiatement que la famille (z,y) est libre, que le sous-espace
F = Vect(x,y) est stable par a, lendomorphisme induit b ayant pour matrice ((1) 8)
dans la base (z,y). Cet endomorphisme b de F' admet donc pour polynéme caractéristique
xo(X) = X2, mais d’autre part s | Xa, ce qui est absurde puisque 0 est racine simple de
Xa- En conclusion, on a donc Ker(a) = Ker(a?) qui est de dimension 1 puisque 0 est valeur
propre simple puis, par le théoréme du rang, rg(a) = rg(a®) = n — 1.



ANNEXE

Une démonstration du “théoréme 1”

Je me propose de donner une démonstration du théoreme 1 admis dans ’énoncé de ce probleme.
Le susdit énoncé renvoie a ’épreuve Mines-Ponts 2006, filiere MP, mais en fait il ne s’agit pas
tout & fait du méme théoreme (les hypotheses faites sur la matrice ne sont pas exactement les
mémes, on ne s’intéresse pas au caractere strictement positif du vecteur propre, en revanche on
démontre que la valeur propre 1 est simple). La preuve que je propose est différente de celle du
type Perron-Frobenius proposée dans I’épreuve MP 2006. Cette démonstration dépasse un tout
petit peu le cadre du programme PSI (théoréme de décomposition des noyaux), mais est lisible
par un étudiant de la filiere MP.

On réutilisera les questions 1., 2. et 3. du probléme : si A € M,,(IR) est une matrice stochastique,
on a ||A¥|| = 1 pour tout k € IN. La suite (A*)zcn est donc bornée.

Lemme 1 : Soit A € M,,(IR) C M,,(C) une matrice stochastique. Alors

- toutes ses valeurs propres complexes ont un module inférieur ou égal a 1 ;

- si A € C est une valeur propre de A de module 1, alors la dimension du sous-espace propre
associé est égale a la multiplicité de cette valeur propre.

Démonstration du lemme 1 : notons a 'endomorphisme de £ = C" canoniquement associé

a la matrice A, notons Aq, ---, A, les valeurs propres complexes (distinctes) de a, no-

tons myq, ---, m, leurs multiplicités respectives. Le polyndome caractéristique de a est alors
T

Xao(X) = H()" —X)™. On a x4(a) = 0 (Cayley-Hamilton), le théoréme de décomposition
i=1

-
des noyaux permet alors d’écrire ' = @ C;(a) avec C;(a) = Ker(a—\; idg)™ (sous-espaces
i=1

caractéristiques). Chaque sous-espace C;(a) est stable par a, notons a; ’endomorphisme
induit. On a alors (a; — A; idci(a))mi = 0, autrement dit a; = A; idg,(q) +vi, olt v; est un
endomorphisme nilpotent de C;(a), d’indice de nilpotence 3; avec §; < m,;.

De plus, on a dimC;(a) = m; : en effet, 'endomorphisme a; de C;(a) admet A; pour
seule valeur propre puisqu’il admet (X — X;)™ pour polynéme annulateur, son polynome
caractéristique (qui, sur €, est scindé), est donc o, (X) = (A — X))@ Comme y,,
divise xq, on déduit que dimC;(a) < m; et ceci pour tout i € [1,r]. Mais on a aussi

T T

Z dim C;(a) = Z m; = n, ce qui entraine dim C;(a) = m; pour tout 4.
i=1 i=1
Dans l’espace vectoriel normé L(C™) (peu importe la norme choisie, elles sont toutes
équivalentes), on sait que la suite (a¥)pen doit rester bornée, ce qui entraine facilement
que, pour tout i € [1,7], la suite (a¥)ren doit rester bornée dans I'espace L(Ci(a)).

Fixons ¢ € [1,r], soit k un entier naturel supérieur a 8;. On a alors, par la formule du

binoéme,
Bi—1 k
k k—j j
ai:z<]’> N vl

Jj=0

Bi—
',V»

Il est classique que la famille (idci(a),l/i,z/Q “ 1) est libre. Les coordonnées de af

AR



relativement & cette famille doivent alors rester bornées, autrement dit, pour tout i € [[1, r],
pour tout j € [0,0; — 1], la suite numérique ( (]) )\f ]>k>ﬁ doit rester bornée. Cette

condition est évidemment réalisée pour A\; = 0, sinon on écrit

—j 1 )
k M= ——k(k—1)--(k—j+1)AF.
J P

K3
e Par croissances comparées, il est clair que cette suite tend vers 0 lorsque |\;| < 1 et ceci

pour tout j ; dans ce cas, on a . hI—sI—l af = 0 dans l’espace E(Ci(a)), ce qui servira dans la
——+o00

démonstration du théoreme énoncé plus loin.

e Si |A;| > 1, il est clair que cette méme suite n’est pas bornée, et ceci quel que soit j. Cela
montre donc la premiere assertion du lemme : les valeurs propres d’une matrice stochastique
sont de module au plus égal a 1.

e Si |\;| = 1, la suite ( ]; )\ffj) est bornée seulement si j = 0. On voit donc que, si \;
k

est une valeur propre de module 1 d’une matrice stochastique A, on doit avoir 3; = 1, ce
qui signifie que v; = 0 ou encore que a; = A; id¢;, (). Le sous-espace caractéristique C;(a)
est alors confondu avec le sous-espace propre Ker(a — A; idg), et ce dernier a donc pour
dimension la multiplicité m; de la valeur propre \;.

Dans le cas des matrices stochastiques strictement positives, on peut préciser un peu plus .

Lemme 2 : Soit A € M, (IR) C M,,(C) une matrice stochastique strictement positive. Alors
- le nombre 1 est valeur propre simple de A ;
- toutes les autres valeurs propres de A sont de module strictement inférieur a 1.

Démonstration du lemme 2 : On utilisera ici le théoreme d’Hadamard qui dit que toute
matrice & diagonale strictement dominante (i.e. toute matrice carrée A = (a;;) € M, (C)

vérifiant Vi € [1,n] |a;| > Z la;j|) est inversible, c’est un exercice tres classique.

J#i
On sait déja que toutes les valeurs propres de A ont un module inférieur ou égal & 1 (lemme
1). Soit A un nombre complexe de module 1, mais différent de 1 ; pour tout ¢ € [1, n], puisque
ai; est un réel strictement positif et que A ¢ IR, 'inégalité triangulaire |a;; —A| > |[ai;|— |||
est stricte, d’ou

|(l“‘ 7)\| > ||(l”| — |)\|| = |ail- — ].| =1—ay; = Zaij = Z|aij\ .
J#i J#i
La matrice A — A\I,, est a diagonale strictement dominante, donc inversible, et A n’est pas
valeur propre de A, ce qui montre la deuxieme assertion.

Le nombre 1 est valeur propre de A puisque AJ, = J,. Pour montrer que 1 est valeur
propre simple, il suffit (deuziéme assertion du lemme 1) de montrer que le sous-espace
propre Ker(A — I,,) est de dimension 1, ou encore que la matrice B = A — I, est de rang
n — 1. Considérons pour cela la matrice C, carrée d’ordre n — 1, obtenue a partir de B en
supprimant la derniére ligne et la derniére colonne. Pour i € [1,n — 1], on a



|aii — 1| =1- Qi = Z Cbij = Z Clij + i, > Z ai]‘ = Z |aij|

1<j<n 1<j<n—1 1<j<n—1 1<j<n—1
J#i J#i J#i J#i
puisque a;y,, est strictement positif. L'inégalité obtenue ci-dessus s’écrit |c;;| > E |cij]
1<j<n—1
i

et exprime donc que la matrice C' est a diagonale strictement dominante, donc inversible.
La matrice B € M, (IR), admettant une matrice carrée extraite inversible d’ordre n — 1,
est de rang au moins n — 1, donc de rang n — 1 exactement, ce qu’il fallait démontrer.

Les matrices A et ‘A ayant méme polynéme caractéristique, on en déduit que le nombre 1 est
aussi valeur propre simple de A et donc qu’il exsite un unique vecteur-colonne C, dont la somme
des coordonnées vaut 1, tel que AC = C et donc un unique vecteur-ligne X, = ‘C, dont
la somme des coordonnées vaut 1, tel que X, A = X, mais on ne sait pas encore que ses
coordonnées sont positives.

On approche maintenant de la conclusion :

Théoreme : Soit A € M, (IR) une matrice stochastique strictement positive. Alors la suite

(AM)rew converge dans My, (IR), et la matrice P = kEToo A¥ est stochastique et de rang 1.

Ses lignes sont alors toutes égales et coincident avec la matrice-ligne X, mentionnée
ci-dessus, qui a donc toutes ses coordonnées positives.

Démonstration du théoreme : Reprenons les notations de la démonstration du lemme 1.
Toutefois indexons les valeurs propres A1, ---, A, de fagon que A\; = 1. Notons aussi u;

I’endomorphisme de E = C" qui coincide avec a (donc avec a;) sur C;(a) et qui est nul
.

sur @Cj(a). On a alors, dans L(FE), a = Zu, et, pour tout entier naturel non nul k,
J#i i=1

T
" = Zuf Du lemme 2, il résulte que m; = 1 et que, pour i € [2,7], on a |\;| < 1. De
i=1

la démonstration du lemme 1, on déduit alors que, pour ¢ > 2, on a khT uf = 0. Enfin,
— 400

Ci(a) = Ker(a — idg) est une droite vectorielle et u; est clairement le projecteur sur cette
r

droite suivant la direction de @ C;(a). Donc u’f = up pour tout k € IN* et lim a® = u;.

o k—-40c0

En revenant a 1’écriture matricielle, on a prouvé que la suite de matrices (Ak) kcIN converge
vers une matrice P de rang 1, qui de plus est une matrice de projecteur (P2 = P). Enfin,
pour tout k entier, la matrice A* est stochastique, donc P est stochastique (il est immédiat
que l'ensemble des matrices stochastiques est un fermé de M, (IR)). Notons Ly, ---, Ly, les
lignes de la matrice P ; elles sont toutes colinéaires entre elles et, sur chacune de ces lignes,
la somme des coefficients vaut 1 : elles sont donc toutes égales. En passant a la limite dans
la relation A* A = A¥*1 on obtient PA = P, ce qui peut se lire “ligne par ligne” : pour tout
i €1,n], L;A = L;. On a donc L; = X, pour tout ¢ € [1,n], ce qui montre bien que les
coordonnées du vecteur X, sont toutes positives au sens large puisque P est stochastique.

Remarque. Le vecteur X, est en fait a coordonnées strictement positives... mais je ne sais pas



le démontrer simplement. Je renvoie donc au probleme Mines-Ponts MP 2006, qui en donne la
démonstration avec des hypotheses moins fortes sur la matrice A (A est stochastique et la matrice
(I, + A)" ! est strictement positive).

Ajoutons maintenant que, si X € I, alors lim XAF = XP € K,, (puisque XPJ, = XJ, =

k—-+oo
1 = J; et que XP est positif) et (XP)P = XP? = XP, donc XP = X,. Du théoreme de
Cesaro, on déduit alors la relation

——+o00

k—1
. 1 ;
VX e, Xoo:khm z EOXAJ,
J:

qui est la derniere assertion du “théoreme 1”7 admis en début d’énoncé... et qui n’est utilisée nulle
part dans la suite du probléme!

Remarque. A propos de cette convergence en moyenne (au sens de Cesaro), notons que si 'on
suppose la matrice A stochastique mais non strictement positive, la suite (Ak) ne converge pas
0

1 0
moyenne. En effet, reprenons les notations utilisées dans la démonstration du théoréme ci-dessus,
avec A1 = 1, notons Ag, - -+, Ag les valeurs propres de module 1 autres que 1, enfin Ag1q, -+, A
les valeurs propres de module strictement inférieur a 1. De la deuxiéme assertion du lemme 1, on
déduit que u; est un projecteur sur C;(a) = Ker(a —idg) (qui n’est plus nécessairement de rang
1) et que, pour ¢ € [2,s], u; = A\ip; ol p; est un projecteur sur C;(a) = Ker(a — A; idg). On a

nécessairement - considérer par exemple la matrice A = - mais elle converge toujours en

1< | QLA 1— Ak
donc z E w] =y ;sii€ [2,s], alors Z E ul = (E E )\g)pi =N\ Mpi o 0
j=1 Jj=1 Jj=1
i - < Enfi i € [s+1,7] touj li F=0,d
uisque . Enfin, pour i € [s r], on a toujours lim wu; = onc a
N W e W P s jowrs At T

k
. . 1 ;
fortiori la convergence en moyenne vers 0. Donc lim — E a’ = uy.
k—+too k 4 1
j=

En conclusion, si A est une matrice stochastique, alors
L =
lim — Y A= lim — Y A =P
k—+oo k ; k—+oco k jZ:O ’

ott la matrice P est stochastique et vérifie P? = P, mais cette matrice n’est pas nécessairement
de rang 1. 1

1
- =0
0 1 0 = 2 2
Ezxemple. Avec A=11 0 0 |, on aimmédiatement lim — ZAJ =1 1 0
k:~>+<>ok' -
0 0 1 =0 2 2
0 0 1
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