Corrigé Maths 2 CCP 2011

PARTIE |

1) 1) Pour toutr réel, |u, (z)| < -2 ‘““" donc puisque la série de terme gene%ﬁl— converge, la régle de comparaison
des séries a termes positifs prouve que la série de termeafiépéx) est absolument convergente donc convergente
ce qui assure que la séfje u,, converge simplement Sik.

1) 2) Siz € [—a, a] alors|u, (x)] < 2"“" <- “' donc pwsque la série de terme geng%&ﬁ converge, alors la série

> u, converge normalement spm a] on aun (n) = =sup |u, (x)] > et puisque la série de
zeR

- (1+7T2)IL 1+7r2)n

7z 7 2 . yanl
terme generaﬂm diverge alors la sérig u,, ne converge pas normalement Bur
1) 3) Les fonctions:,, sont continues suR et puisqu’il y a convergence normale de la sérje:,, sur tout segment de

R cela prouve qué&/ est continue suR.
2) 1) Commer +— — est la dérivée de — In (2% + n?x?) alors la primitive qui s'annule en 0 de la fonction

2+7L2

unest:c»—>ln(:c +72n ) 1n( n ) :ln( +n27r2>
2) 2) Pour tout: réel,0 < v, (x) etv, (z) ~ ,L27r2 donc puisque la série de terme geng;%rlg converge, larégle des
équivalents des séries a termes positifs prouve que ladgterme général, (z) est convergente ce qui assure que
la série} " v,, converge simplement si.
2) 3) Soita > 0, puisque la séri®_ v, = > u,, converge normalement sjsa, a] alorsV" est dérivable sura, a] et

“+oo +oo
Vr € [—a,a]l,V'(x) = > u, (x) = U (x). Ainsi puisqueV (0) = > v, (0) = 0 alorsV est la primitive qui s'an-

1 n=1

n=
nule en 0 de la fonctiofy.
n

3) Posons pour tout € R : ¢ (x) = 1 et pour toutr € N*, ¢, () = [] (1 + k;’—;> commeg,, (x) > 1 alors la
k=1

suite(qy,, (x)),,~, converge si et seulement si la suite (¢, (x))),,~, converge ce qui équivaut a la convergence de la

série de terme généra), (), donc d’'apres la question 2)2) la suiig,) donc la suitgp,,) converge simplement sur

R. On a en utilisant la continuité de la fonction exponenietiel

n

px) =z lim gn(x)=z lim exp(n(gs(2))) =2zexp (733100 D, Uk (w)) = zexp (V (7))

— exp <0f U ) dt) . B

PARTIE II

1) 1) La fonctiong, est continue suR etC! par morceaux donc le théoréme de la convergence normaleridalB
assure que la fonction, est égale en tout pointe R & la somme de sa série de Fourier.

1) 2) La fonctiong,, est paire don(v (n,z) e N* xR, b, (x ) 0.

1) 3) -) Siz = 0, alorsa (0) = 2 f ldt =2 etsin € N*, a,, (0) = 2 [ cos = =2 [sin(nt)]; = 0.
0

-) Siz # 0, alorsa, (z) = 2

T Re ([Znﬂ+ze(i7”’r’+x)t +
2(—1 "Lsh T
= )
2) 1) D apres 1)1) de la partie I, pour toue |-, 7] etz € R*, ona

9o () = ch (&) = 212) | gp (2 )z(—n uy, () cos (nt) donc pourt = 7 on a

ch (%) cos (nt) dt = + Re(f (e -+ e*%) eintdt) =
e(”";*“”)tr) = LRe (2 e it (e — CHm))
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Vr € R*, ch(z) = sh(z) (L +U(:c)) =U(2) =959 - L.
; o(z))—(1 2 2
2) 2) On a au voisinage de @hﬂal 1= “hiﬁ)hzjf(z) ~ 2 (J))wz(ﬁo(x D _ 0(;2) = hr(])a+ (%ﬂ -3 =0
t—
ce qui assure que Ilntegraﬁ(gz(t — %) dt est faussement impropre et donc d’'aprés la question pnéségeur
_n H ch(t) 1 1 sh(x _ sh(e _ sh(x . sha‘:
00—y (3 4) o (o (22) < (282)) 1o (22 carpy 282 1

2) 3) D’apres la question précédente paug 0, %ﬂ =exp(V () = sh(x) = zexp (V (z)), et par continuité



I'égalité est vraie pour = 0 donc en utilisant la question 3) de la partie |, ogleg(z) = p (z) = zexp(V (x)) =

+oo o
211 (1+ =)
k=1

PARTIE 1l
1) 1) Pourt au voisinage de 0 on %% =2 = lim h(x,t)=

t—0+
—+o0

1) 2) D'apres la question précédente l'intégrale | (z,t)|dt est faussement impropre en 0 et au voisinage de
0
+oo

+oo
+oo, |h(z,t)] < Wlt)—l ~ exp (—nt), etpuisque l'intégrale[ exp (—t) dt converge alors l'intégralef |h (z,t)|dt
1 1

—+o0
converge donc finalement l'intégral¢ |k (x,t)| dt converge ce qui assure que- h (z, t) estintégrable sy, +oo.
0

sin(tx)

2) 1) Pour tout > 0, la fonctionz +— ()T est de class€> surR donch posséde des dérivées partielles par
rapport & en tout point d&R x ]0, +-oc] et & tout ordre. Soit poutr,t) € R x |0, +oo[, H (z,t) = M .Ona

exp(mt)—

* 9"h _ O"H o (it)" exp(itz) | _ tn nm _
V(z,t) € Rx]0,+ocletVn € N*, 21 (2,t) = Im (L2 (2,t)) = Im ( P (rt) 1 > = oplar1 Im (exp (1%F + itz)) =
t" sin tw-l—T . .

(=T Ainsi ) ] .
-) sin est pairn = 2m, alorsgZ (z,t) = %;—pl(%tﬁ;
2m+1 m P

-) sin estimpairn = 2m + 1, alorsazz,L’f (z,t) = %{;—é%t—”l.

2) 2) Pour toutz réel, la fonctiont — h (x,t) est continue su}O +oo| et d'aprés la question 1) 2) de la partie IlI
elle est intégrable sy6, +oo[. Sin € N*, la fonctiont — W L (z,t) est continue suj0, +oo| et au voisinage de,

8L (2,t)| ~ L1 |sin (tz 4+ =), donc lintégrale f |94 (x,1)| dt est faussement impropre en 0, et puisque
n+2
pourt > 0,¢2 |2k b(z,t)] < m éti}rfw 2| 2L (z,t) )| = 0, alors l'intégrale f }(m (x,t)| dt converge

9" h
ox™

(z, t)} dt converge ce qui assure qtie> 2-2 (z,t) est intégrable sup, +oo|.

+o0
donc finalement l'ntégrale/ | Fra
0

3) Soitn € N, alors
-) La fonctionh estn fois continllment dérivable par rappor:tca;ur]R x ]O +oo[ d'aprés 1ll) 2) 1),
-) Pour toutz réel et pour toup € {1,...,n}, t — h(z,t) ett — m h (z,t) sont continues et intégrables SRt
d’apres lll) 2) 2), ‘
-)VpE{1,...,n},V(x,t)€RXR*, gl}; |_W
R carp, (t) ~ Ll doncy,, a une limite f|n|e enOetlim tp, (t) =0,
o t—+00
donc d’aprés le théoreme de dérivation des intégrales garées la fonctiorf est de class€™ surR etVx € R, Vp €

+
{1,..,n}, f®) (x) = [ 22 (zt)dt. Ainsila fonctionf est de classé> surR etVz € R,Vm € N, f?™) (z) =
0

¢, (t) avecy, positive, continue et intégrable sur

dxP
“+o0 712771,t2m, sin[tz] d t 27n+1 E 12mt2m+1 COS(tSE] d
f exp(wt)—1 te f f exp(mt)— .
0
+0o0o
4)1)Sit > 0on aexp(;t)_l = f’;‘j{p 7y d'ot puisque) < exp (—7t) < 1a|orsW =exp (—nt) > exp (—nnwt) =

n=0

+oo
> exp (—nmt).
n=1
4) 2) Pour tout: € Rettoutn € N*, lafonctiont — exp (—nt) sin (tz) estcontinue sUR ;. eton alexp (—nt) sin (tx)| <
exp (—nnt), et comme — exp (—nt) est une fonction intégrable sRr,. donc la fonctiort — exp (—nnt) sin (tz)
est intégrable suR, . Dés lors on a
+o0 +o0 ) NTY
[ exp (—nnt)sin (tz) dt = Im ( [ exp (—nnt + itx) dt> = Im( lim [M} ) =
0 0

y—+oo —nm+iT 0

—nmtiz z2+4+n2m2

Im< — > = 5L = “"2(”5) carle’v| =1 = lir+n exp (—nmy) exp (izy) = 0.
yH o0



4)3) Sig = exp (—nt),t > 0,doncg #1 = Y ¢~ :q<11_—_q;> = ,1 - = doi hy, (2, t) = =S G (1)
k=1

exp(mt)—1
Soitzx € R,
-) Pour toutn € N*, la fonctionh,, , : t — h, (z,t) est continue et intégrable sBr; comme somme finie de fonc-
tions intégrables suk’ d'apres la question Ill) 4) 2),
-) La suite(h,, »),,~, converge simplement sii’, vers la fonctiont — h (x,t) qui est continue SuR? ,

M‘ = |h (x,1)| et puisque — |h (z,1)| est

exp(m

positive, continue et intégrable sBf, d’apres la question Ill) 1) 2),

-) Pour toutn € N*, on a en utilisant ce qui précéda,, (z,t)| <

+oo +oo
alors le théoréme de la convergence dominée assurelqu [ hn(z,t)dt = [ h(z,t)dt = f(x). Des lors
n—-+0oo 0 0
+00 n n +oo no
puisque f h (z,t) dt f Z exp (—knt)sin (tx)dt = Y. [ exp(—knt)sin (tz)dt = > M’“Zﬁ d'apres la
k=1 0 k=1

n :M
5 -

question 1ll) 4) 2), alorsf (z) = lixf



