Banque filiere PT
Math II-A

Exercice 1

1) La loi * est clairement interne dans H, et (1, 6) est élément neutre.

T —u .
L’associativité étant admise, il suffit de vérifier que (z, @) * ( , > = (1, O)

2?24+ u-u 2?4 u-u
Q! existe si Q # (0, 0
H* est un groupe non commutatif car en général @ A a’ # 4’ A 4.
2) Q*Q =Q *Q si et seulement si @ A4 = 4’ A, soit si et seulement si 4 et @’ sont colinéaires.
Q' € H vérifie : VQ eH, Q*xQ' = Q' x(Q si et seulement si 4’ est colinéaire & tous les vecteurs de F, soit si

et seulement si @’ = 0.
3) Q+Q = Q' *Q : vérification immédiate.

Q*@:(wQ—l—u i, )
)

Ol

Q+Q)+ (@ Q) =Q+ (@ +T)+Q
= (NV(@).0) + (@+Q)
= (V(@),0) * (N (@),0)
:(N Q%@.

dout N (Q*Q")=N(Q).
Pour @ = (cosf,sinf @) avec @ umtaire, N (Q)=1donc Q € S.
cost =z

Réciproquement, si @ € S, soit 6§ € R tel que {sme = ||a|

et @ = {|u| i @0
un vecteur unitaire quelconque sinon.
Alors, x = cosf et @ =sinfd donc Q = (cosb,sin b a).
N : (z,@) — x® + @ - @ est un morphisme de (H*,*) sur (R%, x) donc son noyau S est un sous-groupe de
(H*, %).
4) Si ¥ non nul est orthogonal & @, alors (#,@ A ) est une base orthonormale directe du plan (R@)™,
et R (¥) = cos@T+sinfaA .
Si 4 est quelconque, & = U+ (@ -@).d avec ¥ orthogonal & @, donc
R (@) =cos0T+sinfaNv+ (a-a).a
=cosf (4 — (d-u).d) +sinfaNi+ (ad-¥).a
=cosOu+ (1 —cosf) (a@-@).ad+sinfdA .
5) Pour Q = (cosf,sinf @) dans S, on a Q~! = (cosf, —sin 6 @) et avec M = (z, ), on a successivement :
Q+M = (x cosf —sinfa- i, cosOi+ xsinfd+sinfaA i)
Q*M)xQ7 ! =(z, 00829u+(1—00829)( @).d+sin20a A Q)
qui est de la forme (x, Rg (%)), ou, si Q = (1 O) alors Rg = Idg, et sinon, Rq est la rotation vectorielle de
E d’axe dirigé par d et d’angle 26.
6) L’application
p: S — OT(E)
Q@ — Rq
est trivialement surjective, et de plus :
VM € H, Dgug (M) = (Q* Q')+ M x(Q* Q)" = QxDq (M) x Q™" = (g 0 Do) (M).
D’olt Rg«q' = Rg © R et p est un morphisme surjectif de (S, *) sur (O (E), o).

=/

a=a

— ! e Y P o . .
6—0 (mod ) donc Q = Q' ou Q = —Q’, et p n’est pas injectif.

Rg = Rg équivaut a



Exercice 2

1) t— est continue sur ]0, 400, et est équivalente & ¢ — Int au voisinage de 0, donc ¢ est définie et

nt
1+t2
continue sur |0, +o0|.
Pour tout ¢ de |0, z]

1 1 1 .
B e gldonc—lgap(m)gWetlégngo:—l.

Int Int

1+t2

lim ¢3/2
—+oo

dt.

T Int
5 = 0 donc pour ¢ assez grand, < td% ce qui établit 'existence de Egg Y= /

- 0o 1+t
1 T Int e

Avec le changement de variable u = —, / Bl dt = —/ e du, et on a donc limp = 0.
Sy 1+ b ltu? +o0

2) La fonction u — /u — In (1 4+ u) a pour dérivée u — % donc est croissante sur [0, +o0o[. Comme

elle prend la valeur 0 en 0, elle est positive sur [0, +o00].

In (14 «t)

Soit z € [0,4o00[ fixé. La fonction t — est continue, positive sur [0, +oo[, et d’aprés ce qui

1+t2
In(1+ at t T (1+at
précede, ni —:—tf ) < I/f—\t/; < t?’%’ ce qui assure la convergence de /0 711; +—i—tgc ) dt.
In(1 t
La fonction « : (x,t) — % est continue sur [0, A]x [0, +-00], et vérifie 0 < o (2, t) < \/Zlﬁ2 =pa(t).

—+oo
/ 4 converge, d’ou la continuité de f sur [0, A] puis sur [0, +00].
0

ou t

3) Pour tout (x,t) de [0, 400 x [0, 400][, o (2,1) = m

donc sur [g, +oo] x [0, +00|

ou t

oga(x,t)gmz%(t)-

“+oo
La convergence de / . et le résultat du 2) montrent que f est de classe C! sur [g, A], donc sur ]0, +o0].
0
Pour = # 0,
t 1 x+t T 1
(1+t2)(1+axt) 1+221+t2 14+221+at

T 9
= — t) dt
/0 Ox (2,7)

X

0
— lim (2t dt
X—+too Jo Ox

1 1 1+ X2 x
li = 1 Arctan (X
X—oo (2 1+ X2 n<(1+xx)2>+1+x2 refan ( )>

T X Inz
21+22 1422

iy

—
53

SN—
|

4) Pour tout x de RY,
f@ =1+ [ 1w
= gln(l—l—xQ) —(x).

On en déduit, puisque lim ¢ =0,
—+oo



5) La fonction u — In (1 + u) — == a pour dérivée u — donc est croissante sur [0, +oo[. Comme elle

1+u
vaut 0 en 0, elle est positive sur [0, 400[. On en déduit :

fx)—f(0) l/+°°1n(1+xt) it
0 1+ ¢2

2
(14u)?’

x x

1 [T xt
> — —_—dt
x Jo (T4+at)(14t?)

> f'(x).

lim f'(z) = 400 donc lim w = 400 et f n’est pas dérivable en 0. La courbe représentative de
r— 400 r— 400

f présente une tangente verticale en ce point.

Exercice 3
1) Le polyndéme caractéristique de A est

2shd—X 0 1
XA = 0 1-X 0
1 0 -X

(1—X)[X (X —2sh0) —1]
(1-X) ((X —sh6)? — ch? 9)
(1-X) (X —e”) (X +e%).

1

Pour tout 6, A est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable dans M3 (R)).

0 1 —1
Si 6 =0, on peut prendre | 1 |, % 0 % 0 associés respectivement & 1 (double) et —1.
0 1 1
0 e? -1
Si 6 # 0, on peut prendre (1) , \/ﬁ (1) \/ﬁ 609 associés respectivement a 1, e? et —e=9.
¥ = =
2) En posant ¢ ¥ = y—1 I’équation de (S) devient :
2 = z

2sh@az"? +y? +22'2 —1=0,

qui est invariante par (z',y/, 2") « (=2, —y’, —2’) donc Q est centre de symétrie de (S).

(S) est un hyperboloide & une nappe (de révolution si § = 0). L’équation réduite
X2 pexpfY? —e 72 =1

s’obtient dans le repere Ro d’origine €2 et de base la famille des vecteurs propres trouvée au 2). La matrice
de passage peut s’écrire, pour 6 # 0

e /VI+e2 —1/V1+e2?
0 0
1/V1i+e20 e /\/1+e2?

On constate que cette matrice vaut aussi pour le cas § = 0. P étant orthogonale, pour tout 6 de R

0
P=11
0

0 1 0
Pl=P=1|¢e/V1+e2? 0 1/V1+e2?
~1/V1+e20 0 €/V1+e2



On a donc

X = y—1
Y = \/JW (6930 + z)
7 = L (—x + eez)

\/ 14e2?

hyperboles d’axes transverses paralleles & QY si |h| < 1, et & QX si |h| > 1
deux droites sécantes Z = +e?Y si |h| = 1.

Sections par Z = k : ellipses centrées sur 7.

Avec § = 1n2, on obtient pour sections :

par X =1, les droites Z = £2.Y, par X = 3, I’hyperbole —YTZ + f—g =1,

et par Z = 0, lellipse X2 +2Y?2 = 1.

4) Avec v = Arctan ¢ la relation a? 4+ b = 1 + ¢2 s’écrit cos® vy (a2 + b2) = 1 d’ou 'existence de « tel que

3) Sections par X = h: {

Cos «
a =

COoS 7Y

sin «
b p—

COoS 7Y

. B e a = cos 3+ tanysin g
puis avec 8 = a + v, par les formules d’addition, { b = sin 8 — tan~ cos 3

d’ott les formules avec tany = c.
5) En utilisant le 4) avec (a, b, c) = (X, %y, e_%Z), on obtient, pour tout M (X,Y, Z) de (5), existence

X = cosv+ e~ % Zsinv

e2Y =sinv — e $Zcosv
X =cosv+usinv
d’ott en posant u = e_%Z, Y =e %sinv—e Sucosv.
Z =e%u

Lorsque (u,v) décrit R2, cela représente un paramétrage de (S).
Pour v fixé, la droite D, est donc contenue dans (S) , et lorsque v décrit R, les droites D, engendrent (S).
(S) est donc le support de la nappe réglée paramétrée par:
Ccos v sin v

de v tel que {

M (u,v) = P (v) + uK (v) avec P (v) | e %sinv | et K (v) | —e~% cosv
0 e
=, . dK dP
Le produit mixte |K (v), —, —| vaut donc
dv ' dv
sin v cos v —sinwv
_8 _6 . ) A _8 2 .92
—e"Zcosv e zsinu e Zcosv|=e? [e 2 (cos® v + sin ’U)} =1.
e? 0 0

11 est non nul, donc (S) n’est pas développable.



