Banque PT — Math II-A

Exercice n"1:

1) Les plans d’équations x cost + ysint —1 =0 et z — z cost = 0 n’étant pas paralléles, les équations

rcost+ysint—1=0
r—zcost=0

définissent bien une droite A; pour tout réel t. On constate :

A Jxcost+ysint—1=0 A ) —xcost+ysint—1=0 N rcost —ysint —1=0
27 & — zcost =0 Tt x4 zcost=0 '\ x—zcost =0

donc A¢yor = A¢ ; Ar_t se déduit de A; par (x,y,2) — (—z,y,2)

et A_; se déduit de A, par (z,y,2) «— (x,—y, 2).

On en déduit :

[Aior = At Aroy=S,0: (A1) 5 Ay = S0: (A) ]

Ainsi, S étant engendrée par les droites A; pour ¢ réel est obtenue toute entiere lorsque ¢ décrit un intervalle
d’amplitude 27, et est symétrique par rapport aux plans de coordonnées yOz et Oz, donc aussi par rapport
a l'axe Oz.

rcost+ysint =1
z=0
qui est la tangente au cercle de centre O de rayon 1 du plan 2Oy au point m.(cost,sint, 0); il en résulte :

2) A; se projette orthogonalement sur Oy selon d; : {

A; est tangente au cylindre de révolution d’axe (O, E) et de rayon 1.

Les points de contact sont les points de A; se projetant orthogonalement sur xOy en m;; en notant leurs
coordonnées x,y, z, on a donc : x = cost,y = sint et z vérifie cost — zcost = 0, soit :

esit# 7 (modm):z=1,

esit=c% (mod2m) (¢ € {~1,1}) : z € R. A.x est alors la droite d’équations x = 0,y = € et c’est une
génératrice du cylindre.

Dans tous les cas,

|un point de contact est situé dans le plan d’équation z = 1.

cost
Le calcul précédent montre que pour tout réel ¢, A; passe par My : | sint
1
cost 1 —sintcost
Un vecteur directeur de A; est : @ = | sint | A 0 = cos? t (il est unitaire).
0 —cost —sint

—sintcost cost

—sintcost 0 cost
_‘ —sint 1

Le produit mixte [a},j, OM t} vaut cos?t 1 sint

‘ = 0. Il en résulte :
—sint 0 1

-

A; est coplanaire avec la droite (O, j)

Réciproque :
& un paramétrage du cylindre de révolution d’axe (O, E) de rayon 1 est t — (cost,sint, \) (t,\) € R

Toute droite D passant par un point de ce cylindre situé dans le plan d’équation z = 1 posseéde un paramétrage
T = cost + ux

de la forme y=sint+uf u€eR, ou(a,B,7) €R>\{(0,0,0)} et t sont fixés.
z=14uy
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& Cette droite D est incluse dans le plan tangent au cylindre le long de la génératrice de parametre ¢
d’équation x cost + ysint = 1 si et seulement si pour tout u € R : cost(cost + ua) + sint(sint + uf) = 1,
soit avcost + Bsint = 0;
a 0 cost
& D et Oy sont coplanaires si et seulement si | 1 sint | =
v 0 1

a cost
1

‘:a—vcost:();

acost+ Bsint =0
a—ycost =0
D est donc la droite passant par M; et de méme direction que A; : D = A;.

Q le systeme { caractérise la direction de Ay;

|T0ute droite tangente au cylindre en un point du plan z = 1 et coplanaire avec Oy est de la forme At.|

3) d; étant unitaire, le projeté orthogonal Hy de O sur Ay = (M, u;) vérifie : Hy = M, + (Mtlj.{[t) Uy
Mta.ﬁt =sintcos®t —sintcos?t + sint = sint.

cost — costsin? ¢t cos3 t
M; + (Mtlj.{[t) iy = | sint+sintcos®t | = | sint(1 + cos?t)
1—sin?t cos?t

‘Les coordonnées de H; sont : (0053 t,sint(1 4 cos? t), cos? t)‘

t— (0053 t,sint(1 + cos?t), cos? t) est continue sur R et 2m-périodique, donc la courbe décrite par H; pour
t € R est une courbe fermée, obtenue lorsque ¢ décrit un intervalle d’amplitude 27. De plus, les plans
conservant la famille (A;):ecr obtenus au 1) contiennent O, donc ce sont aussi des plans de symétrie pour la
courbe décrite par Hy.

t — H; étant de classe C' sur R, cette courbe est rectifiable, et sa longueur ! vérifie, compte-tenu des

dH,
symétries : [ =4 / =t dt
0 dt
7 —3cos?tsint —3sintcost
dHt 3 .92 2
W: cost+ cos®t —2sin“tcost | =cost | 3cos“t—1
—2costsint —2sint
2
dH, "y
i = 9sin? tcos®t + 9cos*t —6cos®t + 1 + 4sin? t)

&
= cos t(QCos t(sin?t 4 cos®t) — 6 cos® t + 1 + 4 — 4 cos? t)
(5

= cos?t (5 — cos t)

On a donc [ = 4/ cost (5 — cos? t)1/2 dt d’ot, comme 2 < (5 — cos? t)1/2 <5
0

8/ costdt§l§4\/5_)/ costdt. On a bien :
0 0

8< <45

4) Les intersections de S avec les trois plans de coordonnées sont les ensembles des points d’intersection
de A; avec ces trois plans lorsque t parcourt R.
o A; N a0y est 'ensemble des points de E dont les coordonnées (z,y, z) vérifient :

rcost+ysint —1=0 {ysint:l

x—zcost=0 =2 =0

z=0
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Cette intersection est non vide sit € R\{kw, k € Z}, auquel cas il s’agit du point de coordonnées (0, 1/ sint, 0).
Lorsque ¢ décrit R\ {km, k € Z}, 1/sint décrit | — 0o, —1] U [1, +00][ donc

‘S N zOy est la réunion des demi-droites incluses dans Oy telles que |y| > 1.‘

rcost+ysint—1=0 rcost =1
e De méme, A; NxOz est défini par : {  — zcost =0 S cy=0
y=20 xr—zcost=10

Cette intersection est non vide si ¢t € R\ {m/2 + km, k € Z}, auquel cas on a le point (1/cost, 0,1/ cos?t),
qui est sur la parabole d’équation z = x? du plan y = 0. Lorsque t décrit R\ {n/2+ kn,k € Z}, 1/ cost
décrit | — oo, —1] U [1, +00[ donc

‘S N 2Oz est la réunion des branches de la parabole z = 22 du plan £Oz telles que z > 1.‘

rcost+ysint —1=0 =0
e Enfin, A; NyOz est défini par : ¢ x — zcost =10 & ¢ ysint=1
=0 zcost =10

qui est non vide si t € R\ {km, k € Z}.
-Sit e R\ {n/2+ km, k € Z}, alors il y a un unique point d’intersection de coordonnées (0,1/sint, 0).
- Sinon, I'intersection se compose des deux droites x = 0,y = £1 déja rencontrées au 2).

|S NyOz est la réunion de S N xOy et des droites z =0,y = i1.|

Représentations graphiques :

Sinter xOy Sinter xOz Sinter yOz

=N I

5) S est la surface réglée engendrée par Ay = (M, @) lorsque t décrit R, done peut étre paramétrée par :
(t,\) = P(t,\) = M; + Miiy, (t,\) € R?, soit encore :

T = cost — Asintcost
y =sint + Acos?t (t,\) € R,

z=1-—Asint

Si la surface est dévelopable, le plan tangent en un point régulier garde une direction fixe le long d’une

P 9P

génératrice, c’est-a-dire que sa normale ne dépend que de ¢t. Calculons i = (E A a) (t, \) en coordonnées
cylindriques; en notant p'= cost i+ sintj et ¢= —sint i + cos tj :
Mt:O—i—ﬁ—i—E Et:cost(j'—sintE
opP dM, | di,
— (A= —— +A—
ot (5, ) dt * dt oP

Zd’—i—)\(—sint(j’—costﬁ—costlg) a(ta)‘):ﬁt

= —Acostp+ (1 — Asint)7— Acostk
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= (X —sint)j— Asintcost§— Acos’t k

=A (ﬁ— cost(sint §+ costE)) —sintp

= Moo + 7o
On constate que P(t, A) est stationnaire si et seulement si :
(A=0ett=0 (mod 7)) ou (A=c€{-1,1} et t = em/2 (mod 27))

ce qui fournit quatre points stationnaires de coordonnées : (—1,0,1), (1,0,1), (0,-1,0), (0,1,0).
D’autre part, les vecteurs 7, et 7y n’étant pas colinéaires pour tout ¢ réel,

|S n’est pas développable.|

6) On peut obtenir une équation de S en éliminant ¢ entre les équations définissant A;.
rcost+ysint =1

zcost =x

possede une solution unique si yz # 0, qui est :

Le systeme linéaire en cost et sint : {

cost =

1 2
sint = — (1_30_)
y z

On en déduit la relatign, valable pour tout point de S tel que yz # 0 :
x\2 1 x? x2 1 2
(;) +y—2<1—7> :1(:)1—Z—2:y27(z—x2) :
C’est 'équation d’'une surface incluse dans X : y*(2? — 2?) — (z — 22)? = 0.
D’autre part, si M est un point de S dont les coordonnées (z,y, z) sont telles que yz = 0, alors d’apres
Iétude du 4) :
e si y = 0, alors en particulier z =z
e si z = 0, alors en particulier x = 0.
On constate dans ces deux cas que M est aussi dans Y. Finalement,

ISES

2.
)

|S est incluse dans X. ]

Les points de (O,j) tels que y €] — 1, 1] sont dans X mais pas dans S.

|L’inclusion est stricte. |
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Exercice n°2:

. - 1 - - -
1) Etude de la courbe C; de représentation paramétrique : ¢ — OM (t) = (t—tht)i+ th = z(t)i+y(t)].
c

x et y sont définies et de classe C™° sur R;

x est impaire et y est paire, donc Cy est symétrique par rapport & Oy, et on peut réduire I’étude & [0, +o0].
Pour tout t de R,

2'(t)=1— (1 —th*t) =th*t >0

ht
Y (t) = — > 5— est du signe de —t.
ch”t

On en déduit le tableau de variations suivant:

t 0 +00
x'(t) 0 +

x(t) 0 /! +00
y't) | 0 -

y( |1 N\ 0

qui montre que ’axe Ox est asymptote, la courbe étant au-dessus.
De plus, le point de parametre 0 est stationnaire.
sh®t  sht sht
VteR, (2'(t),y (¢ :( , — >= sht, —1
(@(®),y'(t) ch?t’ ch®t ch2t( )
donc le vecteur de coordonnées (sht, —1) dirige la tangente en tout point; en particulier la tangente au point
(0,1) est verticale.

2) Une équation de la droite A tangente & C; au point M de coordonnées (z(t), y(¢)) est donnée par :
x—t+tht —sht

y—1/cht 1 |=O0er—t+tht+ysht—tht=0.

|A:x+ysht—t:O|

A coupe Oz au point T' de coordonnées (t,0).
MT a pour coordonnées (tht, —1/cht) donc MT? =th*t +1/ch?*¢ = 1.

|P0ur tout point M de C;, MT =1.
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3) p:t—t—2tht est définie et de classe C* sur R, impaire, donc sa courbe est symétrique par rapport
au point O, et on peut réduire ’étude a R.
) =1- —2 ht =2 signe de ch — V3
=1— ——=——— est dusignedecht— 2.
4 ch?t ch?t 8
ch induisant une bijection de Ry sur [1, +oo], il existe un unique réel positif ¢y tel que chtg = V2.

t 0 to +00
o' (t) -1 — 0 +
o(t) 0 N mo J/ H4

Avec une calculatrice : tg ~ 0,88 et mg =~ —0, 53.

. 1iin tht = 1 donc la droite d’équation y = t — 2 est asymptote a la courbe de ¢. Comme pour tout ¢ de R,
—T 00

tht < 1, la courbe est globalement au-dessus.
Par symétrie, la droite d’équation y =t + 2 est aussi asymptote, la courbe de ¢ étant au-dessous.

-4 2 0 2 4

4) T, apour équation : 22 +3? —2ar=1-a’ & (z—a)?’ +y* =1

‘(FQ)QER est la famille des cercles centrés sur Oz et de rayon 1.

On note dans la suite Q,(«, 0) le centre de T'y,.

Il existe un point M de parameétre t de Cy sur 'y, si et seulement si ¢ vérifie :

(t—a—tht)’+ ;b =1

(t—a)? —2tht(t —a) +th?t + (1 —th®t) =1

(t—a)(t—a—2tht)=0

donc t = a, ou p(t) = a.

L’examen des variations de ¢ montre que I’équation ¢(t) = a posséde 1, 2 ou 3 solutions, et qu’il n’y a
qu’une solution si et seulement si |a] > ag avec ag = |¢(to)| = 0, 53.

Tl existe un réel ay = 0, 53 tel que, si |a| > ag, U'intersection de C; avec Ty, se réduit & deux points.
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Pour tout a de R, la tangente & C; au point M de parameétre « rencontre Ox au point Q,, et MQ, =1; M
est donc sur Iy, et la tangente en M a T', est orthogonale au rayon [Q,M], donc & la tangente & C; en M.

‘Pour tout o de R, les tangentes a C; et & Iy, au point d’intersection (o — th, 1/ cha) sont orthogonales.

5)

En notant M (z, chz) le point courant de Ca, e (1,shz) donc une abscisse curviligne s vérifie
x

d
—S:\/1+Sh2x:chx.

dx
o 1
Le vecteur tangent unitaire est alors T o thao |.
chzx

- 1
En notant 6 = (i, T) I’angle polaire de T, on a donc cosf = T2 sinf = thx
chx
do 1
7O frng h 1 2 —_— = h .t: —_— = O
d’out  tanf =shz et ( + tan 9) 4z = chz, sol T chx#

Donc C; est biréguliere et le rayon de courbure au point d’abscisse x est donné par :
ds b2
=—=ch’z
P= a0

‘Le rayon de courbure au point A d’abscisse a de Ca est p = ch? .

La tangente (7) en A & C2 a pour équation : y — cha = sh a(x — @), soit encore :

‘(T) : y=$Sha+Cha—asha.‘

6) Les tangentes aux points A; et Ay de Cy d’abscisses respectives ay et as sont orthogonales si et
seulement si sh vy shas = —1. Avec cette condition,

1 n 1 1 _ch2a1+ch2a2_ 1+sh2a1+1+sh2a2
p1 p2  ch’a; ch’as  ch’ajch®as (1 +sh? a7)(1 + sh? as9)
2+sh2a1 +Sh2a2 2+sh2a1+sh2a2

1+sh2a1 +Sh2a2 +sh2alsh2a2 B 1+sh2a1 —|—sh2a2+1 B

— 4+ — =1
P1 P2

7) En notant M (¢, cht) le point courant de Ca, et en adaptant les notations du 5), une abscisse curviligne

s
s vérifie i cht, et on peut prendre s = sht.
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Les développantes de Cy sont caractérisées par : P = M + (A — 8)? ou A € R. Un paramétrage est donc
donné par :

1 A sht h’t
P(t) = (t,cht) + (A —sht) (E’tht> = (t—i— Ei ih—t,cht—i—)\tht — Scht >

cht’ cht
Ces développantes possédent des branches infinies, qui sont obtenues lorsque t — +00, auquel cas x — oo
et y — £A. Oz est asymptote si et seulement si A = 0. On reconnait alors C;.

A1
= (t—tht—i—— —+)\tht>, t €R.

C; est la développante de Co admettant ’axe (O, ;) comme asymptote.
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Exercice n°3:

1) f étant symétrique, il existe une base orthonormale (v;)(1<i<n) de R™ constituée de vecteurs propres
de f.

n

Pour tout 2 de R", 3(&)1<i<n), T = Zfivi.
i=1

En notant A; la valeur propre associée a v;, on a :

fz) = Z&)\vzdouf x) - $—2A62§Za§2—allxll2

‘Vm eR™, f(z)-z< a||x||2‘

n
Il y a égalité si et seulement si > (v — \;)&2 = 0 soit si et seulement si Vi € {1---n}, (a—\;)E2 = 0.
i=1
Onn'apas: Vie {l---n}, \; =, car sinon f = aldg~ et pour i # j, a;; = 0.
Donc I ={ie{l---n} A\ <a}#0 et Viel, =0 autrement dit = est dans le sous-espace propre associé
a .

|L’égalité n’est atteinte que si x est nul, ou un vecteur propre associé a a.

Avec . = (z1,---,xpn) et & = (|z1],...,|2n]), on a:
|f(z) x| = Zl Z auxzxj‘ < Zl Z aijlzillzs] = f(2) -2 < al|z]* = al|z]*.
1 Jj= T Jj=

Vo € R, |7(@) 2] < allal?]

2) En notant (e;)1<i<n la base canonique de R", la premiere inégalité du 1) fournit :
f(e1) - e1 < aller]|? soit encore : a11 < «, donc en particulier :

Soit A une valeur propre de f et z un vecteur propre associé. Alors, |f(x) - x| = Mz - x| = |A].||z|*
En utilisant la seconde inégalité du 1), on en déduit : |A|.|z||? < af|z]|? < (a — |A]) ||=]|* > 0.
Comme ||z|| > 0, on a a — |A| > 0.

‘Si A est une valeur propre de f alors on a |A| < a.‘

3) 2 = (71,...,2,) est ici un vecteur propre associé a a, donc f(z) -z = al|x||?; soit & = (|21], ..., |7n])-
On a: ||2]| = ||z[| donc f(z) -z = af2]?

Par inégalité triangulaire, Z Z a;;xiry| < Z Z aijlzil|x;]
1=1j5= 1=175=1

Cela se traduit par : |f(z) - z| < f(:z:) e ali]? < f(R) -2
D’apres le 1), c’est une égalité, et toujours d’apres le 1), cette égalité f(2) -2 = al|&
vecteur propre de f associé a a.

|2 montre que & est un

|Si 2 un vecteur propre associé a «, alors T est aussi un vecteur propre associé a .

Montrons que pour tout ¢ € {1...n}, x; # 0 par Uabsurde. Supposons par exemple z; = 0, et posons
y=1a+te; (t €R). Alors :
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f) -y=(f(@)+tfler)) - (& +ter)
= (az +tf(e1)) - (T +ter)
=alz|®+t(az-er+2- fler)) + 1 fer) - ex

n
= aljz|® +tz - Z ane; + t*ai
i=1

n
= a||x||2 +tz ai1|xi| + t2a11
i=2
D’autre part,
Iyll* = ll=]|* + ¢
n

Done f(y) -y — allyll* = —t* (@ — an1) + £ 3- anlwil.
i=2
e1 n’est pas vecteur propre de f, sinon a;; =0 pour i € {2...n}.
D’apres 1’étude du 1) (cas d’égalité) : f(e1) - e1 < aller]], soit o — a1 > 0.
3
Comme 27 =0, 3i € {2..n}, x; # 0 sinon x ne peut étre vecteur propre; il en résulte > a;1|z;| > 0.
i=2

1 n
Donc f(y) -y — «||y||? est un trindme en t possédant deux racines distinctes 0 et ———— g a;1|x;|. Pour
o — ail
=2

tout réel ¢ entre ces racines, f(y) -y > a||y||?, ce qui contredit le 1).

‘Vie{l...n}, xi;éO‘

Montrons que le sous-espace propre associé a « est de dimension 1 par ’absurde. Supposons par exemple avoir
trouvé deux vecteurs propres associés a « linéairement indépendants = = (z1,...,Z,) et ¥ = (Y1,.. ., Yn)-
Alors le vecteur y1& — 21y est dans le sous-espace propre associé & «;, il est non nul car (x,y) est libre, et sa
premiere coordonnée est nulle; cela contredit le résultat précédent.

Le sous-espace propre associé a « est de dimension 1.|

1
3
2 |il
i=1

x = (z1,...,2Ty) étant un vecteur propre associé a «, & en est un également, ainsi que T = z.

De plus, ce vecteur s’écrit * = (21, ..., T, ) avec:
) b b

Z; >0 pour tout ¢ variant de 1 a n,

n
et Zi‘i =1
i=1

4) La somme des composantes de f(Z) dans la base canonique de R™ est :
n

n n n n n
S aiE =Y (Z aij> Z; =Y, C;&;. Comme f(¥) = aZ, c’est aussi a Y ; = a.
. : =

i=1 i=1

> ;0 <> (fj max Ck> = max Cy > ¥j = max Cj.

ke{1,..., n} o =1

min C; <a< max Cj
j€{l..n} j€{l..n}
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m m
2P 2 Pgj — P

5) Supposons par exemple que Pl max P2 Alors 22 J: — = — >0
ie{1,...,m}(;
no € “S g q Y g
iz iz

On démontre de méme 'inégalité avec le min.

(RiQ)m, min by < % < max
je{l,...m} q; ) je{1,...,m} q]
4q;

Y(pj; qj)i<i<m €

n
6) Soit B = (b;j)1<i,j<n la matrice canonique de f2. Alors, bij = Y aigajr > 0 et b;j = bj;, donc f2 est
k=1
o~

dans £.
Le spectre de f? est constitué des carrés des valeurs propres de f, et en utilisant le 2), si A est une valeur
propre de f alors A2 < o? donc o? est maximale dans le spectre de f2; de plus, f(7) = aZ = f2(7) = 7.

‘ f2 est dans € et a2 est la valeur propre maximale de f? associée au vecteur propre ‘

ou D; désigne la somme des éléments de la j-iéme colonne de B

Appliquons (x) & f2 :

n o n

= 2 2 Giktsn = 2
1=1 k=1 k=1

n

Z iD;
J (Z > ajk = Z Crajik
Doua® =) (xj ar;C >
=1
Appliquons (x) & f: a = Z z;C;
j=1
En faisant le rapport, on obtient 1’égalité demandée

)y (56]‘ )y akj0k>

j=1 k=1
a= -
> z,C
j=1
L’encadrement du 5) s’applique & Pexpression ci-dessus car les réels impliqués sont strictement positifs; apres
simplification par les Z;, on obtient :
Z aijk Z aijk
. k=1 k=1
mn —— < o< max ——
je(lmy  Cj T T jeftny  Cj
1 1 2
7YAvec A=|1 3 1| quiestdans &, on a:
2 1 1
1-X 1 2 -1-X 1 2 —1 1 2
xa(X) = 1 3—X 1 = 0 3—X 1 =(14+4X)/0 3-X 1
2 1 1-X 1+ X 1 1-X 0 2 3—X
—1+X) (X =32 -2) =—(X +1) (X =3-V2) (X —3+2)
On a donc
[0 =3+ V2~4,41]

L’encadrement du 4) fournit 4 < o < 5.
Celui du 6) donne 4,25 < «a < 4, 6.
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