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Banque PT: MATHS II-A.

Premier exercice.

1°) Soit a calculer [(x) = J: Arctan(2t) dt . Effectuons une intégration par parties en posant:

2
= Arctan(2¢ == [
{u . re tan(21) ona % 1+4¢2 dou I(x)=tArc tan(2t)]0 - JO —tzdt soit enfin:
v'=1 v=t 1+4¢

I(x) = xArctan(2x) — iln(l +4¢* )];

conclusion jo Arctan(2t) dr = xArc tan(2x) — iln(l +4x7).

2°) La formule des accroissements finis donne:
Vxe R, 30(x)e b,l[; sin x —sin 0 = xcos(x0(x)) d' ot*sin x| = |xcos(x9(x))| < |x|

sin x| < |x|

conclusion Vxe R,

-2

=sin’(xt) _

3°) Etude de la fonction f définie par f(x) = _[: # e’ dr.
t

® Domaine de définition:

s 2

sin”(xt) _ . -

VxeR, tH— #e " est continue sur [O,+00[,(prolongement par continuité en 0 par x*)
t

elle est donc localement intégrable sur cet intervalle. Le seul probléme d' intégrale généralisée est

2

sin “(xt) _ _ oo _

— ¢ "<eet J e”'dt =e™" estconvergente.
t 1

Le théoréme de comparaison pour les fonctions positives assure la convergence de

donc en + oo . Or, au voisinage de +oo,

)
+oo 8in 7 (Xt)  _
[0,y
0 t

conclusion Def(f)=R et f estune fonction paire.

¢ Continuité:

) sin” (xt) _, ) .
Soit h(x,t)=————e . h estcontinue sur RX [O,+°°[. On va alors écrire :
t

Fx) = j;—smtfx’) e+ [ —Si“tz(’“) e di= .00+ f,(%).

o Le théoreme simple concernant la continuité d' une intégrale au sens de Riemann dépendant
d' un parametre s' applique siR X [0,1[, f, estcontinue sur R.



o Sur RXx [1,+00[ , |h(x,t)| <e¢™" , fonction indépendante de x , continue sur [1,+°°[ et telle que
rm e”'dt =e™" estconvergente. Le théoreme de continuité d' une intégrale généralisée
dépendant d' un parametre s' appliqu¢, est continue sur R.
conclusion f est continue sur R.
® Dérivabilité:
M e est continue sur Rx [O,+°°[, (prolongement par continuité en un point

g—z (x,0) =
(x,0) par 2x)

o Le théoreme simple concernant la dérivabilité d' une intégrale au sens de Riemann dépendant
d' un parametre s' applique siR X [0,1[, f, estdeclasse C "sur R et

VreR, f'(x)= Ewe d .

< e, fonction indépendante de x , continue sur [1,+°°[ et telle

o Sur RX[1,+00[ , B—h (x,1)
X

oo
- -1 PR 4 . . sz
que J e”'dt =e” estconvergente. Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale pour
1

une intégrale généralisée dépendant d' un parametre s' appliqu¢,, est de classe C "sur R et

Vxe R, f,'(x) :fwwe_l dt .

o sin(2
conclusion f est de classe C'sur R,et Vxe R, f'(x)= J(: Me_l dt.
t

® Dérivée seconde:

d°h .
8_2 (x,1) =2cos(2xt) e est continue sur R X [O,+°°[. On peut cette fois conclure directement:
X

2
Sur RX[O,+°°[, ‘a—?(x,t)
ox

< 2¢™, fonction indépendante de x , continue sur [O,+°°[ et telle

que _[:m 2¢”'dt =2 est convergente. Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale pour une
intégrale généralisée dépendant d' un parametre s' appliqu¢, est de classe C “sur R et

Vxe R, f'(x)= | 2cos2xr)e” dr.

conclusion  f est de classe C’sur R,et Vxe R, f"(x)= JOMZCOS(Z)CI) e’ dt.

NB:Jen' aipasvul intérét de faire prouver le caractef8” de f sur ]— a, a[, puisque on peut

I' obtenir directement le résultat sulR .

4°) Calculde f"(x).
Une primitive de 2cos(2xt) e est de la forme A = e~ [acos(2xt) + bsin(2xt)]. On a:

A'=e'[(—a+2xb)cos(2xt) + (—2ax—b)sin(2xt)] ce qui conduit au systeéme:
{— a+2xb=2 & ol 2

et par suite :

"o =— ) =
—2xa—-b=0 1+4x? 1+ 4x?



t=+o0

f'(x)= [T [—cos(2xt) + 2xsin(2xt)] e’ 1_0
conclusion f"(x) = 2
- 1+4x*

2
1+4¢2

Comme f(0)=0,ona: Vxe R, f(x)= _Lx Arctan(2t) dt et donc:

5°) Comme f'(0)=0,ona: VxeR, f'(x):_[ox

dt = Arctan(2x) .

conclusion f(x) = xArctan(2x) — iln(l +4x%).




Deuxiéme exercice.

1°) Le point N est défini par ON =0Q+QN .

2°) Les coordonnées de N sont: x =14+cosf, y=sinf.

La hauteur issue de N a pour équation: x =1+ cos@ .
La hauteur issue de € a pour équation (1+cos@)(x—1)+ ysin6 =0.

L' orthocentre H du triangle @ N a donc pour coordonnées:

x,; =1+cosf
__cosf(1+cosB) 96]—71',75[\{0}.

Yu =

sin O

Rg: Quand 8 >+t H —0.
Quand 8 -0 x, =2 y, — too,ilyaasymptoted équationx =2.

0 x .
Si on prend pour nouveau parametre ¢ = tan(z) , te R les coordonnées de H deviennent:

X —1+1_t2
" 1+1¢° X = 2
2 2 2
J =g 20 er soit: (I): ! 2“11 te R’
NN E S B & y=t =
" 2t 11> +1)
1+1°




cos@ . 0O
x—1= sin(—)
. 6 2
sin(—)
Rgq: En reprenant le paramétrage en 6 , on a < 2 soit
cos@ 0
y=-———7p cos(0)
sin(—)
cos@ 0 =«
x—1= cos(———)
. 6 2 2
sin(—)
) 2
cos@ . 0 «w
y= sin(~— )
. 2 2
sin(—)
2
y/
Des lors, en prenant des coordonnées polaires de centre Q aveceW=———,1 équation polaire de(r ) est:
cos(2m) _
= ——— et on reconnait la strophoide.
Ccos

1
3°) Equation de la droite A, passant par les points M () et M, (-).
t 1 2 t

2(* - 1) 2
W = 23 _t; ;-il—ﬁ est parallele a t2_+1
tt* +1) r
(le cas t = %1 qui correspond a M|, = M, = Q étant a exclure, car alors la droite M, M, n' est
pas
définie).

1 2 2 -1
Equation de la droite A, : —(x — 5 +— y——s
t " +1 " +1 td”+1)

2
A, x+ 22t - 22t =0.
" +1 " +1

= ( soit sous une autre forme:

On voit que le bon parametre pour étudier ' enveloppe de la famille desA, est u = =sin O

2

" +1

A
et par suite avec u € ]— 1,1[\ {O} Onaalors A, : u®> —uy—x =0, et la résolution du systtme {A'”

revient a écrire que 1' équation du deuxieéme degré et a une racine double.
L' enveloppe est donc incluse dans la parabole d' équation” +4x =0.

Plus précisément,ona: A', :2u —y =0 et donc le paramétrage de 1' enveloppe est:
2
xX=-u
(E): ue Li[\{o}
y=2u
conclusion (E) est la partie de la parabole d' équationy® = —4x —-2<y<2 y#0.




4°) Intersection de la droite y = ax avec (I').

2
. . . . " —1 .
L' équation aux des points d' intersection est :— =a—; soit: 1> —2at—1=0.
t*+1) 41

® On ne retrouve pas I' origine au moyen de cette relation car 0 est obtenu pour — oo,

e L' équation est du deuxieme degré avecA'= a* +1> 0. Elle admet donc toujours deux racines
t, et t, distinctes.

Lorsque a #0, f, et ¢, sontdifférents de £1 et les points M (f,) et M (z,) sont distincts.
Lorsque a =0, t, =1, t, =—1 etles points M (¢,) et M (t,) sont confondus avec 2.

Le point P a pour coordonnées (1,a).

— (0 —2
On a PQ:( ]d’ otNPQ =a’.
a
2

7 t2+1_1 -1

PM et PM' ont pour composantes PR = ata+1 puisque t* —2at—1=0.
o N 4 —d
tt* +1) at +1

: —at Y R v R
soit encore: , | de sorte que HPM ZHPM =a
at+1\—a’t

conclusion HPM

=[P = [Pe] =l

D' ol une construction géométrique des points dgI") .

o
v




Troisieme exercice.

1°) Soit (S):x*—2y*+2z°=2; (P):z=Xy+1; (C,)=(S)N(P).

(S) est une quadrique qui, quand on 1I' a coupe par des plans:

x = Cte fournit des hyperboles. (S) est un hyperboloide a une nappe. Il n' est pas de
y = Cte ellipses. révolution car dans son équation "quasi réduite", les
z=Cte hyperboles. coefficients de x” et z° sont distincts.

2 2

2°) L' aire du domaine intérieur a1' ellipse d' équattep + el =1 est:
a

2 2
A= ” dxdz , D=1(x,2); x_2 + Z—2 <1} . On fait le changement de variables classique:
b a- b

27 (1
Jac =abp . Onaalors: A= abp dp d6 . On intéere
z=bpsin® 0<p<l] p L L p ap g

sur un pavé une fonction, produit d' une fonction constante d) par une fonction de p .

{XZGPCOSO 0<6<2m

L' intégrale se transforme en un produit de deux intégrales simples.
2 1
conclusion A= abj0 WL XL pdp =mab .

Le volume demandé s' obtient en intégrant dd) a 1 1' aire de la section d' indige de (5).
La section (S,) de (S) par le plan parallele a Oxz d' ordonnéey est1' ellipse d' équation

471'\/5
3

2 2
X <
+

21+ y%) 1+y?

=1,dont] aire esm’\/z(l-k y?) etainsi V = _E?Z'\/E(H- ) dy =

471'\/5

conclusion V = .

3

z=Ay+1
x*=2y* +277 =2
(C,) sur Oxy s' obtient en éliminantz entre les deux équations. On obtient:
x* =2y +2Ay+1)*-2=0 soit : x> +2(A* =1)y* +4Ay =0.

Ils' agitdel' équationd' une conique dont la nature est donnée par le signeAde—1 .

. L' équation de la projection orthogonale de

3°) Soit A€ R fixé. (C1)3{

|ﬂ,| >1  ils'agit d'une ellipse
conclusion |l| =1 il s'agit d'une parabole
|ﬂ,| <1 ils'agit d'une hyperbole

Etude des cas demandés:

®A=0; x>—2y> =0 laprojection est alors la réunion des deux droites d' équationsx = +\/2 y.
(on est cependant dans le cas type hyperbole)



( T _

1 3 3 2 2 x2
Oﬂ,——;x2 — 2-+-2 =0 soitx2—— ——2+——0 soit enfin =1.
2 2y Y 2()/ 3) 3

C' est]' équation réduite d' une hyperbole.
eA=1; x*+4y=0 laprojection est alors une parabole.

2 2
— . 42 2 _ .2 22_8_ . . ( ) x’ _
eAl=2; x"+6y +8y=0 soit x +6(y+§) 5—0 soit enfin + =1

C' estl' équation réduite d' une ellipse.

Ceci permet de déduire la nature de (C, ) quel' on peut interpréter comme I' intersection du cylindre

de génératrices paralleles a Oz et de base les coniques précédentes, avec le plan (P,). Les (C,)

sont de méme nature que ces coniques.

z=1 z=1
conclusion (C,) est constituée des deux droites et et pour le reste:
conclusion (€, {xzﬁy {xz_fzy

|ﬂ,| >1 (C,) estune ellipse
|ﬂ,| =1 (C,) estune parabole
|ﬂ,| <1 (C,) estune hyperbole

(C,) peut-elle étre un cercle?

A priori, il n' est pas impossible quaC), ) soit un cercle. Sic' est le cas ce sera pour des valeurs de

A de module strictement plus grand que 1. Mais ceci semble étre I' objet de la derniére question.

Rg: Sur un cylindre ayant une base elliptique, il existe toujours des sections qui sont des cercles. En
effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer que le cylindre a ses génératrices paralleles

2 2
X
a Oz etapourbasel' ellipse du planz =0, d" équation—-+ b_2 =laveca>b.
a

Alors, la section du cylindre par un plan "de bout" d' équationz = my est une ellipse dont1' un
des axes est porté par Ox et a pour demi longueur a, et dont I' autre est porté par 1' intersection

des plans x =0 et z =my et a pour demi longueur b/1+ m?> .

On aura donc un cercle lorsque a = b+/1+m’ soit m ==+ T . On peut donc prendre

par exemple m =excentricité de 1" ellipse de base.



N z
/ 0A=0" P' =
P|
a
Ol
yl B' y
a La section du cylindre par le plan "de
bout" de trace frontale O' P' estun
P cercle.
0] b |B
XVA
0 . 0
4°) Un vecteur orthogonal au plan (P;) est | A |.On choisira par exemple K = A |.On
VI+ A
-1 -1

0

1 . .
—1 |, d" oula matrice de passage suivante:

1
peut alors prendre 1=]0|et J=KAl=
0 VI+AY| 2

0 2 x=X
P= _ et les formules de passage: 7 y = (=Y +A2)
NI+ 2 1+ 22 1+ A
A 1 1

(=AY = Z)

0

_ _ y=
J1+ 22 J1+ 22 N1+ A2

L' équation de(S) dans ce nouveau repére est :

2 2
2 - -Y+AZ)* + AY+2Z)'=2=0 soit:
),2+1( ) ),2+1( )
. T 7 2 A -1 2 2
conclusion  Dans (O0,1,J,K) (8): X" +2—— (Y " -Z°)+8——YZ-2=0.
- A +1 A +1
P . 1 A
L' équation do( P, ) dans le nouveau repere est : ———(—-AY —Z) = (-Y+AZ2)+1
VA +1 VA +1
soit: Z =— ! .
A +1

—_—

(C,) estalors définie dans (O, ;, 7, K) par:




A
2}“2+1 2 soit
A =1 A A =1
X2+22 "y2-3 —2-2-2 =0
A +1 A2+ DA +1 (A +1)°
S ]
J A+l e K 2P D 420 DI D +82°
X2 aa Xy 22 _ (X —D(A® +1)>
A +1 2 _ 2
2 —DVA” +1
soit encore ::216+4l4+212: 207
P -DA*+D* A -1
S
— A +1

conclusion Dans (O,Y,j,K), (C,): yr

21 o )
Pl -2+ ] Al

2

=1 soit A* =3 =0.11y a donc deux valeurs possibles de 1.D' ol :

Ce sera un cercle si 2

A +1
7! .
° (Cﬁ): 2 \/5 dans le repere (O,1,J,K) associéa A = \/5 et dans le repere
X+ (Y—7)2 =3
= +
fixe d' origine(C ) : ¢ \/gy ! rayon R = ﬁ , centre (()’_ﬁ’_l)'
V3 2 2
x“+4y +4\/§y=0 2 2
7! .
° (Cﬁ): 2 \/5 dans le repere (O,1,J,K) associéa A = —\/g et dans le repere
X+ (Y+7)2 =3
=3y +
fixe d' origine(Cﬁ) : {Z2 \/52}’ I rayon R = ﬁ, centre (()’ﬁ’_l)'
x“+4y —4\/§y=0 2 2




Quatrieme exercice.

1°) Soit ae C,1' équationz” = a admet deux solutions opposées si a # 0 et une solution double,
z=0,sia=0.

Sionnote a = |a|e’€ 0e ]—n,n] les solutions de z* =a sont z = i\/m eig.

2°) Dans M, (C), toute matrice est semblable a une matrice triangulaire car le polynome

caractéristique est systématiquement scindé. A est donc semblable a (O ; ]

La trace et le déterminant de deux matrices semblables étant les mémes, on a, si A = (z 2]
o+ pB=tr(A)=a+d
off = det(A) = ad — bc
On en déduit (A —ald)(A— BId) = A% — (x+ B)A+afld = A? — (a+d)A+ (ad —bc)ld
2 1 0 00
soit @’ tbe clatd) —(a+d)a ¢ + (ad —bc) = .
bla+d) bc+d? b d 0 1 00

3°) On suppose A diagonalisable. Cela veut dire que A est semblable & une matrice diagonale.

o 0
Autrement dit 3 P inversible telle que P AP = (O ] avec les éventualités suivantes:

eax#0, B#0,a# B casou A estinversible, avec deux valeurs propres distinctes.

eax#0, B=0 casoll A n' estpasinversible etd # O.
o= casou A=ald.

4°) On suppose A non diagonalisable.
® A admettant toujours des valeurs propres dans C, si A avait deux valeurs propres distinctes

elle serait diagonalisable. Donc A admet une valeur double ¢ .

e Il existe ue C*tel que (A—ald)(u) # 0, sinon, on aurait : Vue C* , (A—ald)(u) =0 ce
qui voudrait dire que A = add , et alors A serait diagonalisable.

e Soit donc u e C*tel que (A—add)(u)# 0, et posons v = (A —odd)(u) . Montrons que (i, V)

est une famille libre, ce qui assurera que ¢' est une base deC” .
Soient a,be C tels que au+bv=0.0nadonc au+b(A—odd)(u) =0. Appliquons

alors (A—ald) a cette égalité, on obtient : a(A —add)(u) +b(A—ald)*(u) =0 soit, puisque
(A-ald)* =0, a(A—ald)(u)=0,donc a=0 et parsuite b=0.

® Mais alors dans la base (u#,v),1' endomorphismef de matrice A relativement a la base

. ) . (o O o 0 4 .
canonique de C* aura pour matrice | , et on aura donc | =P AP ou P estla
o o

matrice de passage de la base canonique a la base (u,Vv) . En effet:
f)'="A@) =(A-add)(u)+om=0u+v et
FO)'="AW) = A(A—add)(u) = (A—add)? (u) + 0t(A— e )(u) = 0+ = .



a 0
5°) Soit1l' équationZ” = A, avec Az( ,B]’ a0, B0, a#p.

a c
Une matrice Z solution doit commuter avec A puisque AZ = ZA = Z"> . Notons Z = d]'

acx cf ao  co c=0 a 0
ZA = , AZ= AZ=7A = etdonc Z = .
ba dp bB dp b=0 0 d

2

a 0 oa 0
L' équationZ’> = A s écri( 0 4° ]: (O ,B} et il y a donc quatre solutions a I' équation.

conclusion Z = ,e€=%1, e=4%1 , Ot=|0£|ei6 , ,B=|,B|ei6'.

o 0
6°) SoitI' équationZ” = A, avec A:(O 0] , a#0 .

La encore une matrice Z solution doit commuter avec A .

acx 0 a co c=0 a 0
ZA = , AZ= AZ=7A = etdonc Z = .

(ba 0] (O O] {sz (O d]
a> 0

o 0
L' équationZ’ = A s écri( 0 4° ]: (O 0} et il y a donc deux solutions a1' équation.

0
conclusion Z = 8\/M e? 0 , €E=%1 Ot=|0£|ei9.
0 0

o 0
7°) SoitI' équationZ” = A, avec A :(0 ] , ae C .
(04

0 a
® Cas ¢ =0. Alors les matrices Z = (0 0] a e C vérifient Z* = 0, il y a donc une infinité

de solutions.

® Cas @ # 0. Soit f unendomorphisme involutif, ¢' est a dire tel quef > = Id . Il en existe une
infinité. En effet, si £, et E, sont deux sous espaces de C? de dimension 1 tels que

C’ =E, ®E,,I' endomorphismef définipar f(u)=u, —u, , u=u, +u, , u, € E, est
involutif.

.0
Des lors I' endomorphismeg = ,/ |a| e 2 f vérifie g> = odd et samatrice Z vérifiera Z° = A.

On a donc une infinité de solutions encore dans ce cas.




a 0
8°) SoitI' équationZ” = A, avec A:(l ], aeC .
o

La encore une matrice Z solution doit commuter avec A .

ao+c ca ao co c=0
ZA = , AZ= AZ=7A = et donc
(ba+d da] (ba+a doc+c] {a:d

0 2 o 0
Z= “ L' équationZ”® = A s' écri “ 0 = .
b a 2ab a’ 1l o

® Cas ¢ =0. Alorsiln' y pas de solution.
® Cas ¢ # 0. Alors il y a deux solutions
2]

ale> 0
| 2 ,e=%1, a=|al”.
e

8
e ? \/ﬁ

Z =€ 1

2Jer

9°) Soit Ae M,(C) etl' équationZ” = A.
Soit & 1' endomorphisme de matriceA relativement 2 la base canonique de C* et f

I' endomorphisme de matriceZ relativement a cette méme base.
Le probleme est donc de chercher les f tels que f° = g.

oa 0
® Si A est semblable a (O ,B] , a#0, B#0, a# B,onestdans le cas de la question 5)

Il y a quatre solutions.

a 0
® Si A estsemblable a (O 0] , o #0 ,onestdans le cas de la question 6)

Il y a deux solutions.

o
® Si A est semblable a
0 a

] , oo C ,onestdans le cas de la question 7)

Il y a une infinité de solutions.

o 0
® Si A estsemblablea A = (1 ] , o€ C ,onestdans le cas de la question 8)
(04

o =0 pasdesolution
a #0 deux solutions

FIN.




