Banque PT — Math II-A

Exercice 1

1. Si f est une fonction continue par morceaux sur le segment [« 3], alors

B -
/ flz)de = lim foa

n

n—1
Z f (a + k:B_TO‘) (méthode des rectangles, bornes de gauche).
k=0

n—1 n—1
Par inégalité t laire, on a : H( k—a) < ‘H( k:—a)‘
ar 1megalite triangulaire, on a " ,;J o+ k= = ,;J o+ k=
D’ou par passage a la limite lorsque n tend vers 400, on a :
B B
/ H(z)dz| < / |H (z)| dz.

/jHQ(x)dx

< [ 4

(e

B
2. En appliquant cette inégalité & H2, on a : < / |H 2 (x)| dx ce qui équivaut successive-
(o7

ment a :

B
[ (P - @) +2iP@)Qw) as

(e

B

8
/ (P*(z) — Q*(x)) dz + Qi/ P(z)Q(z)dx

(e (e

5 2 5 2 5 2
( (P2(z) — Q*(v)) dx) +4 (/ P(z)Q(x) dx) < (/ (P2(2) + Q*(v)) dx)

5 2 5 2 5 2
/ P(z)Q(x) dx) < (/ (P2(2) + Q*(v)) dx) - (/ (P2(z) — Q*(v)) dx)

B
< [ (P@)+ Q) do

4 (/j P(2)Q(x) dx>2 < (/j 2P2(x)dx> X (/j 2Q2(Jc)dx>
< (/jPQ(x)dx X /jQQ(x)dxf
_ (/jPQ(x)dx « /j@?(x)dxf <0

1 1 P
3. Remarquons que — =1 — - < 1 donc ¢ > 1, et la fonction ¢ : b — @ + — —ab est dérivable sur R.
q p

/j P(z)Q(x) dzx

Vb e Ry, ¢'(b) = b?"! —a. Donc ¢ est croissante et s’annule sur Ry pour b = a4—1; son signe s’en déduit.

1 P q—1 1 P a /1
%) aq—1> = a_+a _a'teT = a——i—aq—l (——1). Mais comme —q;1 = 1—%: 11—7, on a —qzl =D,
p q p q
1 1 1
dougplasl ) =a? | -+-—1)=0.
p q
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D’ou le tableau :

T
b 0 ad-1 400
¢'(b) - 0+
) | & N 0/ too

On en déduit que pour tout b de Ry, ¢(b) > 0, et comme a est arbitrairement fixé dans Ry :

a?  b?
Pour tous réels positifs ou nulsa et b: ab < — + —.
p q

1 _a_
Le tableau de variations de ¢ montre que 1’égalité a lieu si et seulement si b = a9-1, auquel cas b9 = q9-1 =

aPl.

‘L’égalité a lieu si et seulement si a? — b7 = 0. ‘

4. Remarquons que si A = 0, alors / |f(z)|? dz = 0 et comme la fonction x — |f(z)|? est continue et
(o7
positive sur [« §], c’est la fonction nulle sur ce segment. On a alors f = 0, et les deux quantités & comparer

sont nulles. Méme chose si B = 0.

Sinon, en posant a = Lj) et b= % et en appliquant ce qui précéde aux réels positifs |a| et |b], on a :
1 p 1 q
vz € [a, f], |f(32 %(x)l < > |ffp)| + p |g(gq)| d’olt en prenant les intégrales :
B B
L L r@rdae [ Clg@rds
AB /. |f(x)g(x)|dx§1—) T +a B 21—)+a=1etcommeAB>O,

B
/ |f(z)g(z)|dz < AB. On a donc, a fortiori, grace au 1. :

< (/B If(x)lpdw>_

Lorsque A B n’est pas nul, il y a égalité si et seulement si

o

/a * fe) o) do

S
X
7N
T~
®
Y
—~
8
S—
)
(o}
8
~
i~}

/Blf( )P d

38 X X

45 | @ de =ty Sl
163 163
f(@) ga) dar| = / (@) g(a)| da 2)

B rq 1 a
(1) /a (1—) |ffp)| + a |g(gq)| — |f(32 %(x)|> dx = 0 et comme l'intégrande est une fonction continue,

positive, elle est nulle; d’apres le 3. on alors |a|? = [b|?, d’ott IX € RY, |f(x)[P = X|g(x)|9.
D’autre part, (2) < Vz € [a, 0], f(z) g(z) a un argument constant.
Dong, oui les deux quantités peuvent étre égales.

Exercice 11

1. t+(t) est de classe C! sur R, donc Vt € R, [i{(t)||? =1=Vte R, 2i(t).—(t) =0.

—

d dv
t — 7(t) est aussi de classe C! sur R, donc V¢t € R, (t).7{t) = 0 = Vt € R, E(t)d—i(t) + d_tlf(t)ﬂt) =0.

On obtient des relations analogues par permutations circulaires sur 7, 7 et k, d’ou
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i(‘(i?.%(t) = j(t).%;(li) = l%’(t)%(t) =0
a (-7 = —0)- 5 (6) = e(t)
FOF0 = 7050 = ()
) = K0 50 = bt
Décomposons le vecteur %(t) dans la base orthonormale (z“(t),f(t% E(t)) :

—

T = (Foa)ao+ (Foa0) 10+ (FaR0 ) Fo = com - k.

On obtient de méme, par permutations circulaires :

V) = aFD) — ) et T (0) = b)) - al))
En notant w(t) le vecteur a(t)z(t) + b(t)J(t) + c(t)k(t), on vérifie que
T = ATD, T =w@ AT, S0 =) AR,

Si V est de classe C! sur R, alors ses coordonnées dans la base (T(t), 7)), E(t)) le sont, puisque par exemple

£(t) = V(t)alt). ) ) )
On a alors + (1) = €/(0)T(0) + £(1) T(0) /(1) 00) + m(e) S246) + () F(e) + (1) S (4) dome

970 = (€10)+ COME) — (00w 1) + (1) + Eelt) — C(Balt) 70 + () + n(0at) — DD
{ Ap'(t) +(C = B)q(t)r(t) =0 Ly
2. En faisant dans le systéme différentiel Bd{t)+(A-C)r(t)p(t)=0 Lo
Crit)+(B=A)p(t)qt) =0  Ls

la combinaison p L1 + q Ly + r L3, on obtient :

Ap(t)p/(1) + Ba(t)q'(1) + Cr(t)r'(t) + (€~ B) + (A~ C) + (B — A)) p(t) (t) (1) = 0
& A O+ BaO) {0 +Crr ) = 0= 5 (570 + 5 20 + 5 0) =0

3 R, VEER, Ap*(t) + B¢*(t) +Cr%(t) = 1

Pour t =0, ¢; = Apj + B¢} + Crd > 0, donc ¢1 € RY.

En faisant la combinaison Ap L1 + B q Lo + C'r L3, on obtient :

A?p(t)p'(t) + B q(t) ¢'(t) + C?r(t) 7' (t) + (A(C — B) + B(A—C)+ C(B — A)) p(t) q(t) r(t) =0
e A%p(t)p'(t) + B2 q(t) ¢ (t) + C?r(t)r'(t) = 0 et donc on obtient de méme :

Jep € R, VE€R, A%p*(t) + B%¢*(t) + C?r?(t) = ¢y et on constate avec la valeur en 0 que ¢; € RY.

Ap () + B@(t) + Or2(t) = )
A2p2(t) + B2 ¢*(t) + C%r%(t) = c2

3(01, CQ) € Rf’?, vVt € R, {

3. Comme A, B, C et Z—f sont strictement positifs,

‘51 et & sont des ellipsoides de centre O. ‘

L’application ¢ — (z(t),y(t)) définit la projection orthogonale sur le plan (O;(t), 7(t)) de la courbe décrite
par le point M (¢t) dans le repére (O, (), 7(¢), E(t)) On obtient une équation cartésienne d’une courbe la

contenant en éliminant z entre les équations de &7 et &,.
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Az’ + By’ +C22 =1 Ly
A2x2+32y2+02 2:2_3 L2
Avec la combinaison C' Ly — Ly, on a: A(C' — A)z*> + B(C — B)y* = C — &.

Comme A(C —A) > 0et B(C—B) >0, on a une de centre O, d’axes (O;7(t)) et (O; J(t)) (énoncé
admet que la courbe existe, donc nécessairement < < C).

De méme, application t — (y(t), z(t )) définit la projection orthogonale sur le plan (O;j(t), E(t)) de la

courbe décrite par le point M (t) dans le repére (O,i’(t), ), E(t)) On obtient une équation cartésienne
d’une courbe la contenant en éliminant x entre les équations de &7 et &, et avec la combinaison Ly — A Ly,
on a:

B(B—A)y* +C(C - A)z> =2 — A

Comme B(B—A) > 0et C(C—A) > 0,0naune de centre O, d’axes (O;](t)) et (O; E(t)) (énoncé
admet que la courbe existe, donc nécessairement Z—f > A).

En faisant la combinaison Ly — A L1, on obtient que la projection orthogonale sur le plan (O; (), E(t)) est
incluse dans la courbe d’équation —A(B — A)z* + C(C - B)z* = £ — B.

Comme —A(B — A) <0et C(C — B) >0, on a une de centre O, d’axes (0;(t)) et (O; E(t)),
A(B — A)
C(C - B)

¢ # B. Sinon, on obtient |deux droites sécantes | d’équations z = £ x; ces droites sont les

asymptotes de 'hyperbole précédente.

4. Notons N le vecteur supposé constant A p(t)i(t) + B q(t)j(t) + C r(t)k(t).

&1 a pour équation dans le repére ( L7(t), 7t), K(t )) D Ax? 4+ By2 +C 22 = 1, donc le plan tangent II(t) en
=1]

N.

1
Soit d la distance de O au plan I1(t) : d = =
VA222(t) + B2y2(t) + C222(1) C2

Le plan II(¢) a une direction fixe, et sa distance & O est fixe; comme ¢ — TI(t) est continue, |II(¢) reste fixe

M (t) a pour équation dans ce repére : ‘Aa? x+Byt)y+Cz(t

%Fn
S

Un vecteur normal est donc Az (t)7(t) + By(t) 7(t) + C z(t) k(t) =

dans le repere (O, i0t), 7t), E(t)), c’est I'un des deux plans de vecteur normal N et situé & distance v/ Z—l de
2
0.

Exercice 111

1. {yll(;c)::yé()x): oder Y@ :C(; ézf(s)ds o JceR, zEZ :/ <C+/ f(s) >

y( )=y
& JeeR, y(x):c(x—a)+/lz (/a f(s)ds> dt

y(b) =0

<t< <s<
On a : {Z < Z Satc {Z< :<§ et (s,t) — f(s) est continue sur le domaine d’intégration, donc par la

formule de Fubini, / ( / (s ds> dt = ; ( / (s dt> ds = / (z — s) f(s)ds.

onc { Y () = f(x) c y(x)=c(x—a)+ [ (xz—s)f(s)ds
bone { H(TL L g 3o € o A

b b
Déterminonsc:c(b—a)—l—/(b—s)f(s)ds:O@c:—b1 /(b—s)f(s)ds.

—a
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_ b
On a donc une solution unique : y(z) = —ch ¢ / (b—s) f(s)ds + / (x—s) ds.
~a ),

Tr—a

T b T
Par la relation de Chasles : y(z) = — 7 / (b—s) f(s)ds — — / (b—s) f(s)ds +/ (x —s) f(s)ds
—a -a a
b

o) =~ [ (@ a-s)- (b—a)(w—S))f()ds——a (& —a)(b - 5) f(s) s

Comme (. —a)(b—s)— (b—a)(z —s) = —ms—ab—i—bs—i—ax—(s—a) — ), on a encore :

T b
o) = [ == 0 e ds+ o [ - ) fle)ds

(s —a)(x—b) (s —b)(x —a)

Avec les notations de I’énoncé, on a donc G1(s,z) = ——————= et Ga(s,2) = ——————=. Remar-

b—a b—a
X R . . (@=b)(x—a)
quons que ces polynémes prennent la méme valeur pour s = x, a savoir ———————=. On peut mettre y(x)

b
sous la forme y(z) = / G(s, ) f(s) ds en posant

W sia<s<u;
G:(s,2)— Y
% siz<s<hb.

2. OnaTyUTy =CetTyNTy = {(x,z), z € [a,b]} donc H est une application de C dans R si les valeurs
attribuées & ses restrictions a 77 et 15 coincident sur 77 NT5. On vérifie que H(z,z) = (a — z)(b — x) dans
les deux cas, donc :

| H est bien définie sur C. |

On peut mettre H(z,y) pour tout (z,y) de C sous la forme : H(z,y) = (a — min(z,y))(b — max(z,y)).
Comme les fonctions (z,y) — min(x,y) et (x,y) — max(z,y) sont continues sur C, H est continue sur C
par opérations élémentaires.

Comme C' est une partie fermée bornée de R?, son image par H est une partie fermée bornée de R, et en
particulier, H admet un minimum absolu sur C. Comme par exemple H(x,z) < 0 pour tout = de ]a, b, ce
minimum est strictement négatif.

H admet une valeur minimale strictement négative sur C. ‘

Notons dC la frontiere du pavé C. Pour tout (z,y) de 0C, H(z,y) = 0 donc le minimum absolu ne peut
étre atteint en un point frontiere.

Soit T; I’ensemble T} privé de ses points frontieres. 71 est un ouvert, et H est de classe C' sur T, puisque

c’est une fonction polynéme. Cherchons les points critiques de H sur T :
0H
o ——(@,y) =—(a—y) >0
V(z,y) €T, algf] donc pas de point critique, et le minimum absolu ne peut étre
——(2,y) =—(b—x) <0
dy
atteint en un point de cet ensemble.

(o)

On montre de méme que le minimum absolu ne peut étre atteint en un point de T's.
Donc ce minimum est atteint en un point de la diagonale {(z, z), = €]a, b[}.

a+b>2_ (b-a? _  (b—a)

vz €]a, b, H(x,x):(a—m)(b—ac):xQ—(a—i—b)x—i—ab:(x— 5 T 21
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b—a)? b
% si et seulement si z = %_

Le minimum de H sur C est — , atteint au centre de C'.

(b—a)®
1

Exercice IV

x(0 + 2km) = 2km R+ x(0) " { x(—0) = —x(0)
y(0 + 2km) = y(6) y(—0) = y(0)
donc on peut réduire 1’étude & [0, 7]. Pour obtenir I", on complétera I’arc v obtenu sur cet intervalle par son
symétrique 7 par rapport a Paxe (O; 7), par 'image de «y par la translation de vecteur —27 R7 et par I'image
de ~/ par la translation de vecteur 2w R7.

1. Pour k dans {—1, 1} et # dans un intervalle approprié : {

'(0) = R(1 — 0) = 2Rsin? £ > 0
Vo € [0, 7], { ch'((ei _ —l(QsinCQOS: )—2R sh:lélcon g <0 et on voit que le vecteur unitaire 7(#) = sin 47— cos &7
dirige la tangente en tout point de I'. En particulier, pour # = 0 (point stationnaire) la tangente est verticale.
0 0 0 Y
x' () 0 + 0 7TIR
z
x(0) 0 /" TR :
|
y'(9) 0 - 0 [
y® | 0\, 2R MR-
2. Sur lintervalle [0, 27|, la longueur () de I'arc de T" entre O et M () coincide avec I’abscisse curviligne
d
sur I' d’origine O. On a obtenu : — = 2Rsin § 7(#) avec 7(6) unitaire. Comme 2Rsin § > 0 pour tout ¢
ds

2 — =
de [0, 27], on a 0

0
On a done, sur [0,27] : s(f) = / 2Rsin § du = QR[ — 2cos %}
0

M
‘(11—9 = 2Rsing.

0

_ 0

. =4R (1 — cos 5).
Comme la fonction obtenue est paire, ’expression 4R (1 — cos g) est encore valable pour la longueur de ’arc
entre O et M(0) si 6 € [—2m,0].

V0 € [—2m, 2], s(0) = 4R (1 — cos §).

3. Ona7(f).7= —cos 4 <0 pour tout 6 de [, 7], donc

Notons (zp,yp) les coordonnées de P(6). On a P(0) = M(0) + 4R cos § 7(6) donc

zp=R(0—sinf) + 4R cos § sin § = R(6 —sin0) + 2R sin® = R(0 + sin0)

yp = R(cos§ — 1) — 4R cos® § = R(cos — 1) — 2R(cosf + 1) = R(—cosf — 3)
z(@+7m)=RO+7+sinf)=zp+7R
y(@+7)=R(—cosf —1) =yp + 2R
Lorsque 0 parcourt le segment [—7, 7], M (0 +7) parcourt I’arc de I' correspondant & U'intervalle [0, 2], donc
Parche de droite, et P() décrit 'arche qui s’en déduit par la translation de vecteur —m R7'— 2R J.

On constate que M (6 + 7) a pour coordonnées {

‘ P(6) décrit I'image de T' N (z > 0) par la translation de vecteur —r R7— 2R J. ‘
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Il s’agit de résoudre le probléme de Cauchy : 7(0) = oo
a'(0)=0
Les solutions de I’équation homogene sont de la forme :

on(t) = A cos (,/&t) + B sin( &t) = A coswt + B sinwt, (4, B) € R%

Une solution particuliere de ’équation compléte est : o,(t) = 4R.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle est donc {a : t— 4R+ A coswt+ B sinwt, (A, B) € RQ}.
0(0) =09 4R+ A =09 dou A= 0y —4R.

o'(t) = —A sinwt + B coswt donc ¢/(0) = 0 < B = 0. L’unique solution est donc :

‘a: t— 4R+ (09 —4R) coswt.‘

m03dt3ca.tex - page 7



