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Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

I. Caractérisation des matrices symétriques définies positives.

Dans toute la suite du probléme on notera (X|Y) = !XV le produit scalaire canonique de R" et (eq, e, ...,€,)

la base canonique de R™.

I.A - Les deux questions résultent immédiatement du fait que A est orthodiagonalisable pour le produit scalaire
canonique de R™ en tant que matrice symétrique réelle et donc que dans une base orthodiagonalisante on a

EXAX = (X|AX) = Y Xi(2))? en notant (x}) les composantes de X dans cette base. [
i=1

1.B.1) Notons B la forme bilinéaire symétrique définie positive i.e. le produit scalaire dont la matrice dans la base
canonique est A et B; la restriction de ce produit scalaire & E; = vect(eq,ea, ..., €;).
DEF

B; est naturellement un produit scalaire sur E; et sa matrice dans la base vect(e, ez, ...,e;) est A ce qui
prouve que A est définie positive. [

1.B.2) Sin =1 et A vérifie Py alors A = (a) avec a > 0 donc A € S1(R).
Sin =2 et A vérifie Py alors A = (CCL Z) avec a > 0 et ab— c? > 0 (ce qui implique b > 0).

Or en notant (A1, A2) le spectre de Aona Ay +X o =a+bet Ao =ab— ¢? donc la somme et le produit sont
strictement positifs donc les valeurs propres également ce qui prouve que A € S3(R) par la question I.B. O

1.B.3) a) Comme A est symétrique réelle il existe une base orthonormée de vecteurs propres (£1,€2, ...,En41) COrTES-
pondant au spectre (A1, Ag, ..., Adny1).
Comme A n’est pas définie positive on a (quitte a changer la numérotation) A; < 0.
n+1
Or det(A) = [] A et det(A) > 0 puisque A satisfait Pp41. Donc A # 0 d’ott A\; < 0.
i=1
n+1
Mais comme [[ A; > 0 il existe au moins un indice p > 2 tel que A\, < 0. Quitte & renuméroter on suppose
i=1
p = 2. Alors €7 et €2 sont bien deux vecteurs indépendants associés a des valeurs propres A\; et Ay (pas forcément
distinctes) strictement négatives. 0O

b) Notons a; et as la derniére composante de €1 et €2 dans la base canonique.
e Si a; par exemple est nul alors €; répond & la question car ‘e; Aey = (£1]Aeq) = Mille1]|* = M1 < 0.

. 12 1 1 N . .
e Si ajas # 0 considérons X = —e; — —e¢5 dont la derniére composante est bien nulle. Il vient :

aq Q2
EXAX = (X|AX) = (ial — LEQ i)\1{:‘1 — i)\262) = )\—; + )\—g <0
a1 as T lag Qg ay oy

Ainsi dans tous les cas il existe X dont la derniére composante est nulle tel que X AX < 0. O

c) Notons Y I'élément de M,, 1(R) constitué des n premiéres composantes de X.

(n)
Avec des notations claires notons par blocs X = <§6 et A= AL g) (ainsi C' est la colonne constituée
des n premieres composantes de la derniere colonne de A et L est la ligne formée des n premiers éléments de la
derniere ligne de A).

. Ay
Il vient AX = < C

Ainsi 'Y AMY < 0 ce qui est impossible puisque A" vérifie évidemment P, donc est définie positive par
hypothese de récurrence.

> et donc tXAX =ty AMY,

La propriété demandée est vraie au rang 1 et est héréditaire donc est établie pour tout entier n non nul. [

0 0
0 -1
Cependant A n’est pas positive car —1 est valeur propre. [

I.C. Soit A= ( ) Alors A € So(R), vérifie det A =0>0et det A=0>0.

I.D. Dans la procédure qui suit une matrice A est représentée en mémoire par une liste de listes : la liste des lignes.
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def_pos := proc(A)
n := nops(A): k:=1: test:=evalb(A[1][1]>0): B:=[[A[1][1]]1]:
while (k<n) and (test=true) do
B:=NULL:
for i from 1 to k+1 do B:=B,A[i][1..k+1] od:
B:=[B]:
test:=evalb(det(B)>0):
k:=k+1
od:
(k=n) and (det(A)>0)
end:

II. Etude d’une suite de polynomes.

II.A. Elle est biléaire symétrique positive par positivité de I'intégration. En outre si (P|P) = 0 alors P s’annule sur
[0,1] par théoréeme de positivité “amélioré” et donc P est nul en tant que polyndéme admettant une infinité de
racines. [

II.B. P, étant de degré 2n, P,g") est de degré n.
Le coefficient de X™ est clairement (—1)™ donc pm (0) = (—=1)™n! par la formule de Taylor des polynomes.
Or P,(X) = P,(1 — X) donc PM(X) = (-1)kPM (1 — X) dott PP (1) = (=1)* P (0).
En particulier Pﬁ")(l) =n! O

II.C. n!l<Q,L, >=< Q,P,g") >= [QR(Infl)Ll)— < Q',P,(Infl)] > par intégration par parties.
Or P, étant de valuation n, il vient PS" (0) = 0 pour 0 < k£ < n— 1. Donc on a aussi P,(Lk)(l) = 0 pour
0 < k < n —1 par la question précédente.
Ainsi < Q,P{™ >=< @', P" ™V >=< Q" P{""? >= ... =< QW, P\ >=< 0, P{" >=0.

En d’autres termes L,, est orthogonal & R,,_1[X] pour n > 1 et la famille (L,,) est donc une base (classiquement
puisque L, est de degré exactement n) orthonormale de R[X]. O

I1.D.1) Toujours par parties pour n > 1 :

1 1 _ 1 n2 1
/ P(t)dt = —~ / t”“(l—t)”*ldt:M/ 21— 2dt = ... = (n) / " dt.
0 n+1Jo (n+1)(n+2) Jo 'Jo

12
Ainsifn_@LJ'r)l)'sin>1etfo_1. 0
n !

I1.D.2) Par parties en tenant compte de PP (0) = Prgk)(l) =0pour 0<k<<n—-1:

12
< P P s—c PO D S pP poss (an), By S = (20)1, = DT
2n+1
1

2n+1

Comme P,g")(l) = nlil vient donc < Ly, L,, >= O

II.LE. Compte tenu de ce qui précede la famille (K,,) avec K,, = v/2n+1 L, répond & la question (le coefficient
|
dominant de K, étant v/2n + 1 @) O
n!

Soit (@) une famille vérifiant ces deux conditions. Alors nécessairement Qo = 1 = K.

Supposons que Qr = K pour k < n. Alors Q41 et K41 dirigent tous deux la droite supplémentaire ortho-
gonale de R, [X] dans lespace euclidien R, 41[X] muni du produit scalaire < .,. > donc sont proportionnels.
Comme tous deux deux sont de norme 1, on a (0,41 = £K,11 et finalement il y a égalité puisque les coefficients
dominants sont positifs.

Ainsi par récurrence Q,, = K,, pour tout entier n. [
IL.F. Un calcul immédiat donne Ko =1, K; = v/3(2X — 1) et Ko = /5(6X2 - 6X +1). O
III. Matrices de Hilbert.

III.A.1) 1l vient immédiatement Hy ' = <_46 Iz6)
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6x + 3y + 2z = 6a
En résolvant par la méthode du pivot le systeme { 6z +4y + 3z =12 on obtient que Hj est inversible et
20z + 15y + 12z = 60c
9 —36 30
que Hy' = | -36 192 —180 | O
30 —180 180

II1.A.2) En soustrayant la derniére colonne de A, 1 & toutes les autres on obtient un déterminant dont I’élément de
n+1l—j
(n+i)i+75-1)

On peut donc mettre en facteur

place (i,7) avec j < n est et celui de place (¢,n + 1) inchangé soit %
n+i

n-+1

_ 12
o 1;1((71_’_ 21))(12 m 1)Dn+1 = (Q(ni;i—)l)'DnH avec Dy 41 le déterminant dont 1’élément de

place (i,7) avec j < n est E— et la derniére colonne composée uniquement de 1.
i+j—
En soustrayant la derniere ligne de D, 11 a toutes les autres on obient par développement suivant la derniere
n+1—1
(n+)i+i—1)

dans la ligne 7 et n + 1 — j dans la colonne j avec j < n.

Ainsi AnJr 1 =

colonne que D,, 11 = D), ou D/, est le déterminant d’ordre n dont I’élément en place (7, j) est

. . . 1 .
On peut donc mettre en facteur n + 1 — ¢ dans la ligne i et p—— dans la colonne j.
n+)j

NP n(n—1)...1 _(n)?
Alnst Dy = o ), ot T @
(nh)*
2n)!(2n + 1)!

—~

En concluson on a bien A, 1 = n

4

IIT.A.3) Par une itération immédiate on en déduit A, = s O
Con

IIT.A.4) Comme A,, # 0, H,, est inversible. En outre :

| |
1741-1 = a, At avec ay, = 7(271)'(2” +1)! = (2n + 1)(

(nl)?*

Comme A7' =1 on en déduit bien que det(H,; ') = A, = ajag...a, 1 €N. O

(2n)(2n_1)...(n+1))2

n!

— 2n+1)(C3,)° eN

IIT1.A.5) Comme H,(lk) = Hj, et que Ay > 0 pour tout k, la matrice H,, est définie positive par la partie I. Donc ses
valeurs propres sont strictement positives. [J

IT1.B.1) Par le théoréme de la projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie dans I'espace préhilbertien
réel E = C°(]0, 1], R) muni du produit scalaire < .|. >, il existe un unique polynéme II,, répondant & la question
: la projection orthogonale de f sur R,[X]. O

II1.B.2) Pour g € F on note N(g) = Sup |g(¢)|. Par positivité de 'intégration il vient ||g|| < N(g).
te[0,1]

Comme R, [X] C Ry, 41[X] la suite (|| f —1II,|) est évidemment décroissante donc converge vers une limite £ > 0.
Par ailleurs par le théoréeme de Weierstrass il existe une suite de polynémes (R,,) convergeant uniformément sur
[0,1] vers f (notons qu’on ne suppose pas que R, soit de degré n).

Il vient alors pour tout entier n : £ < || f — I, || < ||f — Ral| < N(f — Ry) donc £ < 0 par passage a la limite.
Ainsi lim [ —1,[[=0 O

I11.B.3) Immédiat par définition de la matrice d’une forme bilinéaire dans une base. 0O

On retrouve ainsi que H,, est définie positive sans passer par le pénible calcul des déterminants.

II1.B.4) Puisque (K;)o<i<n €st une base orthonormée de R,,[X], la formule de la projection orthogonale montre que
n

Hn:Z <Ki,f>Ki.

i=0
< Ko, f >
y < qs . . / < Klu f >
C’est a dire que la matrice des coefficients de II,, sur la base (K;) est C},,; = .
< K, f>
Notons P,41 la matrice de passage de la base canonique de R, [X] & la base (K;).
<1l,f>
<X, f>
La linéarité du produit scalaire montre alors que C}, | = "Pp 41 ; ! (1).
< X" f>
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Par ailleurs la matrice de < .|. > dans la base (K;) est Id,,11 et H,1 dans la base canonique. Donc la formule
de changement de base pour les formes bilinéaires montre que (*Pry1) ' Py Yy = Hypq (2)
La formule de changement de base pour les vecteurs montre que les composantes de II,, sur la base canonique
sont données par Cp 41 = P,41C), ;. Les relations (1) et (2) prouvent alors que :
<1l,f>

. , — <X, f>

Les composantes de II,, sur la base canoniques sont données par Hn 1 ; (Il
<X™ f>

II1.B.5) Dans l'exemple de 1’énoncé, les composantes de I sur la base canonique de Ro[X] sont donc données par

9  -36 30 14

—36 192 —180 | [ g2 | O

30 —180 180 L
4

IV. Propriétés des coefficients de H, '

IV.A.1 Avec IIL.A.1) il vient s; = 1, s3 = 4 et s3 = 9 de sorte qu’on peut conjecturer que s, = n?. [0

IV.A.2) Le systéme proposé s’écrit H, X = U,, en notant U,, la matrice colonne dont tous les coefficients sont égaux
a 1. Comme H,, est inversible, il admet une unique solution : H, 'U,. O

(n)

n—1
1l en résulte que a'™ est la somme des termes de la ligne i de H; ! donc que s, = 5. a™. O

n—1 n—1 (n) n—1 n—1 a(")
IV.A3) <5,,Q >= > (ap 3 ag” < XP, X4 >) => (ap > qi) Z a, dapresIV.A2.a) O
=0 p=0 k=opP+q—1 p=0

IV.A.4) En particulier avec Q = S, il vient (d’apres IV.A.2.b) s, =< Sy, Sy, >= Z /32 en notant (3; les composantes

p_
de S, sur la base orthonormée (K,).
(n)
Qg Bo
a{" b1
Notons A,, = ! , Bn = . et comme précédemment P, la matrice de passage de la base canonique
a’Eln—)l ﬁn—l

a la base (Kp).
Il vient B, = P, 1A, = P,YH, 'U,. Or par la relation (2) de II1.B.3) on a H,, ! = P,'P,.
Donc B, = 'P,U, ce qui revient a dire que 3, = Kp(1).

n—1
Ainsi s, = Y K,(1)2 O
p=0

IV.A.5) Compte tenu de la partie I. K,(1) = /2p+ 1L,(1) = /2p + 1'P(n1)(1) .P,g")(l) =v2p+1 O

n—1
IV.A.5) Ainsis, = Y. 2p+1=n? O
p=0

p—1
IV.B.1) Powrp>1:22=(14+1)?=2 kX_:O Cgp + €%, donc C5 est bien un entier pair. [J

Pourn>1et 1 <p<nilvient :

p oew_ (Pt ml_ (ntpl 1 (ntp)! 2P 3
T I e R g R 7] N R T R R

qui est bien un entier pair vu la question précédente. [

IV.B.2) Dapres la partie I1. il vient A, — L, — iP,E"’ puisque P (1) = nl.

Notons A, (X) = Z A n)Xk Comme P,(X) = > (=1)"~*Ck x7t* il vient :

k=0
n—kCk (n—i—k)(n—i—k'— Do (k1) _ = (~1)kcCk CnJrk pourn>let0<k<<net /\E)n) =(-1)".
n!

Donc A, est bien un polynéme a coefficients entiers. En outre d’apres la question précédente tous ses coefficients
sont pairs sauf le terme constant qui vaut (—1)". O

AP = (—1)
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IV.B.3)

a)

b)

Avec les notations de IV.A.4) nous avons H,, ' = P,'P, et la colonne j de P, est constituée des composantes
de K;_1 sur la base canonique donc son coefficient d’indice (i, j) est p(") V2ji—T1- )\l(-i_ll) pour 1 <i<jet0
sinon. . )

Donc hl(-;l’n) = Z (pgr;)) = > (2k-— 1)()\&;1)) est bien un entier d’apres IV.B.2) O
k=1 k=1

En particulier puisque )\ékfl) = (=1)*71 il vient hgjll’n) =Y (2k - 1)()\ék 1)> E (2k—1)= O
k=1 k=1

2
De méme hi ™ = (2n — 1)(/\ " 1)) cor A = (-t ons C” _ ;) par la question précédente.

n—1
2
Donc h%}}’n) =(2n-1 (Cg(nl 1)) O

Considéronsi 7.1 Vlent :
k—1) \ (k—1
Z P = kZ(Zk —DAETIAED ()
j
Comme Hn est symétrique cette expression est valable pour tout couple (i, j) et prouve, d’apres IV.B.2), que
les coefficients de H, ! sont des entiers. [

Comme \*) est divible par 2 pour 1 < r < s d’apres IV.B.2), l'expression (1) ci-dessus montre en outre que

h( 1,n)

ij est divisible par 4 pour i,5 > 2 O

FIN
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