Corrigé du probléme Centrale-Supélec 2012 (math 2)

I) Suites récurrentes linéaires

I.A) Considérons I'ensemble J, = {4 e K[X] / A(0) (x) = 0}.

Celui-ci est non vide (il contient le polynéme nul) et :

*Si A, BeJy,alorsona(4—B)(0)(x) =A(0)(x)—B(o)(x) =0et 4 — BeJ,.
*Si AeK[X], si BeJ,, alorson a (4AB) (o) (x) = A(cd)oB(o) (x) =0 et ABeJ,.
I1 en résulte que J, est un idéal de K[.X] dont on notera B le polyndme minimal.

I.B.1) Si le polynome minimal B est de degré 0, c'estadiresi B=1,0ona:
B(o)(x) = Id(x) = x = 0.
Si le polyndme minimal B est de degré 1, c'estadiresi B=X —A (AeK),ona:
Blo)(x) = o(x)—Ax = 0.
Comme o associe a la suite x = (x,,) la suite o(x) = (x,,1), les suites qu'on obtient ici
sont les suites (x,) telles que x,,,; = A x,,, donc I'ensemble des suites géométriques.

Si le polyndme minimal B est B = (X — 1) ona:

B(o)(x) = 0?(x)=20(x)+ x = 0.
Il s'agit donc des suites x vérifiant x,, ., —2x,,1 +x, =0, c'est a dire des suites définies
parx, = an+ favec a, fekK.

[.B.2) On suppose que x, =0, x; = —1, x, =2, puis que x,,.3 +3x,,.0 +3x,,1 +x, =0.
Cette suite est dans le noyau de (o + Id)*, et son polyndime minimal est un diviseur de
(X +1)%, clestadire 1, X + 1, (X + 1)? ou (X + 1)°.

Si xeKer(o+1d), on a x, = (—1)" xy = 0, ce qui est exclu ici.

Si x e Ker(o + Id)?, il existe a, BeKtels que x, = (—1)" (@n+ p).

Comme xy =0,ona f=0.Commex; =—-1,onaa=1.

Etalors x, =2 a + =2, ce qui est bien le cas.

Donc x appartient a Ker(o + Id)? et le polynéme minimal de x est donc (X + 1)2.

[.C.1) L'ensemble R 4(K) est I'ensemble des suites x telles que A(o) (x) = 0.
C'est le sous-espace Ker(4(c)) de KN dont la dimension est p = d°(4) car I'application
xeR4(K) — (xo, X1s s xp_l) e K? réalise un isomorphisme de R ,(K) dans K” car c'est
une application clairement linéaire et bijective : pour tout p-uplet (ao, ai, ..., da p—l) eK?,
il existe en effet une seule suite de R,(K) telle que xo = ag, x| =ay, ..., X, =a,_y, et
vérifiant la relation A(0) (x) = 0, c'est a dire :

Vnz0, apXpip+d, 1 Xpp1t+ o +a1Xq +a,x,=0.



I.C.2) Si A(X) = X7, R4(K) est I'ensemble des suites x telles que o”(x) = 0.

C'est donc l'ensemble des suites x telles que x), =x,.1 =x,,p = ... =0, cest a dire
I'ensemble des suites de la forme (xo, X1s wees Xp_1s 0, ..,0, .. )

Une base de cet espace est clairement constituée des p suites (0, ...,0,1,0, ..., 0, ...) ou
I'élément 1 est situé a 1'une des positions 0, 1, ..., p-1.

1.C.3) Montrons par récurrence sur p que, lorsque 4,(X) = (X — A)”, les suites de la forme
n — x, = Q(n) A" (avec d°(Q) < p) appartiennent a R ;,(K) :
- ¢'est vrai pour p = 1 car la suite n — x;“ = A" appartient a Ker(o- — Id) = Ker(4,(0)).
- supposons le résultat vrai pour un entier p = 1.
Pour d°(Q) < p + 1, la suite n — xszp D O(n) A" vérifie alors :
XD AP = (Q(n + 1) = Q) U = R(m) A"
Il est aisé de voir que le degré de Q(X + 1) — O(X) est strictement inférieur a celui de Q.

Donc d°(R(X)) = d°(Q(X + 1) — O(X)) < p, et la suite précédente appartient a R 1K)
(0 — A1d) x*V eKer(o — 1d)? = Ker(4 (o).

Il en résulte que xP*V e Ker(o — Id)P*! = Ker(A er1(0')).

La démonstration par récurrence est ainsi achevée et on a €tabli que :
E K ={n — 0m) A"/ QeK,_j[X]} ¢ R, (K).

Comme £ 4,(K) est non vide (il contient la suite nulle) et stable par combinaison lineaire,
c'est un sous-espace de R 4,(K). De plus, il est clair qu'une base de E4,(K) est formee des
p suites n — n¥ A" avec 0 < k < p — 1 (c'est en effet une famille génératrice, dont on peut

vérifier facilement qu'elle est libre).
Ainsi, E 4p(K) est inclus dans R 4p(K) et ces deux espaces ont méme dimension p : ils sont

donc égaux, eton a: RAp([K) = {n — QO(n) A"/ Qe[Kp_l[X]}.

1.D) On aici R4 (o) = Ker(4(0)) = Ker(c""0 o (o — A, Id)"1 o ... o(0 — Ay Id)md).

Comme les scalaires 0,4, ..., A; sont ici deux a deux distincts, les polyndmes
X, X—-X, ..., X =2, sont donc deux a deux premiers entre eux, et leurs puissances
X" (X =A™, ..., (X —21,)"d le sont donc aussi.

Le théoréme des noyaux s'applique donc et donne :

R 4(0) = Ker(A(0)) = Ker(c"0) @ Ker(o — A, 1d)"1 & ... & Ker(o-— A, 1d)".
Rappelons que Ker(O'mO) est formé, d'apres 1.C.2, des suites nulles a partir du rang m,.
Donc tout élément x de R 4(0) s'écrit de fagon unique sous la forme suivante pour n = my:

Xy = Ql(l’l) A}il + ... + Qd(X) )tz avec do(Ql) <mi, ..., do(Qd) <myg.
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IT) Matrices de Hankel associées a une suite récurrente linéaire

On suppose que x est une suite récurrente linéaire de polyndme minimal B (d°(B) = p).

II.A.1) On sait, d'apres 1.C.1) que Rp(K) est stable par o, et on en déduit que les p suites

x, 0(x), ..., P H(x) appartiennent a Rp(K) et comme dim(Rp(K)) = d°(B) = p, il suffit

d'établir qu'elles sont libres pour qu'elles forment une base de Rp(K).

Or si ces p suites sont liées, il existe des scalaires g, @y, ..., @,_; non tous nuls tels que :
@ x+a; (X)) + ... +@, o l(x) = 0.

ce qui signifie aussi qu'on a A(0) (x) =0ou A(x) =g+ a1 X + ... +@,_, xr-l 0.

C'est évidemment contradictoire puisque d°(4) < p = d°(B).

On en déduit que rg(x, o(x), ..., U"‘l(x)) = min(p, n).

II.A.2) Considérons l'application linéaire ¢, : ve Rp(K) — (vg, vy, ..., v,_1) € K".

Sin = p, alors ¢, est injective carona vy = ... =v,_; =0,donc vy = ... =v,_; =0, et
ceci implique, avec la relation de récurrence liné€aire B(o) (v) = 0, I'égalité v = 0.

Le théoréme du rang donne alors : rg(p,) = dim Rp(K) — dim(Ker(¢,)) = p — 0 = p.

On pourra de plus remarquer que ¢, réalise donc un isomorphisme de Rp(K) sur K?.

Or la matrice de ¢,, dans la base (x, o(x), ..., O'P‘l(x)) de II.A.1 s'écrit :
xo xl cen xp—l
xl xz oo xp
M(py) = X2 X3 === Xp41
Xpo1 Xn o Xpgpoi
Cette matrice a donc pour rang rg(¢,) = p, et la matrice H,(x) est définie par :
Xo X1 ot Xy
xl Xz oo xn
Hy(x) = X X3ttt Xy
Xp=1 Xn --- Xop-2

Comme n = p, les p premieres colonnes de H,(x) sont indépendantes et rg(H,(x)) = p.
Et on a rg(H,(x)) = p car chacune des n — p derni¢res colonnes est combinaison linéaire
des p — 1 colonnes précédentes d'apres la relation B(o) (x) = 0.

En effet, si B(X) = X7 + Bp-1 Xty o+ Bo, on a VneN, x,,, = —Z,f;(} Bi Xptp> d'out

par exemple pour la (p + 1)*™ colonne (et on fera de méme pour les suivantes) :

Xp Xk
Yp+1 p-1 Xie+1
Xp+2 | = —Z Br| Xk+2

: k=0 :
Xp+n—1 Xk+n—1




I1.B.1) Considérons une suite récurrente linéaire x d'ordre m et supposons rg(H,,(x)) = p.
Si B le polynome minimal de x, dont le degré vérifie donc d°(B) < d°(4) = m, il résulte de
ce qui précede que rg(H,(x)) = d°(B) pour n = d°(B), donc pour n = m.

Or on a rg(H,,(x)) = p, ce qui établit que d°(B) = p et montre que x est d'ordre minimal m.

La matrice H, . (x) étant d'ordre p+1 et de rang p, son noyau (c'est a dire celui de
I'endomorphisme associé¢) est de dimension 1 et dirigé par un vecteur (bo, by wos bpy, 1)

(la derniére composante est non nulle, et on peut la supposer éventuellement égale a 1, car
sinon, les p premicres colonnes seraient liées et H ,(x) ne serait pas de rang p).

I1.B.2) D'aprés ce qui précéde, on a H,,(x) ¥V =0 ou V = (by, ..., b,_y, 1), soit :
Xo X o xp by 0
X1 X2t Xpyd b, 0
Xy X3t Xpyo Sol=1 )
b, 0
Xp Xpil .- X 1 0

Il en résulte qu'on a (en posant b, = 1) :

)4 )4 )4
Zbkxk:Zbkka = ... :Zbkxk+p: 0.
k:O k:o k=0

En posant B(X) = X? + bp_l xrly 4 by, ces relations montrent que ¢,(B(0) (x)) = 0.
Comme ¢, est un isomorphisme d'apres 11.A.2), on en déduit que B(o) (x) = 0.
Et comme x est d'ordre p et que d°(B) = p, B est donc le polyndme minimal de x.

I1.C.1) Pour obtenir le vecteur x := (x[0], ..., x[n]), il suffit de programmer I'algorithme :
Donnern (n = 4);

x[0]:=1; x[1]:=1; x[2] :=1; x[3] :=0;

pourk de 0 a n—4 faire x[k + 4] := x[k + 3] -2 x[k + 1];

ce qui donne avec Maple par exemple :

Centrale2012 := proc (n)

local k, x; x[0] :=1; x[1] :=1; x[2] := 1; x[3] := 0;

for k from 0 to n-4 do x[k+4] = x[k+3]-2*x[k+1] end do;

print(x)

end proc

I1.C.2) La suite récurrente linéaire est a priori d'ordre 4, et on forme Hy(x) :

Xo X1 X2 X3 1 1 1 0
Hyx) = X X X3 X4 _ 1 1 0o -2 .

Xy X3 X4 X; 1 0 -2 -4

X3 X4 X5 Xg 0 -2 -4 -4

On vérifie, par exemple en calculant les déterminants successifs (avec det(H4(x) = 0), que :
rg(Hy(x)) =1, 1g(H(x)) =0, rg(H3(x)) =3, rg(Hy(x))=3.



Centrale-Supélec 2012 5

D'apres I1.B, la suite x est d'ordre minimal 3, et d'apres 11.A, rg(H,(x)) = 3 pour n = 3.

II.C.3 et4) On a A(0) (x) = 0 avec le polyndme suivant :
XX 42X = XX+ D(X?-2X+2)=XX+ DX - 1+) (X -1-10).
D'apres les résultats de 1.D, il existe des scalaires a, 5, y tels qu'on ait pour n > 1 :
X, =a(=D"+ B+ )" +y(1 —i)".
Compte tenu de x; = x, = 1 et x3 = 0, les scalaires «, 8, y sont déterminés par :
x;=-—a+pl+)+y(1-i) =1.
xo= a+ B+ +y(1—-i? =1
xy=—a+ B+ +y1 -0} =0.
Comme 1 + i sont les racines de X?> —2 X +2,onadoncx3 —2x, +2x; = -5a = 0.
Ainsi « est nul et la suite x appartient a Ker(B(oc) ou B(X) = X(X -1+ (X —-1-1i),
et le polyndme minimal de x est donc ce polyndme de degré 3 :
BX)=XX-1+)(X-1-i)=X-2X>+2X.
En reprenant le calcul précédent, les deux premicres équations s'écrivent :
x1= BA+D)+y(1-i) = 1.
X = B+ +y(1—if =1.
1-i 1+i

On en déduit facilement 8 = T’, Y=o etpourn=1:

Xp = % T+ P+ -0t = (\/?)'H cos((n -1 ;—T)

I1.C.5) La forme de la relation de récurrence considérée démontre qu'on ne change pas
les x,, pour n = 1 en ne modifiant que X, ici égal a 1/2, de sorte qu'on a :

Xo X] Xp X3 % 1 1 0
H(x) B X1 Xp X3 Xy _ 1 1 O )
[N ECRE-SEVRE SN B IR Sy |

X3 X4 X5 Xg 0 -2 -4 -4

On vérifie de méme en calculant les déterminants successifs (avec det(H4(x) = 0), que :
re(Hi(0) = 1, 1e(Hy(x) =2, re(H3() =2, rg(Hyx) = 2.

D'apres I1.B, la suite x est d'ordre minimal 2, et d'apres 11.A, rg(H,(x)) = 2 pour n = 2.

Et comme les x,, n'ont pas été modifiés pour n = 1, on a encore pourn = 1 :

X, = % ((1 +i) (- i)”_l) = (\/;)n_l cos((n -1 g)

III) Valeurs propres des matrices de Hankel réelles
IIT.A.1) Les matrices de Hankel réelles sont des matrices symétriques réelles, et on sait
que leurs n valeurs propres distinctes ou non sont réelles, soitA; = A, = ... = A,,.

III.A.2) Si (A, A, ..., A) avec A eR* est le spectre ordonné d'une matrice de Hankel H(a),
cette derniére, qui est symétrique réelle, donc diagonalisable, est semblable a A 7,,, et donc
¢gale a A [, (puisque la seule matrice semblable a A /,, est A I,;). On a donc H(a) = A [, et
ceci implique ag =a; = ... =a,_; =0, etdonc H(a) =0, d'ou A = 0 : contradiction.




II1.B.1) Si M est une matrice de Hankel, elle est symétrique réelle et diagonalise donc en
base orthonormale, et par invariance de la trace par similitude, on obtient par comparaison
des traces dans la base canonique et dans une base orthonormale de vecteurs propres :

n n—1
Tr(M) = Tr(H(a)) = Z A = Z ayy.
k=1 k=0
De méme, par comparaison des traces dans ces mémes bases, on a :
n—1 2n-3 2n-2
Te(M?) = Tr(H?(a)) = Z)@ :Zak+zak+ + > @+ ) a

k=n-2 k=n-1
Ce qui s'écrit aussi :
2n-2

ZAZ —Z(k+1)ak+ Z Qn-k-1)d.

[11.B.2) Compte tenu des résultats précédents, un calcul immédiat donne :

v, w) = an Arp—2 = Zn: A
k=1 k=1

Ce qui s'écrit aussi :

p-1 n—1
o= Qk+Dad, + Y @n-2k-1)a};.
k=0 k=p

Et compte tenude 2 p<n+1<2 p+1 (car p est en effet la partie enticre de (n + 1)/2),
on obtient par ajout des termes respectifs (2 k£ + 2) a% el Et@2n—=2k-2) ag kel -

n—1 2n-2
(v, v sZ(k+1)ak+ Z Qn-k-1)d} _Z)@
k=0 k=n k=1

[11.B.3) Un calcul immédiat permet d'écrire :

PO n—l)ZAz—2 DA

l=<i<j<n l=<i<j<n

D'autre part, on note que :

(Za) ZA2+2 Z A
i=1 l<i<j<n

On en déduit finalement que :

2
DW=y —nZ?LZ [ZA] :niﬁ—(v,wﬂ
I<i<j<n i=1 i=1

Avec l'inégalité de Cauchy- Schwarz 11 en résulte que :

DW=y Zﬁ VP flwl > = —||w||2)zn] = KnZH]A%.
i=1 i=1

l<i<j<n
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II1.B.4) Pourn =3, 0na [lwl|* = % et I'inégalité s'écrit lei<j53 A; — Aj)z > % 2?21 /\% :

2T +23+23) = 34 4+ 3 +234)).

[I.C.1) La matrice B considérée ici s'écrit (selonquen=2p—-1oun=2p):

00 0 010
00 0 01

00 0 000

00000 00 -2000

By =[00 200 o By=l o 0ol
00 0 00

L0 0 00 10 0 000

00 0 000

Le rang de B est 3 et 0 est valeur propre d'ordre n — 3 puisque B est diagonalisable.
Il est clair que les vecteurs suivants sont propres pour B, ,,_; :

* (1,0, ..., 0, 1) est vecteur propre associé¢ a 1.
* (1,0, ..., 0, —1) est vecteur propre associ¢ a -1.
* (0, ...,0,1,0, ..., 0) (avec 1 au milieu) est associé a -2.

Le spectre ordonné de B, ,_; estdonc 1, 0, -1, -2.
On obtient le méme résultat avec B, ,, par une adaptation immediate des vecteurs propres.

I.C.2) Soit M = H(a) e M,(R) et A; = A, = ... = A, son spectre ordonné.
Formons alors le produit AB (par exemple dans le cas B =B, ,_;):

a0 a1 e Dp3 p23Y0 ...0... 0 ...0... 1
aj Ay ... Aypp Aypg ot 0
AByp, = : : : : 0O ..0... =2 ...0... 0.
Ayp-1 Ayp oo QA4p6 A4p-s 0
azp_z a2p—1 Cl4p_5 (14p_4 1 ...0... 0 ...0... 0
azp_z 0 0 —2Clp_1 0 0 ap
azp_l L. . L. . a

AB2p_1: azp 0..0 —2612p_2 0..0 ay

a4p_4 0...0 —2613p_3 0..0 a2p_2
I1 en résulte que Tr(A B, p_l) =2 (a2 p—2— @ p—2) = 0 et on procédera de méme avec B, ,,.

Le résultat rappelé sur les traces donne alors :
n

n
D @Bt = 20—+ A, < THAB) =0 < > i fi=A = A,y =2,
i=1 i=1

On en déduit finalement que 2A; + A, -4, =0etd; —A,_; —22,=0.

III1.D.1) On observe que a — ¢ est valeur propre associée au vecteur (1, 0, —1).
On en déduit la factorisation suivante du polynome caractéristique :

det(X Is —H(a, b, ¢, b,a) =(@a—c—X) (X* —(@a+2) X + * +ca-2b%).



Par conséquent, les trois valeurs propres de H(a, b, c, b, a) sont :

a 1
a-—c, —+ciE\/a2+8b2.

2

III.D.2) On cherche a, b, c tels que A; = A, = A5 avec :

a 1 a 1
/11:E+c+5\/a2+8b2, A =a-c, ?L3=—+c—5\ja2+8b2.

2
Ces égalités équivalent aux trois suivantes :

1 1
a:§(/\1+2)tz+)t3), C=§(/\1—7LZ+A3), Va>+8b% =24 - ;.

Compte tenu de A = A3, on peut €lever au carré la derniere de ces égalités, d'ou :

bz—l()t —)L)Z—L()L +20, +03)°
_8 1 3 7 1 2 3) -

Or on vérifie en développant que la positivité du produit (2A; +1, —23) (24, + A, + A3)

équivaut a celle de l'expression é()tl —A3)? - 71—2 (A; +22, +13)%, ce qui assure donc

l'existence et 'unicité d'un réel b = 0 vérifiant 1'égalité précédente, et donc de a, b, c.

II1.D.3) Pour n = 3, la condition nécessaire III.3 est donc aussi suffisante d'apres ci-dessus.
En revanche, la condition nécessaire III.1 n'est pas suffisante car pour un triplet (A, 1, 1)

avec A = 1, celle-ci s'éerit 2 (A — 1) = K3(2 +2) = £ (A +2) ou 202 — 61+ 12 0.

Or les deux racines de cette équation vérifient cette inégalité, mais ne vérifient pas

l'inégalité nécessaire I11.3, dont la premicére s'écrit en effet A = 3.




