
Corrigé du problème Centrale-Supélec 2012 (math 2)
     

 I) Suites récurrentes linéaires
I.A) Considérons l'ensemble Jx = 8A e @X D ê AHsL HxL = 0<.
Celui-ci est non vide (il contient le polynôme nul) et :
• Si A, B e Jx, alors on a HA - BL HsL HxL = AHsL HxL - BHsL HxL = 0 et A - B e Jx.
• Si A e @X D, si B e Jx, alors on a HABL HsL HxL = AHsLÎBHsL HxL = 0 et AB e Jx.
Il en résulte que Jx est un idéal de @X D dont on notera B le polynôme minimal.

I.B.1) Si le polynôme minimal B est de degré 0, c'est à dire si B = 1, on a :
BHsL HxL = IdHxL = x = 0.

Si le polynôme minimal B est de degré 1, c'est à dire si B = X - l Hl e L, on a :
BHsL HxL = sHxL - l x = 0.

Comme  s  associe  à  la  suite  x = HxnL  la  suite  sHxL = Hxn+1L,  les  suites  qu'on  obtient  ici
sont les suites HxnL telles que xn+1 = l xn, donc l'ensemble des suites géométriques.

Si le polynôme minimal B est B = HX - 1L2, on a :
BHsL HxL = s2HxL - 2 sHxL + x = 0.

Il  s'agit  donc  des suites  x  vérifiant  xn+2 - 2 xn+1 + xn = 0,  c'est  à  dire  des  suites  définies
par xn = a n + b avec a, b e .

I.B.2) On suppose que x0 = 0, x1 = -1, x2 = 2, puis que xn+3 + 3 xn+2 + 3 xn+1 + xn = 0.
Cette suite est dans le noyau de Hs + IdL3,  et son polynôime minimal est un diviseur de
HX + 1L3, c'est à dire 1, X + 1, HX + 1L2 ou HX + 1L3.
Si x e KerHs + IdL, on a xn = H-1Ln x0 = 0, ce qui est exclu ici.
Si x e KerHs + IdL2, il existe a, b e  tels que xn = H-1Ln Ha n + bL.
Comme x0 = 0, on a b = 0. Comme x1 = -1, on a a = 1. 
Et alors x2 = 2 a + b = 2, ce qui est bien le cas.
Donc x appartient à KerHs + IdL2 et le polynôme minimal de x est donc HX + 1L2.

I.C.1) L'ensemble AHL est l'ensemble des suites x telles que AHsL HxL = 0.
C'est  le  sous-espace  KerHAHsLL  de    dont  la  dimension  est  p = d±HAL  car  l'application
x e AHL ö Ix0, x1, ... , xp-1M e p  réalise  un isomorphisme de AHL  dans p  car c'est
une application clairement  linéaire et  bijective :  pour tout p-uplet  Ia0, a1, ... , ap-1M e p,
il  existe  en  effet  une  seule  suite  de  AHL  telle  que  x0 = a0, x1 = a1, ... , xp-1 = ap-1,  et
vérifiant la relation AHsL HxL = 0, c'est à dire :

" n ¥ 0, ap xn+p + ap-1 xn+p-1 + ... + a1 xn+1 + an xn = 0.

I.C.2) Si AHX L = X p, AHL est l'ensemble des suites x telles que spHxL = 0.
C'est  donc  l'ensemble  des  suites  x  telles  que  xp = xp+1 = xp+2 = ... = 0,  c'est  à  dire
l'ensemble des suites de la forme Ix0, x1, ... , xp-1, 0, ... , 0, ... M.
Une base de cet espace est clairement constituée des p suites H0, ... , 0, 1, 0, ... , 0, ... L où
l'élément 1 est situé à l'une des positions 0, 1, ... , p|1.



I.C.2) Si AHX L = X p, AHL est l'ensemble des suites x telles que spHxL = 0.
C'est  donc  l'ensemble  des  suites  x  telles  que  xp = xp+1 = xp+2 = ... = 0,  c'est  à  dire
l'ensemble des suites de la forme Ix0, x1, ... , xp-1, 0, ... , 0, ... M.
Une base de cet espace est clairement constituée des p suites H0, ... , 0, 1, 0, ... , 0, ... L où
l'élément 1 est situé à l'une des positions 0, 1, ... , p|1.

I.C.3) Montrons par récurrence sur p que, lorsque ApHX L = HX - lLp, les suites de la forme
n ö xn = QHnL ln (avec d±HQL < p) appartiennent à ApHL :
- c'est vrai pour p = 1 car la suite n ö xnH1L = ln appartient à KerHs - IdL = KerHA1HsLL.
- supposons le résultat vrai pour un entier p ¥ 1.
  Pour d±HQL < p + 1, la suite n ö xnHp+1L = QHnL ln vérifie alors :

xn+1
Hp+1L - l xnHp+1L = HQHn + 1L - QHnLL ln+1 = RHnL ln

  Il est aisé de voir que le degré de QHX + 1L - QHX L est strictement inférieur à celui de Q.
  Donc d±HRHX LL = d±HQHX + 1L - QHX LL < p, et la suite précédente appartient à ApHL :

Hs - lIdL xHp+1L e KerHs - IdLp = KerHApHsLM.
  Il en résulte que xHp+1L e KerHs - IdLp+1 = KerIAp+1HsLM.
La démonstration par récurrence est ainsi achevée et on a établi que :

EApHL = 9n ö QHnL ln ê Q e p-1@X D= Õ ApHL.
Comme EApHL est non vide (il contient la suite nulle) et stable par combinaison linéaire,
c'est un sous-espace de ApHL. De plus, il est clair qu'une base de EApHL est formée des
p suites n ö nk  ln  avec 0 § k § p - 1 (c'est en effet une famille génératrice, dont on peut
vérifier facilement qu'elle est libre). 
Ainsi, EApHL est inclus dans ApHL et ces deux espaces ont même dimension p : ils sont
donc égaux, et on a : ApHL = 9n ö QHnL ln ê Q e p-1@X D=.

I.D) On a ici AHsL = KerHAHsLL = KerHsm0 ÎHs - l1 IdLm1 Î ... ÎHs - ld  IdLmd M.
Comme  les  scalaires  0, l1, ... , ld  sont  ici  deux  à  deux  distincts,  les  polynômes
X , X - l1, ... , X - ld  sont  donc  deux  à  deux  premiers  entre  eux,  et  leurs  puissances
Xm0 , HX - l1Lm1 , ... , HX - ldLmd  le sont donc aussi.
Le théorème des noyaux s'applique donc et donne :

AHsL = KerHAHsLL = KerHsm0M⊕KerHs - l1 IdLm1 ⊕ ... ⊕KerHs - ld  IdLmd .
Rappelons que KerHsm0M est formé, d'après I.C.2, des suites nulles à partir du rang m0.
Donc tout élément x de AHsL s'écrit de façon unique sous la forme suivante pour n ¥ m0:

xn = Q1HnL l1
n + ... + QdHxL ldn avec d±HQ1L < m1, ... , d±HQdL < md .
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 II) Matrices de Hankel associées à une suite récurrente linéaire
On suppose que x est une suite récurrente linéaire de polynôme minimal B (d±HBL = p).
II.A.1) On sait, d'après I.C.1) que BHL est stable par s,  et on en déduit que les p  suites
x, sHxL, ... , sp-1HxL  appartiennent  à  BHL  et  comme  dimHBHLL = d±HBL = p,  il  suffit
d'établir qu'elles sont libres pour qu'elles forment une base de BHL.
Or si ces p suites sont liées, il existe des scalaires a0, a1, ... , ap-1  non tous nuls tels que :

a0 x + a1 sHxL + ... + ap-1 sp-1HxL = 0.
ce qui signifie aussi qu'on a AHsL HxL = 0 où AHxL = a0 + a1 X + ... + ap-1 X p-1 ≠ 0.
C'est évidemment contradictoire puisque d±HAL < p = d±HBL.

On en déduit que rgIx, sHxL, ... , sn-1HxLM = minHp, nL.

II.A.2) Considérons l'application linéaire jn : v e BHL ö Hv0, v1, ... , vn-1L e n.
Si n ¥ p, alors jn  est injective car on a v0 = ... = vn-1 = 0, donc v0 = ... = vp-1 = 0, et
ceci implique, avec la relation de récurrence linéaire BHsL HvL = 0, l'égalité v = 0.
Le théorème du rang donne alors : rgHjnL = dim BHL - dimHKerHjnLL = p - 0 = p.
On pourra de plus remarquer que jp réalise donc un isomorphisme de BHL sur p.

Or la matrice de jn dans la base Ix, sHxL, ... , sp-1HxLM de II.A.1 s'écrit :

M HjnL =

x0 x1  xp-1

x1 x2  xp
x2 x3  xp+1

ª ª ª

xn-1 xn … xn+p-1

.

Cette matrice a donc pour rang rgHjnL = p, et la matrice HnHxL est définie par :

HnHxL =

x0 x1  xn-1

x1 x2  xn
x2 x3  xn+1

ª ª ª

xn-1 xn … x2 n-2

.

Comme  n ¥ p,  les  p  premières  colonnes  de  HnHxL  sont  indépendantes  et  rgHHnHxLL ¥ p.
Et on a rgHHnHxLL = p  car chacune des n - p  dernières colonnes est combinaison  linéaire
des p - 1 colonnes précédentes d'après la relation BHsL HxL = 0.
En  effet,  si  BHX L = X p + bp-1 X p-1 + ... + b0,  on  a  " n e , xn+p = -⁄k=0

p-1 bk  xn+k,  d'où
par exemple pour la Hp + 1Lème colonne (et on fera de même pour les suivantes) :

xp
xp+1

xp+2

ª

xp+n-1

= -‚
k=0

p-1

bk

xk
xk+1

xk+2

ª

xk+n-1

.

II.B.1) Considérons une suite récurrente linéaire x d'ordre m et supposons rgHHmHxLL = p. 
Si B le polynôme minimal de x, dont le degré vérifie donc d±HBL § d±HAL = m, il résulte de
ce qui précède que rgHHnHxLL = d±HBL pour n ¥ d±HBL, donc pour n ¥ m.
Or on a rgHHmHxLL = p, ce qui établit que d±HBL = p et montre que x est d'ordre minimal m.

La  matrice  Hp+1HxL  étant  d'ordre  p + 1  et  de  rang  p,  son  noyau  (c'est  à  dire  celui  de
l'endomorphisme associé) est de dimension 1 et dirigé par un vecteur Ib0, b1, ... , bp-1, 1M
(la dernière composante est non nulle, et on peut la supposer éventuellement égale à 1, car
sinon, les p premières colonnes seraient liées et HpHxL ne serait pas de rang p).

II.B.2) D'après ce qui précède, on a Hp+1HxL V = 0 où V = Ib0, ... , bp-1, 1M, soit :
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II.B.1) Considérons une suite récurrente linéaire x d'ordre m et supposons rgHHmHxLL = p. 
Si B le polynôme minimal de x, dont le degré vérifie donc d±HBL § d±HAL = m, il résulte de
ce qui précède que rgHHnHxLL = d±HBL pour n ¥ d±HBL, donc pour n ¥ m.
Or on a rgHHmHxLL = p, ce qui établit que d±HBL = p et montre que x est d'ordre minimal m.

La  matrice  Hp+1HxL  étant  d'ordre  p + 1  et  de  rang  p,  son  noyau  (c'est  à  dire  celui  de
l'endomorphisme associé) est de dimension 1 et dirigé par un vecteur Ib0, b1, ... , bp-1, 1M
(la dernière composante est non nulle, et on peut la supposer éventuellement égale à 1, car
sinon, les p premières colonnes seraient liées et HpHxL ne serait pas de rang p).

II.B.2) D'après ce qui précède, on a Hp+1HxL V = 0 où V = Ib0, ... , bp-1, 1M, soit :
x0 x1  xp
x1 x2  xp+1

x2 x3  xp+2

ª ª ª

xp xp+1 … x2 p

 

b0

b1

ª

bp-1

1

=

0
0
ª

0
0

.

Il en résulte qu'on a (en posant bp = 1) :

‚
k=0

p

bk  xk = ‚
k=0

p

bk  xk+1 = ... = ‚
k=0

p

bk  xk+p = 0.

En posant BHX L = X p + bp-1 X p-1 + ... + b0,  ces relations montrent que jpHBHsL HxLL = 0.
Comme jp est un isomorphisme d'après II.A.2), on en déduit que BHsL HxL = 0.
Et comme x est d'ordre p et que d±HBL = p, B est donc le polynôme minimal de x.

II.C.1) Pour obtenir le vecteur x := Hx@0D, ... , x@nDL, il suffit de programmer l'algorithme :
Donner n Hn ¥ 4L;
x@0D := 1; x@1D := 1; x@2D := 1; x@3D := 0;
pour k de 0 à n - 4 faire x@k + 4D := x@k + 3D - 2 x@k + 1D;

ce qui donne avec Maple par exemple :
Centrale2012 := proc (n) 
local k, x; x[0] := 1; x[1] := 1; x[2] := 1; x[3] := 0; 
for k from 0 to n-4 do x[k+4] := x[k+3]-2*x[k+1] end do; 
print(x) 
end proc

II.C.2) La suite récurrente linéaire est a priori d'ordre 4, et on forme H4HxL :

H4HxL =

x0 x1 x2 x3

x1 x2 x3 x4

x2 x3 x4 x5

x3 x4 x5 x6

=

1 1 1 0
1 1 0 -2
1 0 -2 -4
0 -2 -4 -4

.

On vérifie, par exemple en calculant les déterminants successifs (avec detHH4HxL = 0), que :
rgHH1HxLL = 1, rgHH2HxLL = 0, rgHH3HxLL = 3, rgHH4HxLL = 3.

D'après II.B, la suite x est d'ordre minimal 3, et d'après II.A, rgHHnHxLL = 3 pour n ¥ 3.
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D'après II.B, la suite x est d'ordre minimal 3, et d'après II.A, rgHHnHxLL = 3 pour n ¥ 3.

II.C.3 et 4) On a AHsL HxL = 0 avec le polynôme suivant :
X 4 - X 3 + 2 X = X HX + 1L IX 2 - 2 X + 2M = X HX + 1L HX - 1 + iL HX - 1 - iL.

D'après les résultats de I.D, il existe des scalaires a, b, g tels qu'on ait pour n ¥ 1 :
xn = aH-1Ln + bH1 + iLn + gH1 - iLn.

Compte tenu de x1 = x2 = 1 et x3 = 0, les scalaires a, b, g sont déterminés par :
x1 = -a + bH1 + iL + gH1 - iL = 1.
x2 = a + bH1 + iL2 + gH1 - iL2 = 1.
x3 = -a + bH1 + iL3 + gH1 - iL3 = 0.

Comme 1 ± i sont les racines de X 2 - 2 X + 2, on a donc x3 - 2 x2 + 2 x1 = -5 a = 0.
Ainsi a est nul et la suite x appartient à KerHBHsL où BHX L = X HX - 1 + iL HX - 1 - iL,
et le polynôme minimal de x est donc ce polynôme de degré 3 :

BHX L = X HX - 1 + iL HX - 1 - iL = X 3 - 2 X 2 + 2 X .
En reprenant le calcul précédent, les deux premières équations s'écrivent :

x1 = bH1 + iL + gH1 - iL = 1.
x2 = bH1 + iL2 + gH1 - iL2 = 1.

On en déduit facilement b = 1-i
4

, g = 1+i
4

, et pour n ¥ 1 :

xn =
1
2

 IH1 + iLn-1 + H1 - iLn-1M = K 2 On-1
 cosKHn - 1L p

4
O.

II.C.5)  La  forme de  la  relation  de  récurrence considérée  démontre  qu'on  ne  change pas
les xn pour n ¥ 1 en ne modifiant que x0, ici égal à 1/2, de sorte qu'on a :

H4HxL =

x0 x1 x2 x3

x1 x2 x3 x4

x2 x3 x4 x5

x3 x4 x5 x6

=

1
2

1 1 0

1 1 0 -2
1 0 -2 -4
0 -2 -4 -4

.

On vérifie de même en calculant les déterminants successifs (avec detHH4HxL = 0), que :
rgHH1HxLL = 1, rgHH2HxLL = 2, rgHH3HxLL = 2, rgHH4HxLL = 2.

D'après II.B, la suite x est d'ordre minimal 2, et d'après II.A, rgHHnHxLL = 2 pour n ¥ 2.
Et comme les xn n'ont pas été modifiés pour n ¥ 1, on a encore pour n ¥ 1 :

xn =
1
2

 IH1 + iLn-1 + H1 - iLn-1M = K 2 On-1
 cosKHn - 1L p

4
O.

III) Valeurs propres des matrices de Hankel réelles
III.A.1)  Les  matrices  de  Hankel  réelles  sont  des  matrices  symétriques  réelles,  et  on  sait
que leurs n valeurs propres distinctes ou non sont réelles, soit l1 ¥ l2 ¥ ... ¥ ln.

III.A.2) Si Hl, l, ... , lL  avec l e *  est  le spectre ordonné d'une matrice de Hankel HHaL,
cette dernière, qui est symétrique réelle, donc diagonalisable, est semblable à l In, et donc
égale à l In  (puisque la seule matrice semblable à l In  est l In). On a donc HHaL = l In, et
ceci implique a0 = a1 = ... = an-1 = 0, et donc HHaL = 0, d'où l = 0 : contradiction.

III.B.1) Si M est une matrice de Hankel, elle est symétrique réelle et diagonalise donc en
base orthonormale, et par invariance de la trace par similitude, on obtient par comparaison
des traces dans la base canonique et dans une base orthonormale de vecteurs propres :
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III.B.1) Si M est une matrice de Hankel, elle est symétrique réelle et diagonalise donc en
base orthonormale, et par invariance de la trace par similitude, on obtient par comparaison
des traces dans la base canonique et dans une base orthonormale de vecteurs propres :

TrHM L = TrHHHaLL = ‚
k=1

n
lk = ‚

k=0

n-1

a2 k.

De même, par comparaison des traces dans ces mêmes bases, on a :

TrIM 2M = TrIH2HaLM = ‚
k=1

n
lk

2 = ‚
k=0

n-1

ak
2 +‚

k=1

n
ak

2 + ... + ‚
k=n-2

2 n-3

ak
2 + ‚

k=n-1

2 n-2

ak
2.

Ce qui s'écrit aussi :

‚
k=1

n
lk

2 = ‚
k=0

n-1

Hk + 1L ak2 + ‚
k=n

2 n-2

H2 n - k - 1L ak2.

III.B.2) Compte tenu des résultats précédents, un calcul immédiat donne :

Xv, w\ = ‚
k=1

n
a2 k-2 = ‚

k=1

n
lk.

Ce qui s'écrit aussi :

Xv, v\ = ‚
k=0

p-1

H2 k + 1L a2 k
2 + ‚

k=p

n-1

H2 n - 2 k - 1L a2 k
2 .

Et compte tenu de 2 p § n + 1 < 2 p + 1 (car p  est en effet la partie entière de Hn + 1L ê2),
on obtient par ajout des termes respectifs H2 k + 2L a2 k+1

2  et H2 n - 2 k - 2L a2 k+1
2  :

Xv, v\ § ‚
k=0

n-1

Hk + 1L ak2 + ‚
k=n

2 n-2

H2 n - k - 1L ak2 = ‚
k=1

n
lk

2 .

III.B.3) Un calcul immédiat permet d'écrire :

‚
1§i< j§n

Hli - l jM2 = Hn - 1L ‚
i=1

n
li

2 - 2 ‚
1§i< j§n

li l j.

D'autre part, on note que :

‚
i=1

n
li

2

= ‚
i=1

n
li

2 + 2 ‚
1§i< j§n

li l j.

On en déduit finalement que :

‚
1§i< j§n

Hli - l jM2 = n‚
i=1

n
li

2 - ‚
i=1

n
li

2

= n‚
i=1

n
li

2 - Xv, w\2.

Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il en résulte que :

‚
1§i< j§n

Hli - l jM2 ¥ n‚
i=1

n
li

2 - °v¥2 °w¥2 ¥ In - °w¥2M ‚
i=1

n
li

2 = Kn ‚
i=1

n
li

2.

III.B.4) Pour n = 3, on a °w¥2 = 7
3

 et l'inégalité s'écrit ⁄1§i< j§3 Hli - l jM2 ¥ 2
3

 ⁄i=1
3 li

2 :
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III.B.4) Pour n = 3, on a °w¥2 = 7
3

 et l'inégalité s'écrit ⁄1§i< j§3 Hli - l jM2 ¥ 2
3

 ⁄i=1
3 li

2 :

2 Il1
2 + l2

2 + l3
2M ¥ 3 Hl1 l2 + l2 l3 + l3 l1L.

III.C.1) La matrice B considérée ici s'écrit (selon que n = 2 p - 1 ou n = 2 p) :

B2 p-1 =

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 -2 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

ou B2 p =

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 -2 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

.

Le rang de B est 3 et 0 est valeur propre d'ordre n - 3 puisque B est diagonalisable.
Il est clair que les vecteurs suivants sont propres pour B2 p-1 :
•  H1, 0, ... , 0, 1L est vecteur propre associé à 1.
•  H1, 0, ... , 0, -1L est vecteur propre associé à |1.
•  H0, ... , 0, 1, 0, ... , 0L (avec 1 au milieu) est associé à |2.
Le spectre ordonné de B2 p-1 est donc 1, 0, |1, |2.
On obtient le même résultat avec B2 p par une adaptation immédiate des vecteurs propres.

III.C.2) Soit M = HHaL e nHL et l1 ¥ l2 ¥ ... ¥ ln son spectre ordonné.
Formons alors le produit AB (par exemple dans le cas B = B2 p-1) :

A B2 p-1 =

a0 a1 … a2 p-3 a2 p-2

a1 a2 … a2 p-2 a2 p-1

ª ª ª ª

a2 p-1 a2 p … a4 p-6 a4 p-5

a2 p-2 a2 p-1 … a4 p-5 a4 p-4

0 … 0 … 0 … 0 … 1
ª … ª … 0 … ª … ª

0 … 0 … -2 … 0 … 0
ª … ª … 0 … ª … ª

1 … 0 … 0 … 0 … 0

.

A B2 p-1 =  

a2 p-2 0 … 0 -2 ap-1 0 … 0 a0

a2 p-1 ª … ª ª ª … ª a1

a2 p 0 … 0 -2 a2 p-2 0 … 0 a2

ª ª … ª ª ª … ª ª

a4 p-4 0 … 0 -2 a3 p-3 0 … 0 a2 p-2

.

Il en résulte que TrIA B2 p-1M = 2 Ia2 p-2 - a2 p-2M = 0 et on procédera de même avec B2 p.
Le résultat rappelé sur les traces donne alors :

‚
i=1

n
ai bn+1-i = -2 l1 - l2 + ln § TrHABL = 0 § ‚

i=1

n
ai bi = l1 - ln-1 - 2 ln.

On en déduit finalement que 2 l1 + l2 - ln ¥ 0 et l1 - ln-1 - 2 ln ¥ 0.

III.D.1)  On observe que a - c est valeur propre associée au vecteur H1, 0, -1L.
On en déduit la factorisation suivante du polynôme caractéristique :

detHX I3 - HHa, b, c, b, aLL = Ha - c - X L IX 2 - Ha + 2 cL X + c2 + ca - 2 b2M.
Par conséquent, les trois valeurs propres de HHa, b, c, b, aL sont :
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Par conséquent, les trois valeurs propres de HHa, b, c, b, aL sont :

a - c,
a
2

+ c ±
1
2

 a2 + 8 b2 .

III.D.2) On cherche a, b, c tels que l1 ¥ l2 ¥ l3 avec :

l1 =
a
2

+ c +
1
2

 a2 + 8 b2 , l2 = a - c, l3 =
a
2

+ c -
1
2

 a2 + 8 b2 .

Ces égalités équivalent aux trois suivantes :

a =
1
3

 Hl1 + 2 l2 + l3L, c =
1
3

 Hl1 - l2 + l3L, a2 + 8 b2 = l1 - l3.

Compte tenu de l1 ¥ l3, on peut élever au carré la dernière de ces égalités, d'où :

b2 =
1
8

 Hl1 - l3L2 -
1
72

 Hl1 + 2 l2 + l3L2.

Or  on  vérifie  en  développant  que  la  positivité  du  produit  H2 l1 + l2 - l3L H2 l1 + l2 + l3L
équivaut  à  celle  de  l'expression  1

8
 Hl1 - l3L2 - 1

72
 Hl1 + 2 l2 + l3L2,  ce  qui  assure  donc

l'existence et l'unicité d'un réel b ¥ 0 vérifiant l'égalité précédente, et donc de a, b, c.

III.D.3) Pour n = 3, la condition nécessaire III.3 est donc aussi suffisante d'après ci-dessus.
En revanche,  la  condition  nécessaire  III.1  n'est  pas  suffisante  car  pour  un triplet  Hl, 1, 1L
avec l ¥ 1, celle-ci s'écrit 2 Hl - 1L2 ¥ K3Il2 + 2M = 2

3
 Il2 + 2M ou 2 l2 - 6 l + 1 ¥ 0.

Or  les  deux  racines  de  cette  équation  vérifient  cette  inégalité,  mais  ne  vérifient  pas
l'inégalité nécessaire III.3, dont la première s'écrit en effet l ¥ 3.
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