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A. Préliminaires.

1. a/ x 7−→ f(x)e−2iπxξ est 
ontinue par mor
eaux sur R pour tout r�eel ξ.b/ ξ 7−→ f(x)e−2iπxξ est 
ontinue sur R pour tout r�eel x
/ Pour tout r�eel ξ on a |f(x)e−2iπxξ| 6 |f(x)| 
ontinue par mor
eaux et int�egrable sur RDon
 si f ∈ L alors f̂ est d�e�nie et 
ontinue sur R. �

2. Commen�
ons par quelques remarques :a/ Soient f et g deux �el�ements de L , λ ∈ C et h = f + λg. Alors la lin�earisation de l'int�egrale d�e�nissant ĥ estli
ite 
ar les deux int�egrales 
onvergent et on a don
 ĥ = f̂ + λĝ.b/ f ∈ L ∗ si et seulement si f est 
ontinue et si il existe α > 1 tel que f(x) = O( 1
|x|α

) au voisinage de ±∞ puisque
f est born�ee sur tout 
ompa
t de R.
/ Il en d�e
oule imm�ediatement que L ∗ est un sous-ensemble de L .En outre 
'est bien un sous-espa
e 
ar si f(x) = O( 1

|x|α
) et g(x) = O( 1

|x|β
) alors h(x) =

DEF

f(x) + λg(x) = O( 1
|x|γ

)ave
 γ = min(α, β) > 1.La remarque a/ implique imm�ediatement que W est un sous-espa
e de L et la remarque 
/ que W
∗ est un sous-espa
e de L ∗. En outre si f ∈ W ∗ alors f et f̂ appartiennent �a L ∗ don
 �a L puisque L ∗ ⊂ L et ainsi f ∈ W .Don
 W ∗ est bien un sous-espa
e de W �

3. Le 
hangement de variable x 7−→ u = αx admissible 
ar C 1-di��eomorphisme de R sur lui-même fournit imm�edia-tement que f̂α(ξ) = 1
α

f̂( ξ

α
) �Par le 
hangement x 7−→ u = x + y on obtient f̂y,v(ξ) = e2iπy(v+ξ)f̂(v + ξ) �On en d�eduit imm�ediatement que si f appartient �a W (resp. W ∗) il en va de même de fα et fy,v. �

4. • ŝ(ξ) = ∫ 1/2
−1/2 e−2iπxξ dx don
 ŝ(0) = 1 et ŝ(ξ) = sinπξ

πξ
pour ξ 6= 0 �(on v�eri�e que ŝ est bien 
ontinue)

• t̂(ξ) = ∫ 0
−1(1 + x)e−2iπxξ d x + ∫ 10 (1− x)e−2iπxξ d x.Pour ξ 6= 0 une int�egration par parties montre que la premi�ere int�egrale vaut −12iπξ

+ 1− e2iπξ4π2ξ2 et la se
onde12iπξ
+ 1− e−2iπξ4π2ξ2 don
 t̂(ξ) = 1− 
os(2πξ)2π2ξ2 = (sin(πξ)

πξ

)2 et par ailleurs t̂(0) = 1 �(l�a en
ore on v�eri�e que t̂ est bien 
ontinue)
5. s appartient �a L mais n'appartient pas �a W 
ar 
lassiquement u 7−→

sinu

u
n'est pas int�egrable au voisinage del'in�ni. Don
 W et a fortiori W ∗ sont distin
ts de L . �

6. Soit (fn) une suite de W telle que ∫
R

|f(x)− fn(x)|d x = εn.Alors pour tout r�eel ξ il vient ∣∣∣̂f(ξ)− f̂n(ξ)∣∣∣ 6

∫

R

|f(x)− fn(x)|dx = εn �

B. Formule sommatoire de Poisson.Remarque: Dans la suite on envisage des sommations sur Z : S = ∑
n∈Z

an.On 
onsid�erera dans 
e texte qu'une telle s�erie 
onverge si les deux s�eries S1 = +∞∑
n=0an et S2 = +∞∑

n=1a−n 
onvergentet on notera S = S1 + S2. Cela entrâ�ne naturellement la 
onvergen
e au sens de la sommation sym�etrique deCau
hy ave
 la même valeur pour la somme.
∼ Mines-Ponts-2012-maths2-corrige.TEX ∼



7. Soit f ∈ L ∗ et x ∈ [−a, a℄ ave
 a r�eel positif quel
onque. Par d�e�nition de L ∗ il existe M > 0 et α > 1 tel que
|x + n|α|f(x + n)| 6 M ∀n ∈ ZIl en r�esulte que |f(x + n)| 6

M(|n| − a)α ∀|n| > a ∀x ∈ [−a, a℄Ce qui prouve que la s�erie d�e�nissant f̃ 
onverge lo
alement normalement don
 lo
alement uniform�ement sur R.Comme x 7−→ f(x + n) est 
ontinue sur R il en va de même de f̃ qui est en outre 
lairement 1-p�eriodique. �

8. La s�erie d�e�nissant f̃ 
onverge en parti
ulier uniform�ement sur [0, 1℄ d'apr�es 
i-dessus, on peut don
 int�egrer terme�a terme dans le 
al
ul de cn (̃f) 
e qui fournit cn (̃f) = ∑
k∈Z

Ik ave
 :
Ik = ∫ 10 f(x + k)e−2iπnx d x = ∫ k+1

k

f(u)e−2iπn(u−k) du = ∫ k+1
k

f(u)e−2iπnu du.Comme ∫
R

f(u)e−2iπnu du 
onverge on a cn (̃f) = ∑
k∈Z

Ik = ∫
R

f(u)e−2iπnu du = f̂(n) �

9. Si f̂ ∈ L ∗ alors il existe α > 1 tel que f̂(n) = O( 1
nα

) au voisinage de ±∞ 
e qui implique que la s�erietrigonom�etrique S(x) = ∑
n∈Z

f̂(n)e2iπnx 
onverge normalement don
 uniform�ement sur R. Il en d�e
oule qu'elleest 
ontinue et 
lassiquement qu'elle est �egale �a la somme de sa s�erie de Fourier.Ainsi f̃ et S sont 
ontinues p�eriodiques et admettent la même s�erie de Fourier. Don
 elles sont �egales. �Si f ∈ W ∗ alors f̂ ∈ L ∗ et l'�egalit�e 
i-dessus fournit en parti
ulier f̃(0) = S(0) soit ∑
n∈Z

f(n) = ∑
n∈Z

f̂(n) �

C. Application à la formule d’inversion de Fourier.

10 Si f ∈ W
∗ alors fx,ξ �egalement par la question 3 et on peut don
 applique la formule de Poisson. Il vient∑

n∈Z

fx,ξ(n) = ∑
n∈Z

f(x + n)e−2iπnξ et par la question 3 ∑
n∈Z

f̂x,ξ(n) = ∑
n∈Z

e2iπx(n+ξ)f̂(n + ξ).Ainsi ∑
n∈Z

f(x + n)e−2iπnξ = ∑
n∈Z

f̂(n + ξ)e2iπx(n+ξ) ∀f ∈ W ∗ �Par d�e�nition même de Fx le membre de droite de l'�egalit�e 
i-dessus n'est autre que F̃x(ξ) dont le membre dedroite apparâ�t 
omme un d�eveloppement en s�erie trigonom�etrique. Or 
omme f ∈ W
∗ don
 a fortiori appartient�a L ∗, 
ette s�erie trigonom�etrique 
onverge normalement sur R don
 est le d�eveloppement en s�erie de Fourier desa somme. Ainsi ∑

n∈Z

f(x + n)e−2iπnξ est le d�eveloppement en s�erie de Fourier de F̃x(ξ) �

11 En parti
ulier f(x) est le 
oeÆ
ient de Fourier d'indi
e 0 de F̃x don

f(x) = ∫ 10 F̃x(u) du = ∫ 10 ∑k∈Z

f̂(u + k)e2iπx(u+k) du.Comme f̂ ∈ L ∗ la s�erie 
onverge normalement sur [0, 1℄ et on peut int�egrer terme �a terme 
e qui fournit
f(x) = ∑

k∈Z

Jk ave
 Jk = ∫ 10 f̂(u + k)e2iπx(u+k) du = ∫ k+1
k

f̂(ξ)e2iπxξ d ξ et don
 (
omme dans la question 8)
f(x) = ∫

R

f̂(ξ)e2iπxξ dξ �Remarque : On v�eri�e imm�ediatement par 
hangement de variable x 7−→ −x que si f est paire ou impaire alors ilen va de même de f̂. �A nouveau par le 
hangement ξ 7−→ −ξ dans la formule d'inversion on en d�eduit que si f estpaire (resp. impaire) alors ̂̂f = f (resp. ̂̂f = −f).
12 Soit λ une valeur propre (si elle existe) de la transformation de Fourier dans W ∗ et f un ve
teur propre non nul.D'apr�es la formule d'inversion on a f(x) = λ

∫

R

f(ξ)e2iπxξ dξ = λf̂(−x) = λ2f(−x) ∀x ∈ RDon
 f(x) = λ4f(x) don
 λ4 = 1 
ar il existe x tel que f(x) 6= 0 �Les seules valeurs propres r�eelles possibles sont don
 1 et -1.D'apr�es la ramarque de la question 11 on a t = ̂̂t puisque t est paire.Il en d�e
oule que 1 et -1 sont e�e
tivement valeur propre et que t+t̂ et t−t̂ sont deux ve
teurs propres respe
tivementasso
i�es. �
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D. Application au théorème d’échantillonnage de Whittaker.

13 La formule d'inversion de Fourier fournit f(x) = ∫ 1/2
−1/2 f̂(ξ)e2iπxξ d ξ et la formule g�en�eralis�ee de Poisson sp�e
i��eeen x = 0 donne ∑

n∈Z

f(n)e−2iπnξ = ∑
n∈Z

f̂(ξ + n).Or pour ξ ∈℄− 12 ,
12[ on a par hypoth�ese f̂(ξ + n) = 0 pour n 6= 0 et ainsi ∑

n∈Z

f(n)e−2iπnξ = f̂(ξ).Il vient don
 f(x) = ∫ 1/2
−1/2 (∑n∈Z

f(n)e2iπ(x−n)ξ)d ξ 
e qui prouve que la 
onnaissan
e de l'�e
hantillonnage (f(n))
n∈Zd�etermine bien f de mani�ere unique. �

14 Soient ε ∈℄0, 12 [ et g(ξ) = t
(ξ − 1/2

ε

)
− t
(ξ + 1/2

ε

) = g1(ξ)− g2(ξ).Comme t est nulle en dehors de ℄− 1, 1[, g est nulle en dehors de ]− 12 − ε,−
12 + ε

[⋃ ]12 − ε,
12 + ε

[. Par ailleurs
g n'est pas nulle.D'apr�es la question 3 on a g ∈ W ∗ et, 
omme t est paire, g est impaire don
 g = f̂ ave
 f(x) = −ĝ(x)Toujours par la question 3 on a ĝ1(ξ) = ε ̂t−1/2,0(εξ) = εe−iπξt̂(εξ) et ĝ2(ξ) = εeiπξt̂(εξ).Don
 f(ξ) = −ĝ(ξ) = 2iε sin(πξ)̂t(εξ).On a ainsi f̂ = g non identiquement nulle et nulle en dehors de [− 12 − ε,

12 + ε
]. Pourtant la suite (f(n))

n∈Z
estnulle et ne d�etermine don
 pas f puisque f est non nulle identiquement sinon g le serait. �

E. Contre-exemple de Katznelson.

15 On �etablit fa
ilement que uk(x) est la fon
tion paire , aÆne par mor
eaux, nulle sur [ 12k
,+∞

[, nulle en 0, �egale �a12 en 12k+1 et aÆne sur [0, 12k+1 ] et sur [ 12k+1 ,
12k

]

• Il en r�esulte que si x ∈ Z alors uk(x − n) = 0 pour tous k et n dans Z don
 dans 
e 
as f(x) est bien d�e�ni et
f(x) = 0.
• Soit In0,k0 = [n0 + 12k0 , n0 + 1− 12k0 ] ave
 n0 ∈ Z et k0 > 2 et soit x ∈ In0,k0 .Pour tout n ∈ Z on a |x − n| >

12k0 don
 uk(x − n) = 0 pour k > k0 d'o�u uk,Nk
(x) = 0.Ainsi pour x ∈ In0,k0 la fon
tion f(x) est bien d�e�nie et 
ontinue en tant que somme �nie : f(x) = k0∑

k=0uk,Nk
(x)

• En 
on
lusion 
omme f est d�e�nie sur Z et 
omme tout intervalle in
lus dans R\Z est in
lus dans un intervalledu type pr�e
�edent, f est d�e�nie sur R et 
ontinue sur R \ Z. �

16 Pour �etablir que∑
k

uk,Nk

onverge en moyenne vers f, il suÆt, d'apr�es le th�eor�eme de 
onvergen
e L 1, de montrerque la s�erie∑

k

∫

R

∣∣uk,Nk

∣∣ 
onverge.Or uk est positive don
 ∣∣uk,Nk

∣∣ = uk,Nk
et ∫

R

uk(x − n) d x = ∫
R

uk(x) d x = 12k+1 (aire de deux triangles).Don
 ∫
R

∣∣uk,Nk

∣∣ = 1
Nk

∑

|n|<Nk

(1− |n|

Nk

) 12k+1 = 1
N2

k

(1 + 2Nk−1∑

n=1 n

) 12k+1 = 1
N2

k

(1 +Nk(Nk − 1)) 12k+1 6
12k


equi prouve la 
onvergen
e de la s�erie∑
k

∫

R

∣∣uk,Nk

∣∣ et �etablit le r�esultat. �D'apr�es la question 6 on en d�eduit que la s�erie +∞∑
k=0 ̂uk,Nk


onverge uniform�ement sur R vers f̂. �

17 • Commen�
ons par �etablir que, pour k �x�e quel
onque, la s�erie ∑
n∈Z

αn ave
 αn = sup[n,n+1℄ |ûk| 
onverge.D'apr�es la question 3 on a ûk(x) = 12k
t̂
(

x2k

)
−

12k+1 t̂
(

x2k+1) don
 d'apr�es la question 4 :
ûk(x) = 1

π2x2 (2k sin2(πx2k
)− 2k+1 sin2( πx2k+1 )) pour x 6= 0 et ûk(0) = 12k+1
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Comme uk est paire, il en va de même de ûk (remarque question 11) et don
 il suÆt d'�etablir la 
onvergen
e dela s�erie ∑
n>1αn.Or la valeur de ûk(x) pour x 6= 0 
i-dessus prouve que αn 6 3 2k

π2n2 pour n > 1 
e qui �etablit le r�esultat. �

• Par ailleurs on a ∫
R

|ûk,N| = ∑

n∈Z

In ave
 In = ∫ n+1
n

|ûk,N|.Or ̂uk(x − p) = e−2iπpxûk(x) par la question 3 de sorte que ûk,N(x) = ûk(x)
N

∑
|p|<N

(1− |p|

N

)
e−2iπpxOr ∑

|p|<N

(1− |p|

N

)
e−2iπpx = ∑

|p|<N

(1− |p|

N

)
e2iπpx = KN(x) et est don
 positif.Don
 In = 1

N

∫ n+1
n

|ûk(x)| ∑
|p|<N

(1− |p|

N

)
e−2iπpx dx 6

αn

N

∫ n+1
n

∑

|p|<N

(1− |p|

N

)
e−2iπpx d x = αn

NEn 
on
lusion on a bien ∫
R

|ûk,N| 6
1
N

∑

n∈Z

sup[n,n+1℄ |ûk| = Sk

N
�

18 En 
hoisissant par exemple Nk = (Int(Sk)+1)k2 il vient que∑
k

∫

R

|ûk,N| 
onverge et, 
omme f̂ = +∞∑
k=0 ûk,N d'apr�esla question 16, le th�eor�eme de 
onvergen
e L 1 prouve que +∞∑

k=0 ûk,N 
onverge en moyenne vers f̂. �Comme uk est paire, on en d�eduit que uk,Nk
�egalement (
ar la somme d�e�nissant uk,Nk

(x) est invariante par le
hangement n 7−→ −n) don
 f est paire et d'apr�es la remarque de la question 11 on a uk,Nk
= ̂̂uk,Nk

et f = ̂̂f.On en d�eduit alors de la question 6 que la s�erie +∞∑
k=0uk,Nk


onverge uniform�ement sur R vers f. �

19 • Comme not�e pr�e
�edemment on a f(n) = 0 pour tout n ∈ Z de sorte que ∑
n∈Z

f(n) = 0.
• D'apr�es un 
al
ul e�e
tu�e dans la question 17 on a :
ûk, N(x) = KN(n)

N
ûk(n) = ûk(n) 
ar KN(n) = N et

ûk(n) = 1
π2n2 (2k sin2 (nπ2k

)
− 2k+1 sin2 ( nπ2k+1)) pour n 6= 0 et ûk(0) = 12k+1 .Or f̂(n) = +∞∑

k=0 ̂uk,Nk
(n) d'apr�es la question 16 
e qui entrâ�ne que f̂(n) = +∞∑

k=0 ûk(n).Ainsi pour n 6= 0 on a par t�eles
opage f̂(n) = 1
π2n2 sin2(nπ) = 0 et f̂(0) = +∞∑

k=0 12k+1 = 1Don
 ∑
n∈Z

f̂(n) = 1
• Ainsi la formule de Poisson n'est pas valide pour la fon
tion f 
e qui prouve que f ∈ W \ W ∗ �(f appartient bien �a W 
ar f et f̂ sont int�egrables par les questions 16 et 18)

F. Resommation d’Ewald.

20 En notant f(x) = g( x100) il vient S = 12 (∑n∈Z

f(n)− 1) = 12 (∑n∈Z

f̂(n) − 1)Or f̂(x) = 100ĝ(100x) = 100g(100x) de sorte que S = 50 ∑
n∈Z

g(100n)− 12 = 50(2 +∞∑
n=1g(100n) + 1)−

12.Ainsi S = 49.5 + 100 +∞∑
n=1g(100n) = 49.5 + 100S′Classiquement puisque t 7−→ g(100t) d�e
rô�t il vient :100 +∞∑

n=2g(100n) 6 100 ∫ +∞1 g(100t) d t = ∫ +∞100 g(u) du 6

∫ +∞100 e−100πu du = 1100πe−10000π = g(100)100πDon
 S′ = g(100) + R′1 6

(1 + 1100π)g(100) 6 1.1× g(100) = 1.1× a−10000 ave
 a = eπ > 2.53 = 15.625don
 S′ 6 1.1× 15−10000 < 10−10000Ainsi 49.5 est une valeur appro
h�ee de S par d�efaut �a moins de 10−10000 pr�es. �
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