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Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louts.lamard@prepas.org)

A. Préliminaires.

1.

a/ x — f(x)e 2% est continue par morceaux sur R pour tout réel &.
b/ & — f(x)e 2% est continue sur R pour tout réel x
c/ Pour tout réel & on a |f(x)e 2™&| < |f(x)| continue par morceaux et intégrable sur R

Donc si f € % alors f est définie et continue sur R. [

. Commencons par quelques remarques :

a/ Soient f et g deux éléments de .Z, A € C et h = f + Ag. Alors la linéarisation de l'intégrale définissant h est
licite car les deux intégrales convergent et on a donc h = f + Ag.

b/ f € £~ si et seulement si f est continue et si il existe « > 1 tel que f(x) = O( ) au voisinage de +oo puisque

[x|*
f est bornée sur tout compact de R

c/ 11 en découle immédiatement que .Z* est un sous-ensemble de .Z.

En outre c’est bien un sous-espace car si f(x) = O(ﬁ) et g(x) = O(#) alors h(x) = f(x) + Ag(x) = O(ﬁ
DEF

)

avec Y = min(cw, 3) > 1.

La remarque a/ implique immédiatement que % est un sous-espace de .Z et la remarque ¢/ que #* est un sous-
espace de .Z*. En outre si f € #* alors f et f appartiennent a .#* donc a .Z puisque .£* C £ et ainsi f € 7.
Donc #* est bien un sous-espace de 7 [

Le changement de variable x — u = ox admissible car ¢'!-difféomorphisme de R sur lui-méme fournit immédia-
tement que f;(E,) = l/f\(é) O

x o
Par le changement x — u = x + y on obtient E,\\,(E,) = 2y +£) O

On en déduit immédiatement que si f appartient a % (resp. #*) il en va de méme de f4 et f,,. O

1/2 _ :
e 5(§) = / e 2™ dx donc 5(0) =1 et S(&) = sin & pour £ £0 O

—1/2 t3
(on vérifie que S est bien continue)

0 1
° ?(a) :/ (1+X)e—2inx£dx+/ (1_X)e—2inx£dx'
—1 1— e2i7t£
- + T
2i7é, 4mE

2
) et par ailleurs t(0) =1 O

et la seconde

Pour & # 0 une intégration par parties montre que la premiére intégrale vaut

1 1— e 2im¢ ~ 1 —cos(2mE) [ sin(7E)
T e U A A ( e,

(1& encore on vérifie que t est bien continue)

. . . . . . sinu _y -
. s appartient a .# mais n’appartient pas a # car classiquement u —— —— n’est pas intégrable au voisinage de
u

I'infini. Donc # et a fortiori #* sont distincts de .. O

. Soit (fn) une suite de # telle que / [f(x) — fn(x)|dx = en.
R

Alors pour tout réel £ il vient ‘/f\(a) - a(a)‘ < / [f(x) = fn(x)|dx =¢en O
R

B. Formule sommatoire de Poisson.

Remarque: Dans la suite on envisage des sommations sur Z : S = Y an.
nez

On considérera dans ce texte qu'une telle série converge si les deux séries S; = Z an et So = Z a_n convergent
n=0 n=1
et on notera S = S; + S;. Cela entraine naturellement la convergence au sens de la sommation symétrique de

Cauchy avec la méme valeur pour la somme.
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7. Soit f € £* et x € [—a, a] avec a réel positif quelconque. Par définition de .Z* il existe M > 0 et & > 1 tel que
[x +n|*[f(x+n)| <M VneZ

_M

(In| —a)*

Ce qui prouve que la série définissant f converge localement normalement donc localement uniformément sur R.

Il en résulte que |f(x +n)| < Vin| >a Vx € [—a,d]

Comme x — f(x + n) est continue sur R il en va de méme de f qui est en outre clairement 1-périodique. [

8. La série définissant f converge en particulier uniformément sur [0, 1] d’apreés ci-dessus, on peut donc intégrer terme
a terme dans le calcul de ¢y (f) ce qui fournit ¢ (f) = > Iy avec :

kez
1
Ik:/ f(x-l-k)e*zi’mxdx:/
0 k

Comme / f(u)e 2" du converge on a cn (f) = S k= / f(u)e 2™ du = ?(n) O
R

flw)e 2 du = / f(we e du.
k

k+1

R KEZ
9. Si f € .&* alors il existe o > 1 tel que /f\(n) = O(%) au voisinage de H+oo ce qui implique que la série
trigonométrique S(x) = Y ;‘\(n)ez"”"’“X converge normalement donc uniformément sur R. Il en découle qu’elle

nez
est continue et classiquement qu’elle est égale a la somme de sa série de Fourier.

Ainsi f et S sont continues périodiques et admettent la méme série de Fourier. Donc elles sont égales. [

Sife " alors f € .£* et 1'égalité ci-dessus fournit en particulier £(0) = S(0) soit >fn)= > ;‘\(n) O
nez nez

C. Application a la formule d’inversion de Fourier.

10 Si f € #* alors fy ; également par la question 3 et on peut donc applique la formule de Poisson. Il vient

S free(n) = 30 f(x +n)e 2 et par la question 3 3 fy c(n) = 3 e ™(HOF(n 4 ),
nez nez nez nez

Ainsi Y f(x +n)e 2mME = 3 f(n + £)eP™( ) yie wr O
nez nez

Par définition méme de Fy le membre de droite de 1'égalité ci-dessus n’est autre que l?;(E,) dont le membre de
droite apparalt comme un développement en série trigonométrique. Or comme f € #* donc a fortiori appartient
a Z*, cette série trigonométrique converge normalement sur R donc est le développement en série de Fourier de

sa somme. Ainsi > f(x +n)e 2™ est le développement en série de Fourier de Fy () [
nez

11 En particulier f(x) est le coefficient de Fourier d’'indice 0 de F, donc

1 1
f(X) = / Fx(u) du= / Z f(u+ k)eZinx(u+k) du.
0 0 kez
Comme f € £* la série converge normalement sur [0, 1] et on peut intégrer terme a terme ce qui fournit

1 _ K+l _
f(x) = > Jx avec Jx = / f(u + ke ™ du = / f(£)e?™ 4 d ¢ et donc (comme dans la question 8)
kEZ 0 k

f(x) = / f()e*i™Ede O
R

Remarque : On vérifie immédiatement par changement de variable x — —x que si f est paire ou impaire alors il

en va de méme de f. A nouveau par le changement & —— —& dans la formule d’inversion on en déduit que si f est
paire (resp. impaire) alors /Af\ = f (resp. /Af\ = —f).

12 Soit A une valeur propre (si elle existe) de la transformation de Fourier dans #* et f un vecteur propre non nul.
D’aprés la formule d’inversion on a f(x) = 7\/ f(£)e?™ b dE = 7\?(—7() =Nf(—x) W eR
Donc f(x) = A*f(x) donc A* = 1 car il existe xRtel que f(x) #0 O
Les seules valeurs propres réelles possibles sont ilonc 1et-1.

D’aprés la ramarque de la question 11 on a t = t puisque t est paire.
Il en découle que 1 et -1 sont effectivement valeur propre et que t+t et t—t sont deux vecteurs propres respectivement
associés. [
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D. Application au théoréme d’échantillonnage de Whittaker.

1/2 _
13 La formule d’inversion de Fourier fournit f(x) = / (£)e?'™E d ¢ et la formule généralisée de Poisson spécifiée
—1/2
en x = 0 donne Y f(n)e 2™& = Y~ (£ +n).
nez nez
Or pour & €] — %, %[ on a par hypothése f(£ +n) = 0 pour n # 0 et ainsi 5 f(n)e 2\™M& = f(£).

nez
1/2

11 vient donc f(x) = / ( Z f(n) ezm(xfn)‘t‘) d & ce qui prouve que la connaissance de I’échantillonnage (f(n)) ner
—1/2 “nez

détermine bien f de maniére unique. [

14 Soient ¢ €]0, %[ et g(&) = t(a%l/z) - t(a%l/z) = 91(&) — g2(&).

Comme t est nulle en dehors de | — 1, 1[, g est nulle en dehors de } — % — &, —% + £[U} % — &, % +e [ Par ailleurs

g n’est pas nulle.

D’apres la question 3 on a g € #* et, comme t est paire, g est impaire donc g = f avec f(x) = —g(x)
Toujours par la question 3 on a g1(&) = et_1 2 0(c&) = ce 1™t (e&) et gz (&) = eel™Et(ed).
Donc f(&) = —g(&) = 2ie sin(7&)t(e).

t

On a ainsi f = g non identiquement nulle et nulle en dehors de [- % — &, % + €. Pourtant la suite (f(n))nGZ es

nulle et ne détermine donc pas f puisque f est non nulle identiquement sinon g le serait. [

E. Contre-exemple de Katznelson.

15 On établit facilement que ui(x) est la fonction paire , affine par morceaux, nulle sur [2ik, ~+00 [, nulle en 0, égale a

1
— en

1 1
5 W et sur [ ]

okF1 2k

et affine sur [0, 2k—1+1]

o Il en résulte que si x € Z alors ux(x —n) = 0 pour tous k et n dans Z donc dans ce cas f(x) est bien défini et
f(x) = 0.

. 1 1 .
o Soit I,k = [no + 2TO,T10 +1- 270} avec ng € Z et kg > 2 et soit x € I k,-

Pourtout n€ Zona |x —n| > 2% donc uy(x —m) = 0 pour k > kg d’ott uy N, (x) = 0.

ko
Ainsi pour x € I, k, la fonction f(x) est bien définie et continue en tant que somme finie : f(x) = > wx N, (%)
k=0

e En conclusion comme f est définie sur Z et comme tout intervalle inclus dans R\ Z est inclus dans un intervalle
du type précédent, f est définie sur R et continue sur R\ Z. O

16 Pour établir que > uy n, converge en moyenne vers f, il suffit, d’apres le théoréme de convergence ¥, de montrer
» Nk ) ) )

k
que la série Z/ ’uk‘Nk’ converge.
k JR

1
Or uy est positive donc |uk,Nk‘ =ug,N, et / we(x —n)dx = / we(x)dx = ok (aire de deux triangles).
R R
Ng—1

1 njy 1 1 1 1 1 1
Donc/uk,N = (1——) =—(1+2 n —:—(1+Nk(Nk—1))—<—ce

qui prouve la convergence de la série Z/ }uk,Nk| et établit le résultat. [
k JR

+oo ~
D’aprés la question 6 on en déduit que la série > uy N, converge uniformément sur R vers f. [
k=0
17 ¢ Commengons par établir que, pour k fixé quelconque, la série Y o, avec &, = sup |ux| converge.
nez [n,n+1]
D’aprés 1 tion 3 on a Tr(x) = — 1= L 3(=X.) donc d’apres tion 4 :
apres la question 3 on a Tk (x) = xtlor) — gertlge onc d’apres la question 4 :
—~ 1 . 2, TIX . 2, TIX —~ 1
Uk(x) = —3 (2k sin (2—k) — 2k 1sin (2k+1 )) pour x # 0 et Wy (0) = ST
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Comme uy est paire, il en va de méme de Uy (remarque question 11) et donc il suffit d’établir la convergence de

la série Y on.
TlZl k

Or la valeur de 1wy (x) pour x # 0 ci-dessus prouve que &, < 3—— 5— pour n > 1 ce qui établit le résultat. [
men

n+1
e Par ailleurs on a / W] = Z I, avec [, = / e N
nez n
Or uk(x — p) = e~2"™P*{y(x) par la question 3 de sorte que 1ix en(x) = ) (1 - M) e 2impx
N pEn N
Oor > (1 — m)e‘zmp" = X (1 — M)ezmpx = Kn(x) et est donc positif.
pI<N N Ipl<N N
n+1 n+1

Donc I, = l/ 0 Y (1- |P|) iy gy < O / Y ( |p|) “2impx gy = S

N/ IpI<N [pI<N N

. . 1 S
En conclusion on a bien / N < = E sup |Ux| = 2k g
R N nez [n,n+1] N

~ +o0o
18 En choisissant par exemple Ny = (Int(Sy) + 1)k? il vient que Z |u/k\N| converge et, comme f = > . n d’aprés

k=0
+oo

la question 16, le théoréme de convergence .#! prouve que Y Uy N CONVErge en mMOyenne vers 1 O
k=0

Comme uy est paire, on en déduit que uy N, également (car la somme définissant uy N, (x) est invariante par le

changement n — —n) donc f est paire et d’aprés la remarque de la question 11 on a uy N, = Ui, N, €t f = 1.

+o0
On en déduit alors de la question 6 que la série > uyx N, converge uniformément sur R vers f. [
k=0

19 ¢ Comme noté précédemment on a f(n) = 0 pour tout n € Z de sorte que ) f(n) =
nez

e D’apreés un calcul effectué dans la question 17 on a :

u?»\N (X) = KN—m)ﬁ:l\c(n) = L/l:l\g(n) car Ky (TL) =N et
™ 1 k o2 (MTT k . o/ M - 1
ux(n) = e (2 sin (?) — ok+lgip (2k+1)> pour n # 0 et Uy (0) = prasy
~ +too ) . N too
f(n) = > ui N, (n) d’apres la question 16 ce qui entraine que f(n) = > u(n).
k=0

1 ., - too
33 Sin (mt):Oetf(O):gowzl

Ainsi pour n # 0 on a par télescopage ?(n) =

Donc ?(n) =

nez

e Ainsi la formule de Poisson n’est pas valide pour la fonction f ce qui prouve que f € # \ #* O

(f appartient bien a # car f et  sont intégrables par les questions 16 et 18)

F. Resommation d’Ewald.

20 En notant f(x) = g(i) il vient S = 1 S fn)—1) = 1 > /f\(n) -1
100 2 \nez 2 \nez
Or f(x) = 100G(100x) = 100g(100x) de sorte que S =50 3 g(100n) — % = (2 >~ g(100n) + 1)

nez n=1

Nll—l

—+o0
Ainsi S = 49.5+ 100 3. g(100m) = 49.5 + 1008’
n=1
Classiquement puisque t — ¢(100t) décroit il vient :

too +oo +oo Hoo 1 9(100)
100 Y g(100n) < 100/ g(100t)dt :/ g(u)du < / e 100m gy = = 710000m - FTT 77
n=2 1 100 100 1007 1007t

Donc §' = g(100) + R, < (1+ ﬁ)g(lom < 1.1x g(100) = 1.1 x a 1990 ayec q = ™ > 2.5% = 15.625
donc §’ < 1.1 x 15710000  1(—10000

Ainsi 49.5 est une valeur approchée de S par défaut & moins de 10710000 pres. [
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