Corrigé du 2éme probleme de Mines-Ponts PSI 2010

Déterminants et formule de condensation
Partie I. Préliminaires

Question ) L’espace vectorieM (R) est de dimension finia? et toutes les normes y sont équivalentes.
Pour toute matric € M,(R) I’ensemble{|Mi,j l, 1,] € {1,... ,n}} est fini, constitué de réels positifs.
[l admet un maximum, qui est un réel positif. DoN@st définie deM ,(R) dansR et positive.
De plus(N(M) = 0) < ( sup |Mij| = o) = (V(,j) € {1,...,n}%|Mij| = 0) <= (M =0y)
ije{l,...n}
etN estséparable
Puisv(4,M) € R x Mn(R), N(AM) = sup MM.J | = |A] sup |MIJ | = JAIN(M) N esthomogene

ije ije{l,
Enfin V(M,P) € Mn(R)2, N(M +P) = sup ||\/||J +Pij| < sup (||\/|.J I+ 1P
ije{l,. ije{l
douUNM+P) < sup (JMij|)+ sup (lPl,J ) = N(M) + N(P) etN estsous-additive
ije{l,..n} ije{l,..n}

Ainsi | N est une norme suk,(R)

Question 2  On montre I'existence d’une telle décomposition dansitiétdu rang dd et|r = rg(M) |.
Question3 Sir = n, etM inversible, on aM = Ikim P.Jk. Q suite constante de matrices inversibles, aliee J.
. . . . Ir Orn-r 1 4 1 .

SiM non inversible et < n, soitk e N* etJy = 1 = diag(1,.. =,...,5>) carrée,
On—r,r ? In—r k k

diagonale, avecfois 1, puisn—r fois % sur la diagonale. Alordi est inversible , car délk) =

Considérons la suit@My), - avecMy = P.Jk. Q.
SiA,B, etC sont des matrices carrées a¥@e- A x B, alorsC;; = Z Ai k. Bij
1<ksn
donc|Cij| < Z|Ai,k|. [Bkj| < n.N(A).N(B) pour tout(i,j) donc| N(A.B) < n.N(A).N(B) | sur Mn(R).
1<ksn

Ainsi N(M — My) = N(P.(J = J©).Q) < n2.N(P).N(Q).N@J - J)  orN@J—Jy) = %

1
kn—l’ -

doncN(M — My) - 0 quandk — oo et| M est la limite de la suite de matrices inversib{@sJk. Q) -

Question 4 On peut développer le déterminant en utilisant les pertinsdu groupe symetriqus,.
detM) = Z £(0) || Mog)p 0OUe(o) est la signature de la permutatione S,, donc vaut+1 ou—1.
5€Sh 1<p<n
Le déterminant est donc une somme de produits des coetBalera matricéV affectés d’un signe.
Chaque application composante pouj) fixé, M — M;; est continue déV,(R) dansR. En effet, elle
est 1-Lipschitzienne, puisquM;; — Pi; | <.N(M — P) pour tout couple de matricé, P) de M(R).

Par les théorémes opératoiresapplication déterminant est continue @&1,(R), N) dans(R, | |)

Et de méme pour toutes les normes, puisqu’on est en dimefisienelles sont équivalentes.
Partie Il. Formule de condensation

Question§ Pour tout(i,j), (1) defM]! est le cofacteur d®l;; dans le développement du () selon une
ligne ou une colonne. Ainsi, selonil@me ligne :
n

detM) = 3(-1)"M;; defM]} = (-1)"*[M;1 defM]} — Mi2 defM]? + -+ + (=1)"*Mi defM] ] ]
j=1

Et|Mi1 defM]} - Miz defM]? + -+ + (-1)" M, defM] ! = (-1)"** detM) pour touti € {1,...,n}

Question § Considérons la matric&'l obtenue en remplacanti@me ligne devl par une répétition de l@me.
Le déterminant dé\'! est donc nul, puisque la matrice a deux lignes identiqidsttA'l) = 0
Mais on peut calculer ce déterminantAle selon saeme ligne qui donne :

detA) = kzn;(—l)”k(Aihi,k defAI]f = (-1)" [ M;1 defM]} - M2 defM]? + - + (=1)" "M;n defM] 7]




Si on supprime laéme ligne dans dgi'i]¥, on supprime la ligne que I'on a modifié pour passeMia A’

on retrouve donc dEv] k. Ainsi

M;1 defM]} - M2 defM]2 + - + (=1)"*M;, defM]" = 0

Question 7 NotonsC = M. {(ComM), alors pour tout,i :
Cii = D Mjk.'(ComM),; = D~ Mjr.(ComM);, = D Mji. (1) defM] K

1<ksn 1<ksn

1<kgn

= (-1)"[Mj1 defM]} — M2 defM] 2 + - + (-1)"*M;, defM] ]

doncC;; = Osii # j etCi; = det(M), ainsiC = detM). 1, et
0 (<1)™defM]:
0 (-1)™*defM]3
0 (-1)™defM]3

defM]3
Question§ M~ = ei[‘ I

[ defM]} 0 0 -
—defM]2 1 0 ---

01 -

(-1)"defM]?¥* 0 O --
\ (-1)™'defM]} 0 O --

1 —defM]nt
0

M. t{(ComM) = det(M). 1,

defM]q

J

On peut calculer son déterminant en développant selon &lib@e. Ainsi detM*) égale :

(10 ..

01 - 0 (-1)™defM]3
defM]ixdef : @ - :
00 -1 —defM]r?
\ 00 -0 defM] "

0 (-1)™2defM]2 )

~defM]2 1

defM]3 0O
+ defM] } det : :
(-1)"defM]* 0
\ (-1)™ defM]] 0

(dans le second termé;1)™* x (-1)™! = 1 a disparu devant dét] %)
Le premier déterminar(h — 1) x (n— 1) est triangulaire et vaut déd ] ;.
On développe le second selon la derniére ligne, il yaliy™** x (-1)™*defM]} x 1

d’ou :|detM*) = defM]1 x defM] — defM] i defM]}
Question 9
[ Mz M, Min: Min \[
Mz1  Mz: Mzn1  Mzp
Mx M* = : : . : :
Mn11 Mpaz -+ Mnap1 Mpan
\ Mni  Mnp Mnn1 Man )
[ detM) M1, Min: 0 )
0 M2 M2p1 0
0 Mpi12 -+ Mpapa 0
\ 0 Mn,2 Moot detM) )

o

defM]: 0 .-
—defM]? 1 - O

(-1)"defM]¥* 0 --- 1
\ (-1)"defM]? 0 --- 0

enfinj = i sinon.

(~1)™defM]
(-1)™?defM]3

o
_

0 -
1 -

]

0 -
0

o
N—

—de{M]
defM]q

J

les coefficients de la 1ére colonne et de

la derniere sont obtenus avec les formules
établies questionset6 aveci = 1 en haut

a gauche et = nen bas a droite,

Question 10 Par blocs, ou en développant successivement selon la dleree, puis la derniére, on obtient :
detM x M*) = det(M)?2. del[M]i:ﬂ (on a supprimé la lignk; et la colonneC; puis la lignel, et la colonneC,)

detM x M*) = det(M) x det(M*)

detM) x [defM]} x defM] 1 — defM] tdefM] ] = det(M)2. defM] "

Si M est inversible, alors

defM]1 x defM]p — defM]idefM]] = det(M).de(M]};ﬂ

(D)

Question 1)  SiM n’est pas inversibleyl est limite d’'une suite de matrices inversib{@&Jk. Q) - (questiond).
Pour chacune de ces matrices la relation (1) est vraie, délesminants des matrices carrées sont des fonctions
continues, donc les déterminants des limites sont lesdswes déterminants, la relation (1) passe a la limite.
Note : quand on passe a la limite des matrices obtenues en suppa@slignes et des colonnes, on arrive aux
matrices obtenues en supprimant les mémes lignes et calanmematrices limites.



Partie Ill. Algorithme de Lewis Carroll

213 111 5 3 1
2 1 -1 2

Question12 SiM = AO® = L > 1 .3 ,etB® =1 1 1 1 |alorsA®=| -3 -1 1
0 -1 -1 2 111 1 3 -1

1 -1 4 -4 2 — (_ :
BMD = d'olu A® = etB® = (-1) le déterminant dé est detM) = -8
-2 1 4 -2 enfinA® = (-8)

Question 13 La matriceA® est carrée de dimensign — k) x (n — k). Pour calculeA®1 en fonction deA®,
il faut calculer(n — k — 1)2 déterminants Z 2. A partir deA© = M, le calcul deA™ dont le seul coefficient

k=n-2
est detM) nécessitel, = (N—1)2+ (N—=2)2+ -+ 1= Y (n—k- 1) calculs de déterminants:22.
- - D(@n-1 Dn+1
up = Y p?avecp=n-k-1louvneN, n>2, u, = n(n- )6( n-1) Z 2 _ N(n+ )( n+1)
p=1

Question 19 La formule de développements successifs par rapport g[mstidemande dans le calcul de(NBt
avecM de taillen x n, le calcul den déterminantgn — 1) x (n— 1). Si chacun de ceux-ci demandg; calculs

de déterminants 2 2, alorsv, = n x v pour toutn > 3, avecv, = 1. D'ou|Vnhe N, n> 2, v, = %'

. 3 . .
Lorsquen — oo, puisqueun ~ % on alup = o(vy) |. L’algorithme de Lewis Carroll permet un calcul en temps

polynémial de d€iM), beaucoup plus rapide que le calcul par développement Bgias ou colonnes.
Par exemple, pourn = 10, on aug = L0x9x19 _ og5 ey, = 101 _ 1 814 400.

6 2
Mij Mg
Question 19 OnaAf) = N T etBY = Misju
Mis1j Mija
2 1 A A 1 1 1 1 1
dOI’]CAE,s) = Y Y I:Algs) X AE& stl A|€+g.s X AlE S)Fl:I
Mri1si1 Agﬂ s Agﬂ o1 Mri1si1 ' ' '

ol chaque\(}’ est un déterminant 2 2 dont le coefficient en haut & gauche .
Mais siA est une matrice 3 3 et qu’on lui applique la formule de condensation, on olbtien

Azz A Al A Ao A A A
det(A) x Agp = | 22 722 11 Az | | Az Mg 21 Az
32 Ass Azn Az Azo Az As1 Az
Az2 A Al A Ao A A A
donc siAz, = 0, defA) = 22 23 11 Al || Az Awg 21 Az2
Asz Ass Az1 Azp Azz Azs Az1 As2

Donc| A% est le déterminant 8 3 de la matrice extraite dd dont le coefficient en haut & gauche Bts
ou il ne reste que les lignesr + 1 etr + 2 et que les colonness+ 1 ets+ 2.

pourr > 1lets> 1, on aAE,Zs) = dei[M]i‘jjj‘ﬁ'igfjjﬂ

pourr = 1ets> 1, on aA{) = defM]y ptsrdn

-n
pourr > 1ets=1. onaA®? = defM]{ ", . enfinA?) = defM]}’

Question 1§ NotonsD{¢ = defM]} 752 de tallle(k+ 1) x (k+1) extralt deM, ot il ne reste

gue les lignes,r +1,---,r + ket que les colonnesss+ 1,---,s+ k. (son coefficient en haut a gauche Bbts)
(mémes adaptations qu’a la question précédentessl ous = 1).

Avec les notations
de I'’énoncé :

On a dong pour tous legr, s) possibles DX = M, s = A2 de mémeD{¥ = AY etD® = AR

Supposons quke € {1,2,---,n— 2} et qu’on ait assuré I égalitb’y = AY pour tous lesnentre 0 ek
et tous leqr, s) possibles. AlorsAfeY = (k}l) (Al x A 1 - AE?LS x Al ]
r+1,s+1




Avec la formule de condensation appliquée a la matrice el ]} "7 ¢ fj:ﬁjﬁ " de taille(k+ 2) x (k+ 2)

ayant comme coefficient en haut et & gaubheg on a ;D" x Dﬁills’Fl Dr+lSFl x D® o1 — DY s x DY,

donc| DY = ﬁ[D(k’ D s — D1 x DIy | | car les matrice8® ne s'annulent pas.
r+1,s+1

Les deux suites ont les mémes valeurs initiales, et I'égaéttransmet par hérédité double. Par récurrence pour

toutk € {1,2,---,n-1
<1 ; AY = defM]} 515" e déterminant de taillék+ 1) x (k+ 1) | avec
tousr,s e {1,2,---,n—k}

les lignes,r + 1,---,r + ket les colonnes, s+ 1,---,s+ k, ayant comme coefficient en haut et a gaubhe.
Pourk = n—1, il ne reste qu’uncoefﬂmentA(” Y — detM) |en prenant toutes les lignes et toutes les colonnes.

Partie IV. Lex-déterminant

M matrice deM ,(R) pour laquelle detM est bien défini. Pout = —1 on retrouve le déterminant usuel.
On peut constater que polir+ —1 la forme fonction des colonnes dn’est pas antisymétrique, ni alternée

b b
car : dej, a = bc+ Aad = —det, a ou def, aa =@A+1ac=0.
d c c d cCC

Pourn = 1 oun = 2, la forme esh-linéaire, mais, au dela, la formu{&) n’est guere encourageante.
On peut assurer que pg € Mp(R), det, (‘M) = dety(M) |les deux étant définis simultanément.
Car cette égalité est vraie pour= 1 oun = 2 et que la formulg2) est invariante par transposition.

Question 179  Parrécurrence avec(2) montrons que si de¢M) est bien défini et = 0, alors det(My;) est bien

defini etvn e N*, det(My;) = tdet,(M) pourt € R\{0} etj € {1,2,---,n}

Initialisation : c’est clairement vrai poun = 1 oun = 2.

Hérédité : supposons > 3 etla propriété assurée jusqu’a l'ordre 1. PourM de M (R) :
det,(My;). deﬁ[Mt,] = dety[M;]} x detyi[M¢j] 0 + A deti[My;]3 x det,[My;]].

Distinguons deux cas :

Sij € {1,n} | alors deI[Mt,j]i deh[M] + 0, déterminant d’ordrén — 2).

L’égalité est assurée car on supprlme la color®edu C,) multipliée part.
Dans les termes de déM;;]1 x det;,[M¢;]1 R + A det,[M;] S deti[M¢;]7 on supprime une fois cette colonne,
(sij = 1, dans le ler et le 3eme, efst n, dans le 2eme et le 4éme) et dans les deux autres termes, l@uapp
notre hypothése de récurrence, avec des déterminantdldénai 1) x (n— 1).

Ainsi det,(My)). = —ln[deu M;]1 x det;[M;] R + A deti[My;] A deti[My;]1 ]

deti[Myj]1,

t n

-1 W[ et[M]1 x det[M]} + 2 det;[M] idet,[M]1] ] = t dety(M)
Sij ¢ {1,n} |tous les termes d’ordmre— 1 oun — 2 sont multipliés pat + 0, de&[Mtj]l'” = tdetl[M]}:ﬂ 0
deti(My;). = W[detfl Mi;j]1 x deti[M;]7 + A deti[My;] Fdeti[My;]17 ]
. 1 n] _
= —de M de A det[M]7det,[M = tdet;(M
T geuimi [det.[M]1 x det[M]} + 2 det;[M]fdet,[M]1 ] (M)

Dans les deux cas, on a assuré I herédité. D’ou le résultdephéoréme de récurrence :
vn e N*, |det;(Myj) = tdet,;(M) | pourt € R\{0} etj € {1,2,---,n}

1 xg x - xt 1 x; x?
Question 1§ On aV(X1,Xz,...,Xn) = R etV(Xy,X2,X3) = | 1 X X2
1 Xp X2 - X1 1 X3 X3

e Pourn = 2 :on aldet; V(X1,X2) = X2 + A X1
e Pourn = 3, avec la formul€2) :

2 1 2 1
det, V(X1,X2,X3) X Xo = deu( X2 % )deu( X >+/’Ldet1( X )deu( X2 )
X3 X3 1 X X2 X3 1 X3

N



d’ol det, V(X1,X2,X3) = X—12|:(XZX§ + AX3XZ) (X2 + AX1) + A (XaXZ + AX2XZ) (X3 + AX2) |

X3(X3 + le)(Xz + ﬂ,Xl) + le(Xz + ﬂ,Xl)(X3 + le)

Ainsi | det, V(X1,X2,X3) = (X3 + AX1)(X3 + AX2)(X2 + A1 X1)

« Par récurrence, montrons que oé€x1,Xz, ...,Xn) = H (Xj + Axi). L'initialisation est assurée powr= 3.

I<i<j<n

Hérédité : supposons > 3, et la propriété vraie jusqu’a I'ordre, en notan¥/,, = V(X1,X2, ..., Xn),

1 x3 xf - xptoxp

1% x3 -t g | |

) ) a qui on va enlever des lignes
onaVn =
et des colonnes, pour appli :
\ 1 Xna X1 - XM X

det/l Vn+l X det/l [Vn+l]i:211 = detl [Vn+1] % X det,l [Vn+l] 21% + Z, detl [Vn+1] %Jrl det/l [Vn+l] Tl

Xo X2 o x4t 1 Xp - X2
Ainsidet[Vhalih =det| @ & ... = (X2 x...xXn) det, :

Xn X2 oo Xyt 1 Xy - X2
avec le résultat de lguestion 17 appliqué a la transposée : chaque ligne est multipliée pax; = 0.

X2 X3 X3 1 X - x5t
De méme defVn1]i = det : o = (X2 X... XXns1) det;
Xni X3g v X 1 X o Xt
= (X2 X...xXpp1) dety V(X2, ..., Xni1)
(1 Xy X2 .o xHt
det[Voa]M=det| : @ :© ... = det, V(X1,Xa, ..., Xn) = det, Vi
1 X X2 X1
[ X1 X - x[oxp 1 x3 - xjt
det,[Vpuald, =det| :+ :+ ... ¢ = (X1 X...xXn) det;
\_ Xn X2 Xyt xn 1 X, -+ X1t
= (X1 X...xXpn) = det; Vp,
1 X2 x& - x3?
det[Voa] Pt =det| 1 .o = det, V(X, ..., Xns1)
1 Xna Xfa o Xnid

(X2 X...xXnp1) dety V(Xz, ..., Xnr1) dety Vi + A (X1 x... xXp) det, Vadet, V(Xz, ..., Xni1)
(X2 X...xXp)det V(Xz,...,Xn)

~ (Xnup+AXy)det V(Xz, ..., Xni1) det Vi . ) _
- det, V(xa, ..., Xn) Avec notre hypothese de récurrence :

H (Xj-f-ﬂ,Xi) H (Xj-f-ﬂ,Xi)

2<i<j<n+1 I<i<jgn
det, Viia = (Xnis + AX1) = (Xns1 + AX1) H (Xns1 + AXi) H (Xj + AXi)
[T & +2xi) 2<j<n+l 1<i<j<n

2<i<jgn

Qui est le résultat escompté a I'ordire+ 1). Les dénominateurs sont non nuls, gag 0 etx; + Ax; # 0.

Ainsi dety Vn1

Par récurrence, nous avons donc assurg degV(x1,X2, -+, Xn) = H (Xj + AXi) pour toutn > 3

I<i<jgn




