
Corrigé du 2ème problème de Mines-Ponts PSI 2010

Déterminants et formule de condensation
Partie I. Préliminaires

Question 1) L’espace vectorielMnR est de dimension finien2 et toutes les normes y sont équivalentes.
Pour toute matriceM ∈ MnR l’ensemble |Mi,j |, i, j ∈ 1,… ,n est fini, constitué de réels positifs.
Il admet un maximum, qui est un réel positif. DoncN est définie deMnR dansR et positive.

De plus NM = 0  sup
i,j∈1,…,n

|Mi,j | = 0  ∀i, j ∈ 1,… ,n2, |Mi,j | = 0  M = 0n

et N estséparable.
Puis∀λ,M ∈ R ×MnR, NλM = sup

i,j∈1,…,n
|λMi,j | = |λ| sup

i,j∈1,…,n
|Mi,j | = |λ|NM N esthomogène.

Enfin∀M,P ∈ MnR2, NM + P = sup
i,j∈1,…,n

|Mi,j + P i,j |  sup
i,j∈1,…,n

|Mi,j | + |P i,j |

d’où NM + P  sup
i,j∈1,…,n

|Mi,j | + sup
i,j∈1,…,n

|P i,j | = NM + NP et N estsous-additive.

Ainsi N est une norme surMnR

Question 2) On montre l’existence d’une telle décomposition dans l’étude du rang deM et r = rgM .

Question 3) Si r = n, etM inversible, on aM = lim
k→∞

P.Jk.Q suite constante de matrices inversibles, avecJk = J.

Si M non inversible etr < n, soitk ∈ N∗ et Jk =
Ir 0r,n−r

0n−r,r
1
k

In−r
= diag1,… , 1, 1

k
,… , 1

k
 carrée,

diagonale, avecr fois 1, puisn − r fois 1
k

sur la diagonale. AlorsJk est inversible , car detJk = 1
kn−r .

Considérons la suiteMkk∈N∗ avecMk = P.Jk.Q.
Si A,B, etC sont des matrices carrées avecC = A × B, alorsCi,j = ∑

1kn

A i,k.Bk,j

donc|Ci,j |  ∑
1kn

|A i,k |. |Bk,j |  n.NA.NB pour touti, j donc NA.B  n.NA.NB surMnR.

Ainsi NM − Mk = NP.J − Jk.Q  n2.NP.NQ.NJ − Jk or NJ − Jk = 1
k

,

doncNM − Mk → 0 quandk → ∞ et M est la limite de la suite de matrices inversiblesP.Jk.Qk∈N∗

Question 4) On peut développer le déterminant en utilisant les permutations du groupe symétriqueSn.
detM = ∑

σ∈Sn

σ ∏
1pn

Mσp,p où σ est la signature de la permutationσ ∈ Sn, donc vaut+1 ou−1.

Le déterminant est donc une somme de produits des coefficients de la matriceM affectés d’un signe.
Chaque application composante pouri, j fixé, M  Mi,j est continue deMnR dansR. En effet, elle
est 1-Lipschitzienne, puisque|Mi,j − P i,j | .NM − P pour tout couple de matricesM,P deMnR.

Par les théorèmes opératoires :l’application déterminant est continue deMnR,N dans R,

Et de même pour toutes les normes, puisqu’on est en dimensionfinie, elles sont équivalentes.

Partie II. Formule de condensation
Question 5) Pour touti, j, −1 i+j detM i

j est le cofacteur deMi,j dans le développement du detM selon une
ligne ou une colonne. Ainsi, selon laième ligne :

detM = ∑
j=1

n

−1 i+jMi,j detM i
j
= −1 i+1 Mi,1 detM i

1 − Mi,2 detM i
2 + ⋯ + −1n−1Mi,n detM i

n

Et Mi,1 detM i
1 − Mi,2 detM i

2 + ⋯ + −1n−1Mi,n detM i
n = −1 i+1 detM pour touti ∈ 1,… ,n

Question 6) Considérons la matriceA i,j obtenue en remplaçant laième ligne deM par une répétition de lajème.
Le déterminant deA i,j est donc nul, puisque la matrice a deux lignes identiques :detA i,j = 0 .

Mais on peut calculer ce déterminant deA i,j selon saième ligne qui donne :

detA i,j = ∑
k=1

n

−1 i+kA i,j i,k detA i,j  i
k = −1 i+1 Mj,1 detM i

1 − Mj,2 detM i
2 + ⋯ + −1n−1Mj,n detM i

n



Si on supprime laième ligne dans detA i,j  i
k, on supprime la ligne que l’on a modifié pour passer deM à A i,j,

on retrouve donc detM i
k. Ainsi Mj,1 detM i

1 − Mj,2 detM i
2 + ⋯ + −1n−1Mj,n detM i

n = 0

Question 7) NotonsC = M. tComM, alors pour toutj, i :

Cj,i = ∑
1kn

Mj,k. tComMk,i = ∑
1kn

Mj,k.ComM i,k = ∑
1kn

Mj,k.−1 i+k detM i
k

= −1 i+1 Mj,1 detM i
1 − Mj,2 detM i

2 + ⋯ + −1n−1Mj,n detM i
n

doncCj,i = 0 si i ≠ j et Ci,i = detM, ainsiC = detM.In et M. tComM = detM.In

Question 8) M∗ =

detM 1
1 0 0 ⋯ 0 −1n+1 detM n

1

−detM 1
2 1 0 ⋯ 0 −1n+2 detM n

2

detM 1
3 0 1 ⋯ 0 −1n+3 detM n

3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

−1n detM 1
n−1 0 0 ⋯ 1 −detM n

n−1

−1n+1 detM 1
n 0 0 ⋯ 0 detM n

n

On peut calculer son déterminant en développant selon la 1ère ligne. Ainsi detM∗ égale :

detM 1
1 × det

1 0 ⋯ 0 −1n+2 detM n
2

0 1 ⋯ 0 −1n+3 detM n
3

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 0 ⋯ 1 −detM n
n−1

0 0 ⋯ 0 detM n
n

+ detM n
1 det

−detM 1
2 1 0 ⋯ 0

detM 1
3 0 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−1n detM 1
n−1 0 0 ⋯ 1

−1n+1 detM 1
n 0 0 ⋯ 0

(dans le second terme,−1n+1 × −1n+1 = 1 a disparu devant detM n
1

Le premier déterminantn − 1 × n − 1 est triangulaire et vaut detM n
n.

On développe le second selon la dernière ligne, il vaut−1n−1+1 × −1n+1 detM 1
n × 1

d’où : detM∗ = detM 1
1 × detM n

n − detM n
1 detM 1

n

Question 9)

M × M∗ =

M1,1 M1,2 ⋯ M1,n−1 M1,n

M2,1 M2,2 ⋯ M2,n−1 M2,n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

Mn−1,1 Mn−1,2 ⋯ Mn−1,n−1 Mn−1,n

Mn,1 Mn,2 ⋯ Mn,n−1 Mn,n

detM 1
1 0 ⋯ 0 −1n+1 detM n

1

−detM 1
2 1 ⋯ 0 −1n+2 detM n

2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

−1n detM 1
n−1 0 ⋯ 1 −detM n

n−1

−1n+1 detM 1
n 0 ⋯ 0 detM n

n

=

detM M1,2 ⋯ M1,n−1 0

0 M2,2 ⋯ M2,n−1 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 Mn−1,2 ⋯ Mn−1,n−1 0

0 Mn,2 ⋯ Mn,n−1 detM

les coefficients de la 1ère colonne et de

la dernière sont obtenus avec les formules

établies questions5 et 6 aveci = 1 en haut

à gauche eti = n en bas à droite,

enfin j ≠ i sinon.

Question 10) Par blocs, ou en développant successivement selon la 1ère colonne, puis la dernière, on obtient :
detM × M∗ = detM2. detM1,n

1,n (on a supprimé la ligneL1 et la colonneC1 puis la ligneLn et la colonneCn

detM × M∗ = detM × detM∗ detM × detM 1
1 × detM n

n − detM n
1 detM 1

n = detM2. detM1,n
1,n

Si M est inversible, alors detM 1
1 × detM n

n − detM n
1 detM 1

n = detM. detM1,n
1,n 1

Question 11) Si M n’est pas inversible,M est limite d’une suite de matrices inversiblesP.Jk.Qk∈N∗ (question3).
Pour chacune de ces matrices la relation (1) est vraie, et lesdéterminants des matrices carrées sont des fonctions
continues, donc les déterminants des limites sont les limites des déterminants, la relation (1) passe à la limite.
Note : quand on passe à la limite des matrices obtenues en supprimant des lignes et des colonnes, on arrive aux
matrices obtenues en supprimant les mêmes lignes et colonnes aux matrices limites.



Partie III. Algorithme de Lewis Carroll

Question 12) Si M = A0 =

1 −2 −1 3

2 1 −1 2

−1 −2 1 −3

0 −1 −1 2

, etB0 =

1 1 1

1 1 1

1 1 1

alorsA1 =

5 3 1

−3 −1 1

1 3 −1

B1 =
1 −1

−2 1
d’où A2 =

4 −4

4 −2
et B2 = −1

enfin A3 = −8
le déterminant deM est detM = −8

Question 13) La matriceAk est carrée de dimensionn − k × n − k. Pour calculerAk+1 en fonction deAk,
il faut calculern − k − 12 déterminants 2× 2. A partir deA0 = M, le calcul deAn−1 dont le seul coefficient

est detM nécessiteun = n − 12 + n − 22 + ⋯ + 1 = ∑
k=0

k=n−2

n − k − 12 calculs de déterminants 2× 2.

un = ∑
p=1

p=n−1

p2 avecp = n − k − 1 ou ∀n ∈ N, n  2, un =
nn − 12n − 1

6 ∑
p=1

p=n

p2 =
nn + 12n + 1

6

Question 14) La formule de développements successifs par rapport aux lignes demande, dans le calcul de detM
avecM de taillen × n, le calcul den déterminantsn − 1 × n − 1. Si chacun de ceux-ci demandevn−1 calculs

de déterminants 2× 2, alorsvn = n × vn−1 pour toutn  3, avecv2 = 1. D’où ∀n ∈ N, n  2, vn = n!
2

Lorsquen → ∞, puisqueun ∼ n3

3
on a un = ovn . L’algorithme de Lewis Carroll permet un calcul en temps

polynômial de detM, beaucoup plus rapide que le calcul par développement selonlignes ou colonnes.
Par exemple, pourn = 10, on au10 = 10× 9 × 19

6
= 285 etv10 = 10!

2
= 1 814 400.

Question 15) On aA i,j
1

=
Mi,j Mi,j+1

Mi+1,j Mi+1,j+1

et B i,j
1

= Mi+1,j+1

doncAr,s
2

= 1
Mr+1,s+1

Ar,s
1 Ar,s+1

1

Ar+1,s
1 Ar+1,s+1

1
= 1

Mr+1,s+1
Ar,s

1
× Ar+1,s+1

1 − Ar+1,s
1

× Ar,s+1
1

où chaqueA i,j
1 est un déterminant 2× 2 dont le coefficient en haut à gauche estMi;j.

Mais siA est une matrice 3× 3 et qu’on lui applique la formule de condensation, on obtient :

detA × A22 =
A2,2 A2,3

A3,2 A3,3

×
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

−
A1,2 A1,3

A2,2 A2,3

×
A2,1 A2,2

A3,1 A3,2

donc siA2,2 ≠ 0, detA = 1
A22

A2,2 A2,3

A3,2 A3,3

×
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

−
A1,2 A1,3

A2,2 A2,3

×
A2,1 A2,2

A3,1 A3,2

Donc Ar,s
2 est le déterminant 3× 3 de la matrice extraite deM dont le coefficient en haut à gauche estMr,s

où il ne reste que les lignesr,r + 1 etr + 2 et que les colonness,s + 1 ets + 2.

Avec les notations

de l’énoncé :

pourr > 1 ets > 1, on aAr,s
2

= detM1,⋯,r−1,r+3,⋯,n
1,⋯,s−1,s+3,⋯,n

pourr = 1 ets > 1, on aA1,s
2

= detM4,⋯,n
1,⋯,s−1,s+3,⋯,n

pourr > 1 ets = 1. on aAr,1
2

= detM1,⋯,r−1,r+3,⋯,n
4,⋯,n enfin A1,1

2
= detM4,⋯,n

4,⋯,n

Question 16) NotonsDr,s
k

= detM1,⋯,r−1,r+k+1,⋯,n
1,⋯,s−1,s+k+1,⋯,n de taillek + 1 × k + 1 extrait deM, où il ne reste

que les lignesr,r + 1,⋯,r + k et que les colonness,s + 1,⋯,s + k. (son coefficient en haut à gauche estMr,s
(mêmes adaptations qu’à la question précédente, sir = 1 ous = 1.

On a donc pour tous lesr,s possibles :Dr,s
0

= Mr,s = Ar,s
0 de mêmeDr,s

1
= Ar,s

1 et Dr,s
2

= Ar,s
2

Supposons quek ∈ 1,2,⋯,n − 2 et qu’on ait assuré l’égalitéDr,s
m

= Ar,s
m pour tous lesm entre 0 etk

et tous lesr,s possibles. AlorsAr,s
k+1

= 1
Ar+1,s+1

k−1
Ar,s

k
× Ar+1,s+1

k − Ar+1,s
k

× Ar,s+1
k



Avec la formule de condensation appliquée à la matrice extraite M1,⋯,r−1,r+k+2,⋯,n
1,⋯,s−1,s+k+2,⋯,n de taillek + 2 × k + 2

ayant comme coefficient en haut et à gaucheMr,s on a :Dr,s
k+1

× Dr+1,s+1
k−1

= Dr+1,s+1
k

× Dr+1,s+1
k − Dr+1,s

k
× Dr,s+1

k

donc Dr,s
k+1

= 1
Dr+1,s+1

k−1
Dr,s

k
× Dr+1,s+1

k − Dr+1,s
k

× Dr,s+1
k car les matricesBi ne s’annulent pas.

Les deux suites ont les mêmes valeurs initiales, et l’égalité se transmet par hérédité double. Par récurrence pour

tout k ∈ 1,2,⋯,n − 1

tousr,s ∈ 1,2,⋯,n − k
Ar,s

k
= detM1,⋯,r−1,r+k+1,⋯,n

1,⋯,s−1,s+k+1,⋯,n le déterminant de taillek + 1 × k + 1 avec

les lignesr,r + 1,⋯,r + k et les colonness,s + 1,⋯,s + k, ayant comme coefficient en haut et à gaucheMr,s.

Pourk = n − 1, il ne reste qu’uncoefficientA1,1
n−1

= detM en prenant toutes les lignes et toutes les colonnes.

Partie IV. Leλ-déterminant
M matrice deMnR pour laquelle detλ M est bien défini. Pourλ = −1 on retrouve le déterminant usuel.
On peut constater que pourλ ≠ −1 la forme fonction des colonnes deM n’est pas antisymétrique, ni alternée,

car : detλ
b a

d c
= bc + λad ≠ −detλ

a b

c d
ou detλ

a a

c c
= λ + 1ac ≠ 0.

Pourn = 1 oun = 2, la forme estn-linéaire, mais, au delà, la formule2 n’est guère encourageante.

On peut assurer que pourM ∈ MnR, detλ tM = detλM les deux étant définis simultanément.

Car cette égalité est vraie pourn = 1 oun = 2 et que la formule2 est invariante par transposition.

Question 17) Parrécurrenceavec2 montrons que si detλM est bien défini ett ≠ 0, alors detλMt,j est bien
défini et∀n ∈ N∗, detλMt,j = t detλM pourt ∈ R╲0 et j ∈ 1,2,⋯,n

Initialisation : c’est clairement vrai pourn = 1 oun = 2.
Hérédité : supposonsn  3 et la propriété assurée jusqu’à l’ordren − 1. PourM deMnR :

detλMt,j. detλMt,j 1,n
1,n

= detλMt,j  1
1 × detλMt,j  n

n + λ detλMt,j  n
1 × detλMt,j  1

n.
Distinguons deux cas :

∙ Si j ∈ 1,n alors detλMt,j 1,n
1,n

= detλM1,n
1,n ≠ 0 , déterminant d’ordren − 2.

L’égalité est assurée car on supprime la colonne (C1 ou Cn multipliée part.
Dans les termes de detλMt,j  1

1 × detλMt,j  n
n + λ detλMt,j  n

1 detλMt,j  1
n on supprime une fois cette colonne,

(si j = 1, dans le 1er et le 3ème, et sij = n, dans le 2ème et le 4ème) et dans les deux autres termes, on applique
notre hypothèse de récurrence, avec des déterminants de taille n − 1 × n − 1.

Ainsi detλMt,j. = 1
detλMt,j 1,n

1,n detλMt,j  1
1 × detλMt,j  n

n + λ detλMt,j  n
1 detλMt,j  1

n

= t
1

1
detλM1,n

1,n detλM 1
1 × detλM n

n + λ detλM n
1 detλM 1

n = t detλM

∙ Si j ∉ 1,n tous les termes d’ordren − 1 oun − 2 sont multipliés part ≠ 0, detλMt,j 1,n
1,n

= t detλM1,n
1,n ≠ 0

detλMt,j. = 1
detλMt,j 1,n

1,n detλMt,j  1
1 × detλMt,j  n

n + λ detλMt,j  n
1 detλMt,j  1

n

= t2

t
1

detλM1,n
1,n detλM 1

1 × detλM n
n + λ detλM n

1 detλM 1
n = t detλM

Dans les deux cas, on a assuré l’hérédité. D’où le résultat par le théorème de récurrence :

∀n ∈ N∗, detλMt,j = t detλM pourt ∈ R╲0 et j ∈ 1,2,⋯,n

Question 18) On aVx1,x2,… ,xn =

1 x1 x1
2 ⋯ x1

n−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

1 xn xn
2 ⋯ xn

n−1

et Vx1,x2,x3 =

1 x1 x1
2

1 x2 x2
2

1 x3 x3
2

∙ Pourn = 2 : on a detλ Vx1,x2 = x2 + λx1

∙ Pourn = 3 , avec la formule2 :

detλ Vx1,x2,x3 × x2 = detλ
x2 x2

2

x3 x3
2

detλ
1 x1

1 x2

+ λ detλ
x1 x1

2

x2 x2
2

detλ
1 x2

1 x3



d’où detλ Vx1,x2,x3 = 1
x2

x2x3
2 + λx3x2

2x2 + λx1 + λ x1x2
2 + λx2x1

2x3 + λx2

= x3x3 + λx2x2 + λx1 + λx1x2 + λx1x3 + λx2

Ainsi detλ Vx1,x2,x3 = x3 + λx1x3 + λx2x2 + λx1

∙ Par récurrence, montrons que detλ Vx1,x2,… ,xn = ∏
1i<jn

x j + λx i. L’initialisation est assurée pourn = 3.

Hérédité : supposonsn  3, et la propriété vraie jusqu’à l’ordren , en notantVn = Vx1,x2,… ,xn,

on aVn+1 =

1 x1 x1
2 ⋯ x1

n−1 x1
n

1 x2 x2
2 ⋯ x2

n−1 x2
n

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

1 xn xn
2 xn

n−1 xn
n

1 xn+1 xn+1
2 ⋯ xn+1

n−1 xn+1
n

à qui on va enlever des lignes

et des colonnes, pour appliquer2 :

detλ Vn+1 × detλVn+11,n+1
1,n+1 = detλVn+1 1

1 × detλVn+1 n+1
n+1 + λ detλVn+1 n+1

1 detλVn+1 1
n+1

Ainsi detλVn+11,n+1
1,n+1 = detλ

x2 x2
2 ⋯ x2

n−1

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

xn xn
2 ⋯ xn

n−1

= x2 ×…×xndetλ

1 x2 ⋯ x2
n−2

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

1 xn ⋯ xn
n−2

avec le résultat de laquestion 17) appliqué à la transposée : chaque ligne est multipliée part = x i ≠ 0.

De même detλVn+1 1
1 = detλ

x2 x2
2 ⋯ x2

n

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

xn+1 xn+1
2 ⋯ xn+1

n

= x2 ×…×xn+1detλ

1 x2 ⋯ x2
n−1

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

1 xn+1 ⋯ xn+1
n−1

= x2 ×…×xn+1detλ Vx2,… ,xn+1

detλVn+1 n+1
n+1 = detλ

1 x1 x1
2 ⋯ x1

n−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

1 xn xn
2 xn

n−1

= detλ Vx1,x2,… ,xn = detλ Vn

detλVn+1 n+1
1 = detλ

x1 x1
2 ⋯ x1

n−1 x1
n

⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

xn xn
2 xn

n−1 xn
n

= x1 ×…×xndetλ

1 x1 ⋯ x1
n−1

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

1 xn ⋯ xn
n−1

= x1 ×…×xn = detλ Vn

detλVn+1 1
n+1 = detλ

1 x2 x2
2 ⋯ x2

n−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

1 xn+1 xn+1
2 ⋯ xn+1

n−1

= detλ Vx2,… ,xn+1

Ainsi detλ Vn+1 =
x2 ×…×xn+1detλ Vx2,… ,xn+1detλ Vn + λ x1 ×…×xndetλ Vn detλ Vx2,… ,xn+1

x2 ×…×xndetλ Vx2,… ,xn

=
xn+1 + λx1detλ Vx2,… ,xn+1detλ Vn

detλ Vx2,… ,xn
Avec notre hypothèse de récurrence :

detλ Vn+1 = xn+1 + λx1

∏
2i<jn+1

x j + λx i ∏
1i<jn

x j + λx i

∏
2i<jn

x j + λx i
= xn+1 + λx1 ∏

2 jn+1

xn+1 + λx i ∏
1i<jn

x j + λx i

Qui est le résultat escompté à l’ordren + 1. Les dénominateurs sont non nuls, carx i ≠ 0 etx j + λx i ≠ 0.

Par récurrence, nous avons donc assuré quedetλ Vx1,x2,⋯,xn = ∏
1i<jn

x j + λx i pour toutn  3


