Banque PT 2005 — épreuve Maths. C

Partie I — PREAMBULE

Question 1.1
On a SQ(Z)TO(Z) = Soto, Sl(Z)Tl (Z) = Sotg + (Sotl + Sth)Z + 81t12’2 et SQ(Z)TQ(Z) == 5oty + (Sotl +
Slto)z + (Sotg + s1t1 + Sgto)ZQ + (Sltg + 82t1)2’3 + 82t22’4.

Question 1.2
On écrit

n n
= g 52" X E ;27
i=0 =0
E SithH_j = g Sitjzi+j + E SithH_j

<i,7< 0<1i,5< 0<i,j<
OStjsn S DA
= E (E Sili_ 1)2 + 2" E SithH_j_n
k=0 0<i,j<n
i+j>n
n
= E upz® + 2" R(2),
k=0

oll R est bien un polynome de degré n.

Partie II — ETUDE DES NOMBRES DE BERNOULLI

Question II.1

II.1.a f et g sont définies sur C\ {0}.

II.1.b  Posons z = z + iy avec (z,y) € R?. Dire que z tend vers 0, c’est dire que x et y tendent tous
deux vers 0.

Ore*—1=¢e"(cosy+isiny)—1=(1+x+o(x)(1+iy+o(y)) =14+z+iy+o(z)+o(y) —1=z+0(z])
car |z] < |z] et |y| < |z|. Donc f(z) = 1+ o(1) ce qui signifie que f(z) tend vers 1. On prolonge f par
continuité en 0 en posant f(0) = 1.

+oo
z
I[I.1.c  On écrit e* =1+ E — pour tout complexe z (le rayon de convergence est infini), donc, pour
n!
n=1
+oo Zn—l +oo L
tout complexe z, on a f(z) = = ————, le rayon de convergence étant toujours infini.
p f(z) n§:1 ] > CEw] y g j

Question I1.2

Pour x réel ﬁxé on écrit pour tout complexe z de D que h,(z) = g(z)e
+oo  p

zT

ﬁ T . ) ) -
Or g(z g Ly e’ = E Wz", donc, d’apres le préambule, h, est développable en série
n=0
entiere avec un rayon de convergence au moins égal a 27w sous la forme h,( E Upz",

" e
“":I;)( klil_n|2(>ﬁn ke’

+oo n
B, .
Autrement dit h,(z) = E ('x) 2" ou B, (z) est le polyndéme B, (z) = E <Z> Brpz".

n=0 s k=0
En particulier, B, (0) = 3,,.
Comme le produit f(z)g(z) vaut 1, on a f(0)Gy = 1 (c’est le coefficient constant du développement du

produit f(2)g(z) en série entiere). Or f(0) =1 donc Gy = 1.
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Question I1.3

(1—z)z z,—xz —xz (_ ) X (—z)
ze zete ze z)e
I[I1.3.a hi_,(2) = = = = = hy(—2).
=)= T T e T T e —1 o(=2)
On en déduit, puisqu’il y a unicité des coeflficients d’'un développement en série entiére, que, pour tout

n >0, By(1 —xz)=(-1)"B,(x).

(1+4x)z z zx
ze e ze
I1.3. b hiyy(2) — 2z = ——— — ze*™ = ze” -1 = = h,
142(2) — ze P ze <€Z — ) ] (2)
+oo +o0 n—1
B, (1 - B, . . N
Ainsi, hi42(2) = ha(2) = T?:O ( +x72! (@) 2= ze® = nEZI hzn, donc, en identifiant &

nouveau les coefficients des séries entieres écrites, on trouve By(1+x) — Bo(x) = 0 (ce qui est normal car

Bo(1 4+ z) = Bo(x) = 1), et, pour n > 1, B,(1+z) — B, (z) = nz" " *.

Pour n = 1, ceci fournit By (1 + z) — B1(z) = 1 donc By(1) =1+ B1(0) = 1+ .

Sin > 2, on a en revanche B, (1) — B,(0) = 0, donc finalement Vn € N, B,,(1) = L+ Bi(0), S = L
B, (0), sinon.

Question I1.4

27
II.4.a Sin =m, on a bien / df = 27 = 27w0py,-
0

i(n—m)0 2m 1-1
- ] = —0.
0

2
Sin#m,ona / e!n=mif g — [
0 i(n —m)

~i(n—m)

I1.4.b  Pour r fixé dans ]0,2n[ (ce qui garantit que z = re? reste dans D), on a :

X Bp(x)

R (Tew)e—me — Z

m=0

,rmez(m—n)e.
m!

Si on sait justifier 'interversion des symboles Z et / , il est facile de conclure. En effet, on a alors :

2m I 2m
/ hy(re®)e™ ™m0 df = E &Tm/ pim=n)o gg
0 = m/! 0

B, (x) .

n!

" 210 = 21"

+OOBmx
-y (2)

m/!
. . m=0
puisque, dans la somme, tous les termes d’indices m # n sont nuls.

La justification de linterversion me semble hors de portée d’un éléve de PT. Voici une fagon de procéder.

On travaille pour n fixé. Soit p > n un entier quelconque, et décomposons l'intégrale en deux :

2m P 2
. . By, ; : .
/ hy(rei)e=™"d9 = S, + R, o S, = E ('x) rm/ e!m=m)8 4 (car il s’agit d’une somme
0 m! 0

m=0

d’un nombre fini de termes, pour laquelle on peut sans probléeme intervertir Z et / ) et ou le reste

2 +00
B (z -
partiel s’écrit R, = / m( )rmel(m*”)a de.
0 m!
m=p+1
: N ) s . . an(fE>
Bien siir (c’est le calcul précédent) : S, = 27r - carp = n.

1l s’agit donc finalement de montrer que lim R, =0.

p—o0
2w +oo +o00
orjr < [y [Pelimdg—an 3o | P
0 m=p-+1 m=p+1
: SR B () T
On sait que la série entiere (Z — ) est de rayon de convergence R > 2. Cela entraine ’absolue
m)!
s . Bn(z)| : :
convergence pour z = r, c’est-a-dire la convergence de la série (Z T ). Or le majorant qu’on
m!
: . . - B (x .
a trouvé ci-dessus de R, est 27 R), olt R, est le reste partiel de la série (Z ’ m(' ) r™) ¢ dire qu'elle
m!

converge, c’est dire que lim R; = 0 donc que lim R, =0.
p—+oo p—+00
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II.4.c La notation choisie par I’énoncé est certainement abusive. Mais, au moins, elle n’est pas ambigiie.

Ohy 2265
Pour z réel et z dans D, on écrit —(z) = = zhy(2).
’ Oz (2) er —1 +(2)
11.4.d La dérivabilité du membre de gauche est évidente : tout polyndéme est de classe C* sur R tout
B! (z
entier. La dérivée du membre de gauche vaut 271’7’”#.
n

—inf

A 7 fixé, considérons ¢ : (,0) — hy(re?)e L est une application de classe C! sur R x [0,27] et,

27
comme il ne s’agit pas d’une intégrale impropre, cela suffit pour affirmer que x +— / o(x,0) do est de
0

2m 2w
9 . o
classe C' sur R et la dérivée du membre de droite est a—i(z,&) do = / re®h, (re'?)e ™m0 dp =
0 0

2m
r/ hy(ret?)e= =10 g,
0

Bn—l(x)
(n—1)!

n—1

On reconnait la, d’apres I1.4.b, r x 27r . On a donc démontré, pour tout réel z, ’égalité :

nB;z(x) —rx 27TT,7L—1B71*1(CC)

2 oI
R (n—1)!

ou encore : Bl (z) = nB,_1(x).

Question I1.5
Sin>0,onan+12>2.

! I Bpy1(1) — Bpy1(0) -
Onaalors/0 Bn(x)dx:m/o Bl (z)de = = n+1n+ =0 d’apres IL.3.b.

1
1
Remarque : By = 1, By = 1 et B1(0) = 3y donc By = X + (3. Alors / Bi(z)dx =0 = 3 + (1 donc
0

1 1
=—cet B =X ——.
B1 5 et B 5

Question I1.6
Considérons la restriction & |—27,27[ C R de la fonction g (prolongée en 0 par g(0) = 1) et notons
x
G(z) =g(z) — frz = g(x) + 3
T T T ze® ze® —x +x — xe”

OnaG(w)—G(—x):x—l—er_l+e_$_1zx—i—em_l—em_l: o =0, donc G

“+o0
est une fonction paire. Or le développement en série entiere de G est G(x) = Gy + Z ﬁ—?x" et ainsi les
n!
n=2
coefficients (2,41 pour n > 1 sont bien tous nuls.

Question I1.7
II.7.2  On a déja vu (I1.3.b) que, pour n > 2, B, (1) = B,(0). Or II.2.c montre que B, (0) = 3, donc

By(1) = B )
<Z> Bp_pa®, done By, (1) — Bn(0) = 0 = kZ:l (Z) B

On a écrit (I1.2) que B, (z) =
k
Autrement dit, pour n > 2, nf8,_1 + Z (Z) B = 0 donc
k=2

n

=0

(5) Bu-1 = —% Zn: (Z)ﬁn_k.

k=2

On sait que By = 1, qui est rationnel. Supposons qu’on sache que tous les G pour 0 < k < p sont
rationnels, alors (x) permet de calculer 8,41 en fonction de B, ..., 8,, dont il est combinaison linéaire

1/n
a coefficients rationnels (ce sont les —— ( k>) : cela prouve bien que 3,41 est également rationnel, et la
n

récurrence s’enclenche.

1 1 1
I.7.b  On a déja vu que By = 1, 81 = —3 puis d’apres (), B2 = —3((2)50 + (3)&) =5 Enfin

(3 = 0 car 3 est impair et supérieur a 2.

(Pour les curieux : 34 = —;((2) Bo + (i) By + (g) Ba + (;) B3) = _3710)
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- 1 1
7.¢c e B, = n ﬂn,ka,on tire alors By = 1, BlzXff,BQ:XQfXJrf,et meéme si on
I1.7 De B I 3 5

k=0
3

1
veut : By = X3 — 5X2 + 5X.

Partie III — ETUDE DE LA FONCTION ZETA

Question III.1

III.1.a En est 1-périodique et se prolonge sur [0,1] en B,, qui est de classe ct (et méme C*) : c’est dire
que B,, est bien de classe C! par morceaux sur R.
I1.1.b

yA
1 4+

A\ PAAN PN N

&V

Figure 1 La fonction Bs

Question ITI1.2

II1.2.a En étant 1-périodique et de classe C' par morceaux, elle est développable en série de Fourier

sur R. La somme de sa série de Fourier coincide bien avec B,, car, au point de discontinuité (a la période
~ B,(0)+ B,(1 1 . ~ . ~
pres), on a défini B, (0) = Bu(0) + Ba(1) = — | lim Bp(z)+ lim B,(z) ).
2 2 \z—0+ x—0—
En réalité, pour n > 2, on a B, (0) = B, (1) = (8, donc B,, est tout simplement continue et de classe C*

par morceaux.
On a

1 1 1
aog(By) = / B, (z)dx, ar(B,)= 2/ B, (z)cos2nkx dx, br(B,) = 2/ B, (z)sin 2rkz dx.
0 0 0

I1.2.b  Bi(z) =z —1/2, donc ag(By) = 0.

1

II1.2.c Pour k > 1, on trouve facilement (par des intégrations par parties) : ak(él) =0, bk(él) =
T

1 ~

III.2.d On a vu que pour tout entier n > 0, on a E:H-l =(n+ 1)§n On en déduit, pour k > 1, que :

ap(By) =

1
ai(Bpt1) = 2/ B, 11(z) cos 2nkx dx
0

~ in27ka | 1t

= {Bnﬂ(x)smﬂ_g xL - n; /0 B, (z)sin 2rkx dx
n+1l, =~

I bi(Bn)-
2km £(Bn)

De méme :

1
bi(Bnt1) = 2/ B, 11 (z) sin 2rka dx
0

~ cos2rkz]’ n+1 '~
= |-B, B, 2rkx d
{ +1(x) = LJr = /0 (z) cos 2rkx dx

n+1 ~
(Bn),

2k
= ~ ™
car Bn+1(1) = Bn+1(0)
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%—(Zmak(én) et bk(§n+2) = _%

Or ay, (Bl) = 0 donc tous les ay, (Bgn+1) pour n > 0 sont nuls.
De méme bk(Bg) = 0 donc tous les bk(Bgn) pour n > 1 sont également nuls.

II1.2.e  On en déduit que ay (§n+2) = — by (Bn)

III.2.f Appliquant ce qui a été dit au début de la question précédente, on obtient naturellement :

2n)(2n —1)(2n—2)(2n —3)--- x4 x3  ~ @2n)! 1 2(=1)"t'(2n)!

ap(Ban) = (-1)" ar(Bs) = (—1)"+ _

By TRk PR (ke
_ m+1 ~ 2(=1)"*(2n 4+ 1)!
Alors bk(B2n+1) = Gy (lk( 271) - (Qkﬂ.)Qn-i-l

1
II1.2.g D’apres I1.5, pour n > 1, on a / B, (xz)dx = 0 donc ag(B,) = 0.
0

On a dit en 2.a que En coincidait en tout point avec la somme de sa série de Fourier.
On en déduit que :

- 2%k
Vz €R,  Bon(z) = (2n)12(— WZ “;m kg

~ sin 2kmx
Bant1(z) = (2n 4+ 1)12(=1)"*! Z (2km)2n+l”

Question IT1.3

1
III.3.a  On sait que la série (Z k—) converge si et seulement si x > 1.

2(2n)!

IIL3b  On a By, (0) = (2n)12(—1)"* Z @ 2%% = (-1t (%)2”((2“)-
. 2n 1.2n
Or Ban(0) = Ban donc ¢(2n) = (—U"“%T,@Qn.
7.‘.2

L 272
III.3.c En particulier {(2) = 762 = —
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