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Epreuve Mathématique 11-B

Corrigé de J-Pierre DURIN (PT Cluny)

Premiére Partie

a 2a 0% g1 o 0%
1) Soit a Z 0, F=I,+20E;,'E, et G='F. F= 1 0 G=§C¥ 1 0
i 0 I

f( e; )= g implique que Vect (g ) est stable par f.

f(eﬁ1 )= gl et f(e )= 200, e, , 1mp11quent aussi que Vect (e e, ) est stable par f.

2) Valeurs propres de gof.

e est un vecteur propre de gof associé a la valeur propre 1. En effet gof ( e )=g (63 )= e, -

Vect (g , g ) est également stable par g. La restriction de gofa Vect (g] , e; ) a pour matrice dans (gl , e; ) la matrice

o1 o 2ag 0Ol 2a Dd e val los oy |
ont les valeurs propres sont réelles ( matrice symétrique réelle) et sont les racines
&a IHEO 1 H &a 4a* IH

du polynome X? — (40°+ 1)X + 1 donc vérifient: Jipl,=1 et Wi+ =40>+1 ce qui implique que W et > sont de méme
signe strictement positif.

Conclusion: On numérotera les valeurs propres de gof, [;, J2, M3 avec i > 2 >0 et L = =

— - —

3) Soita et b deux réels, on définit les deux vecteurs: 1;1 =ae te, et u, :bgl+e;
- - ) e
a) u, - u, 0 setraduitpar ab+1=0
f(Jl ).f(l;2 Yy=0 se traduit par (a+20)(b+20)+1=0

On aura simultanément Jl . u; =0et f(,;1 ). f( 1;2 )=0siaetb vérifient ab=-1 et 2a(a+ b+ 20a) =0 soit, puisque
0%0, ab=-1 et a+b=-20a
Conclusion: L;l . ,;2 =0 et f(L;1 ). f(L;2 )=0 siaetb sont racines de X’ +20X—-1=0

b) On pose u, ~ e, - Cherchons a et b pour que (u1 Uy Uy Yet(f( u, ), f( u, ), f( U, )) soient deux bases orthogonales,
(ul Uy Uy ) étant de plus, directe.
On doit avoir ,, u, - u, =0 etf(u ). f(u )=0 donc a et b sont racines de X>* +20aX -1=0

7;1 ] u2 =(a-b) e3 =(a-b) u3 donc (u1 , u2 ’u3 ) sera orthogonale directe si on choisit a > b.

Onprendradonc a=—g++qg?>+] et b=—g—-.g?+]1. L’orthogonalité entre (,;1 , u; ) et

u; d’une part et (f(L;1 ), f (u; )) et f( u; ) d’autre part étant acquise d’aprés 1).



4) (1;1 , u; , u; ) est une base de vecteurs propres de gof. En effet:
gof () =g[@+20) ¢ + o 1=(a+200g (e ) +8(e,)=(@+20) (¢ +20p )T ¢ =(@+200) +[20(a+2a) +1 ¢
2of (4 ) =[a +a® +11e, *2a(a +Ja’ +1) +11e, =[2a(a +~a’ +1) +11[(~a +-Ja> +1)e, *e, |
car [2q(a + Na* + D+11(-a+vJa* +1) =a+ \/ﬁ (vérification en développant)
Conclusion: “1 est vecteur propre de gof associ¢ a la valeur propre 2¢a(a + m )+1.
Un calcul analogue montre que u; est vecteur propre de gof associé a la valeur propre 2q(q - \/ﬁ )+1-

On sait déja que L;3 est vecteur propre de gof associé a la valeur propre 1.

Ocos@ sinf@ O 2a 0O

- 0 . 0
5) Soitrg la rotation d’axe orienté par e, ctd’angle @ L]-mm[. Ona:S=Tsinf cosf 0 I Omsoit
0 0 1 0 1 Q

Ocos@ 2acosf@+sinf 00

O . ) H . g
S= sin@ —2asin@+cosf 0 S est la matrice de s dans une base orthonormée directe. s sera un

0 0 1
endomorphisme symétrique si S est symétrique, c’est a dire si: 20cos0 + sinB = — sinB . On a alors
Ocos@ —sinf 00
. . 0 . .
S= sin@ -=2asin@+cos@ O dontles valeurs propres sont 1 et les racines de X? + 2(asin@ — cos@)X + 1. Les
0 0 1
deux racines sont strictement positives si cos8 — asin@ > 0. On cherche donc © LI ] -1t 1[ tel que: 0cos® = — sinB
et cosB — asinB >0
lercas: a>0 ©=-Arctano [J]-102,0[ alors cos@ — asinf> 0
0 =- Arctano + 1t Ll ] 102, [ alors cosB — asinB <0
2¢mcas: 00<0 O=-Arctana L]0, W2[ alors cosB — asin@> 0

0=-Arctano — 1t Ll J-10 -7v2[  alors cos® — asin® <0
Conclusion: ¢’est toujours 8 = — Arctana qu’il faut choisir pour que s soit symétrique a valeurs propres > 0.

Deuxiéme Partie

1) Ona: On;nﬂ = (gof)( O;/ln ) et Ol;nﬂ = (fog)( 0}9" ) pourn=0 et par conséquent:

Omn = (gof)"( Omo ) et Opn = (fog)"( Opo )
a) Comme Vect (gl ’e; ) et Vect (e; ) sont stables par gof et fog et que de plus gof(g3 )= e; et fog (e; )= e; ona:

(gof) (Xa e, + Va e, + 2z, e, ) = Xa+i e, + Yt e, + 2z, e, etdonc zn,+1 =z, lasuite z, est constante. On a le méme résultat pour
la suite z*, .

Conclusion: z, =z", =z, avec O, =Xoe, tYoe, * e,

b) (m,) est convergentesix, — X, ¥a — y,Z, — Z quandn — 0 Alors la suite (p.) est convergente car les coordonnées de



auront pour limite: g@ G [:[V D

2) On suppose que la suite (m,) est convergente de limite m.

a) Ona vu que 0,,;1 " (gof)( O;n ). En faisant tendre n vers I’ 0 et en utilisant la continuité de gof, ( Xa+1 €t yai1 sont des
n n
Dl 2 OD Dxnﬂ = ‘xn + 2yn

H
fonctions continues de x, et y, car: GF = 5 Opetdonc [J,,, =2x, +5y, ona parunicité de la limite:

0 1 H Z., =2,

Om =(€oH)(Om ) etdonc )y, estinvariant par gof.
b) m est donc un point tel que (J; est un vecteur propre de gof associé a la valeur propre 1. Un tel vecteur propre est de la
forme k e; , or on sait que la composante de (J; sur e; est égale a 7o lorsque 0;1’10 = xog1 +¥o g + 79 g

Conclusion: Om = zo e, m est la projection orthogonale de m, sur e;

'
n

=
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3) Soit Q la matrice de passage de Bc a B, et M, =

EE%DQ

U
.
SR

S

a) M’, représente la matrice colonne des composantes du vecteur ()y;; relativement a la base B.

b) Ona que On;nﬂ = (gof)( O;nn ) se traduit matriciellement par M+, = GFM,

On a donc M’ = Q! Myiy = Q'GF M, = Q'GFQ M’, et finalement M.+, = [Q'(GF)Q] M’,
¢) Q'(GF)Q est une matrice diagonale ayant dans la diagonale les valeurs propres de gof, i, Mz, M3

B+2v2 0 0F g3+2v2)"x, 0

Q'(GFHR=0 O 3-242  OC et comme M?, = [Q(GF)Q]" M’ onaura: M’,=[{(3 — 2\/5)" V'oO et par
0 o 1F H 2z

00

O

0 Qet alors M’, —

O

0
0

'
0
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conséquent: une CNS pour que la suite M’, converge est que M’y =

QD%D
W]
I

0

O
o

NS
00

4) a) Dire que la suite (m,) converge est équivalent a dire que la suite (M’,) converge. Autrement dit, il faut que My = Q



D—1+f ~1-42 o%om D—(l+\/—)J’oD
soit My = 1 1 ]
50 o (HED n 0

Conclusion: Le point my doit donc &tre dans le plan (I) d’équation x + (1 +,/2 ) y = 0 dans le repére (O, Be).

EH+\/_ -1-+2 0%
b) SmtmoD(l'l)etnonsnuesur(Oe ) ona: M, = D 1 1 %3 2\/_)
1

H o 0

soit

I:I]:I:II:II:I

z'

H1+2)(3- 2f 2)"y',H
M, = D 3- 2\/_ 2)'y D ce qui traduit que les points m, sont dans le plan (1) a la cote z = z,

] 2,

Conclusion: les points m, ] (A): x+ (1 +\/5 )y=0, z=120.

o 2 ODD—(1+\/_)(3 232)"y', O B(l—f)@ 2\/_)
OnaP,=FM, = (3-242)"y', QD (3-24/2)"y' g
@H . " BB s E

Conclusion: les points p, [ (A’): x—(1 - \/5 )y=0, z=120.
¢) Dans le cas ot zo = 0, les points M, €t P, sont dans le plan xoy et on constate que My, €t P, ont la méme ordonnée.
00 op H1-v2)3-242)x,f
My = 1 OqP.=0 XX (] My et P, ont la méme abscisse. D’ou la construction des
0 1@ H

0 H

points m; et p; sachant qu’ils sont situés sur (A) et (A’)



880)) >Po
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Troisiéme Partie

1) a) ® endomorphisme de R* est dit défini positifsi []y £ () 5P (y)>0.

—

Soit A une valeur propre réelle de ® et;c un vecteur propre associ¢. On a: ;C Z 6 et @ (;C )=A X mais alors

2
;C.CD(;C)=)\;C.;C=)\ x| >0 implique A > 0.

b) Soit @ un endomorphisme symétrique ayant ses valeurs propres strictement positives ( A1, A2, A3 ). On sait qu’un tel

endomorphisme est diagonalisable dans une base orthonormée B = (1;1 , u; U, ).
Soit | = Oy, + U2y, + sy, alors @ (x )= O(l)\lul +a; )\2u2 +03 )\3u3 et

Conclusion: ;c ) (;C ) =07 + A0 + Agls® >0 si ;c Z 6

¢) gofa pour matrice relativement a la base orthonormée Be, 'FF qui est une matrice symétrique. Ceci caractérise un
endomorphisme symétrique de R®.
det(f) > 0 implique que 0 n’est pas valeur propre de f et donc que f est bijective.
Mais alors, soit A une valeur propre de gof et;c un vecteur propre associé. (donc ;C Z 6 )

2
d’une part et par ailleurs

—

.gof(x):)\x.x:)\ X

= !

2
>0 car f(;c ) £ 6 puisque f est injective. On en déduit que A >0

f(x)

Conclusion: gof est symétrique et défini positif d’aprés b)

-gof () ="X'FF X =(FX) FX =

= !




2) a) Soit (Z;l , 1;2 ,u; ) une base orthogonale de R? constituée de vecteurs propres de gof.
f( 1;1 ), f( u; ), f( L;3 )) est alors une famille libre de R?, donc une base. En effet, si cette famille était une famille liée,

son image par g le serait aussi, or gof (5, )=\ 1; avec A; > 0, et on aurait que (u1 , u; 37 ) serait une famille liée ce
l 1
qui est contradictoire.

f (u1 ), f (u2 ), f( U, )) est une famille orthogonale. En effet, calculons par exemple f ( u, ). f (u2 ).
£y, )y, )='FU)FU;="U FF Ur= oy . gof (3 ) =D gy - 3y, =0

Conclusion: la famille (f (JI ), f (1;2 ), f(l;3 )) est une base orthogonale de R?

- - - - - - 3
b) On suppose que (u1 TR )et (f(ul ), f(u2 ), f( u, )) sont deux bases orthogonales de R°.
Soit i%j 4 . gof(L;j )="U;'FFU;=(FU) FU; = (,, ). f(Jj )=0
1 1
On en déduit par exemple que gof (u1 ) est orthogonal a u, et U, et donc appartient a Vect (u1 ), soit gof ( u, )=\ u,
ce qui traduit que ,;l est vecteur propre de gof. Méme raisonnement pour u; et u; .

Conclusion: (u, > u, su, ) est une base de R’ constituée de vecteurs propres de gof.

-

|| =1.

3) SoitB= (Lzl , u; ,u; ) une base orthonormée de R® constituée de vecteurs propres de gof, ou gof ( l; )= 1; et
1 1

3 3

a) Montrons FF = Z Hi U; ‘Ui 11 suffit pour cela de prouver que ’endomorphisme de matrice z Hi Ui ‘Ui relativement
i=1 i=1

a la base B, agit sur " s ; s ) comme le fait gof. Or en effet, par exemple pour o
g Uy > Uy U, g p plep u,

3 3
(Z WU U) Uy = Z WU (U;U)=w Uy car U, U;='UsU; =0 et 'U; Uy =1
i=1 i=1

et i U, ='FF U, puisque 1;1 est vecteur propre de gof associé a | .

3
Conclusion: tFF=Z K Ui 'Us.

i=1
3
b) Soit A=y/ft; et S=% AU
i=1
3 3 3 3
Calwlde®  §=() AUU)(Y AUU)=Y AU (Y AU
i=1 J=1 i=1 J=1
3 3 3 -
82: z )\]U‘(Z )\jUintUj): Z )\iUi)\i[Ui car tUin: u. - uj :0p0urj¢i et tUiUi:ld’OI‘l
i=1 J=1 i=1 !

3
Conclusion: S* = z W U; 'U; = 'FF.
i=1

s est un endomorphisme symétrique car sa matrice S relativement a une base orthinormée est une matrice symétrique.
Montrons enfin que les valeurs propres de s sont > 0, ce qui permettra de conclure au caractére défini positif grace a II11b



Or en effet: SU; = z

AU U Uj= A\ U; puisque ‘Ui U; = 1; . u: =0pouriZj. Ceciprouve que 1;1 , u; ,LZ3 sont
=T !

vecteurs propres de s associés aux valeurs propres Aj, Az, A etles A; sont >0 .

Conclusion: s est un endomorphisme symétrique, défini positif.

4) a) SoitR=FS"

Rappelons que ce qui précéde assure que s est injective donc bijective et que par conséquent S existe.
R est une matrice orthogonalesi et seulement si ‘RR =15 . Or en effet:

RR='S"FFS' =" $2S'=§1S=(S)y' =S S=1; Onautilis¢ FF=S2, 'S1=(S)"! et 'S=8§

Conclusion: R = FS" est orthogonale.

b) On en déduit que F=RS soit f=ros avec s endomorphisme symétrique défini positif et s isométrie de R* .

r est en fait une rotation car det (f) = det (r) det (s) > 0 (hypothese faite sur s) implique det (r) > 0 donc égal a 1, car
det (S) = )\1 )\2}\3 >0.

Conclusion: f=ros r rotation de R*, s endomorphisme symétrique défini positif.

5) Ondéfinit 5 , 4 , 4 par £(y )=Ay'
U,>u,>u,P u, u,

) b . - - - 3 s __ - - = :
a) D’apres 2a), on sait que (f ( u, ), f(u2 ), f( U, )) est une base orthogonale de R’, donc B” = (u'1 , ”'2 , u'3 ) est aussi
une base orthogonale.
- 2 2
Il reste & montrer que |[u'; || = 1. Oren effet etona:

- in(u?)
U,

'
u i

Hf(u?)

2 3 3
=(FU)FU,=U'FFUi=Ui () wUU)U="U; 3 Uj (UjU) ='Us ps Ui = s car Ui U= 1.
Jj=1 J=1

2
dou [u'| =1 et Conclusion: (u7] , u72 , u73 ) est une base orthonormée de R .
b) Q matrice de passage de Bca B, Q’ matrice de passage de Bca B’.
- - - |
D’aprés 3b), on sait que s (;; )=Ai 4 etparsuites” (5, )= /‘— u.
1 1 1 . 1
1

. . | I .
r(ui )=fos‘1(ui ):Tf(ui )= u'

Des lors, soit Q’’ la matrice de passage de la base B a la base B’. Ona Q’=QQ”".

Or cette matrice Q’” peut aussi s’interpréter comme la matrice de r, relativement a la base B, puisque uq'. =r (J )
1 1

Mais alors, Q> =Q'RQ etonadoncQ =QQ'RQ soit Q’=RQ et finalement:

Conclusion: R=Q’Q'=Q’Q car Q est orthogonale.

6) Soit M appartenant a la sphére de centre O et de rayon p. On peut écrire:

- - 2 2 2 =2
OM*G]_MI +C(2u2+(13u3 avec O+ 0" +0; —p



S(OM):GI)\IL;] +0(2)\2,;2 +or3)\3,;3 et f(O}\/[)=ros(0}\/[)=0(1)\1u71 +a2)\2u72 +a3)\3u73

' 2 2 )

a

soit f(A1s)=0"1,1 +0°5, +0°5,' avec
(OM) =Xy, T2y T 075y

X2 Y? Z?

Conclusion: L’image de la sphere est donc Iellipsoide d’équation + +
(AP’ (4,07 (Ap)°

repere (O, B’), dont les axes sont donc des axes principaux de Pellipsoide.

Fin...
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