DURIN Jean-Pierre Corrigé de I'épreuve Banque PT Maths II-E
Lot des Jaillots 71250 CLUNY
Tél: 03.85.59.16.48

Avertissement

Cette épreuve comporte malheureusement de nombreuses fautes de texte, ou maladresses d'écriture, en
particulier dans les parties Ill et IV. Je les signalerai, le moment venu.

Partie I:

1) Notations:
Soitm = (X, X,, X3) un élément deE, on appelle coordonnées sphériquesnide triplet

(r,0,9)0R; X[O,n]X[O,Zn], tel que:X, =rsinfdcosp, X, =rsin@sing, x,=rcosI.
Soient alors les vecteu@ =sin@ COS¢€ +sinf Sinqﬁeﬁ2 + COSG% :

g =codd cos¢€ +cosf sinqbe“2 —sineg .

g, =-—sin qﬁ + cos¢€ .

a) Pour montrer qu = (€, ,€, ,e¢) est une base orthonormée directeRfe, je montre que la matrice
P
suivante appartient@0, (R) :
in6cosp cosfcosp -—sing E
P=sinfsing cosfsing cosp [
H cost -sin@ 0 E
On vérifie bien que la norme de chaque vecteur colonne vaut 1, que les produits scalaires 2 a 2 sont bien
nuls et qualet(P) = 1. On aurait pu remplacer ces vérifications par:

<e,g >=0, |g|=|&|[=1,ete, =€ Ue,.
b) X,
S

v




2) Soit f r'application deE dans lui-méme définie pddf (m) = &071 avecp OF".
r

Soit une application dR dansR, x [O, 7T]>< [0,27T], de classeC" qui at associe(r (t),0(t),¢ (1)),
m(t) le point de coordonnées sphériqet),B(t), (), et M (t) = f(m(t)).

_—

a) * Expression dans la bad® de@ = d C;?(t) .
on aOm(t) =r(t)e (t) . D'oi dOT(t) =r'(t)e (1) + r(t)%. Orona:
% = ‘Ziefe'a) +Z%¢'(t) = 6" (t)(cosp cospe, +cosFsinge, - sinbe,)

+¢'(t)(-sin@singe, +sinb cospe,).

i _ _ dom(t — — , —
O g5 g sinae SO = o) =15 +1OF' (e +rOFOsnOWe,

On a dor(®,,V,,V5) = (r'(t), r (t)8'(t),r (t)¢' (t) sinB(t)).
* Expression dans la badd de\m = % .
On OM (t) = pr((rt()t) r(t)e. () = p(r(t)e. . soit

VO =" = 0O O + P ) O8, + PO O,

On a dor¥;,V,,V3) = (0" (r(6)r' (1), p(r(t))6" (1), p(r (1))¢* () sin6(1)) .

0 ] ]
M =P OV, Al o'(rt) 0 0 [
b) On constate que{%/2 = p(r(®) Vv, soit [V, = B 0 p(r(v) MV, [ eton a:
0 r(t) B/ H 0 r(t) E
_ P, HE ., et
o : r®) O

0 BaE

IV, = Jv, C avec J = Diag(p'(r(t)), p(r(®)) , p(r(t))) qui me parait quand méme dépendre

V.0 Bl o

un peu de I'applicatiot— (r (t),0(t),¢ (t)), puisqu’elle fait intervenir (t) !..Disons queJ aurait da

étre notéel (t) et queJ(t) = D(r(t)) avecD(u) = Diag(p'(u),%,%) et c’est cette matrice

D(u) qui est indépendante de I'applicatibr—> (r (t),0(t), (1)) .




1 A2

3) detd) =1 se traduit par:prlzJ

=1 soit: %g—r(ﬁ) =r?. Onendéduitp®(r) =r*+K.

Or pour queo OF " il faut quer OR., r®+K OR, ce qui nécessit& = 0. On posera donc
K =a®, aveca= 0. Conclusion detd) =1 = p3(r) =r*+a® aveca=0.

4) soit p,(r) =3/r®+a® et f, I'application associée.

* Montrons quef, estinjective.

Soit pour celdn et m'" appartenant & , tels que f,(m) = f,(m’). On a donc:

3/r3 +a% —  3r3+33

Om=————0m" ce qui implique quiOm' = A0Om avecA >0. Mais alors
r r
3/,3 3 3/13,3
: o cNrr+al — ¥4 TAT
r'=Ar et larelation précédente s'écri—————Om=————A0m d’ou

r Ar

i/r *+a’ = §/A3r3 +a’ ,soitA =1 et doncOm = O—n‘i c'estadirem=m'. cqgfd.
* Surjectivité def,

SoitM JE, OM = RE; (M de coordonnées sphériqu, 8,9)).

On cherche si il existe MmO E tel que:Om = I’g et f,(m) =M . Pour cela, il faut:

Reﬁr e , soit3r®+a® =R, cestadirer® = R® -

Pour qu’un ter soit strictement positif, il est donc nécessaire et suffisanfRjea , d’oll la
discussion:

--a=0 r =R convient etfO est donc surjective. (quO est I'application identité)

--a>0 Seuls les pointd ;R > a appartiennent a I'image dé,. f, n’est pas surjective, le
sous ensembledequi n’est pas dans I'image dk, est la boule fermée de centre O et de
rayo@, privée de O.

* Prolongement éventuel par continuitéfdeau point O

Considérons les poinf de coordonnées sphériqu@s8,¢) ot 8 et ¢ sont fixés.
IimO Oof ,(m) = IimO Yr®+a’e =ae . Mais le vecteue, dépend deé et@ et peut donc
r— r-

prendre
toutes les directions quand on fait vafleet ¢ .

Conclusion: f, ne se prolonge pas par continuité au point O.

Notations: 'application f de E dans lui mémem(X;, X,, X;) = M (X, X,, X;) est définie par:
i D{].,Z,B}, X, =, (r)x our :HO_rr:ﬂ et ol les fonctiong); appartiennent & *

1)
a) Matrice jacobienne def .




pardéﬁninonJO:%}(o—m) 9 om 2 @mE dotona
X, ox, 0X,4

L0 0 0 TR
[l 2 L
J,=0 v, 022 g0y, w0 ¢
B r r T C
TR pass (3 EA BT (o K BTN (31
H r r r -

b) On rappelle que le caractére n linéaire alterné d’un déterminant fait que I'on ne modifie pas la valeur
d'un
déterminant en ajoutant a I'un des vecteurs une combinaison linéaire des autres. Ainsi

detl, aV, - BV,.aV; —y\,) = detl, aV, - BV, + BV,,aV, — ;) = detl,aV, Vv, - ;)
=detl,,aV,,aV, - WV, + W) =detl,aV,,aV;) =a’ detl, .V, V;)
Conclusion:det(\z,a\z - ,3\7;,(:!\73 - y\71) =a’ dEt(\Z,\Tz,\Z)
Soit alorsx, # 0, dansdet{,), remplagons la®2®colonne parx, X (C,) =X, X(C,) etla 3™
colonne parx, X (C;) — X, X(C,), on obtient:

w;(r)%wl(r) ~ X (1) =X, (1)

x’detd,)=| @, (r) Xlrxz x40, (F) 0 cest & dire:

X1X3 0
r

Ws'(r) X5 (r)

wl'(r)%wl(r) ~ Xy (1) =X, (1)
detgy) = 2| v, xu, ) 0 |
X,

r
ROk 0 ()

C) Pour un pointm tel quex, # 0, on a donc:

det(,) = %%«;(r) Xyl (W (1) + &%(r)@%%(rw;(r) by (O (1) + 2% w;«m«ﬁ

r r

soit:
detla) =3 (O (D0 (1) (070 O )+, 00 00 + X0 O ' (1)

Pour un pointm tel queX, =0, on revient & I'expression initiale:



W, (r) 0 0
det@,) =| O wz'(r)%ﬂpz(r) Ww,'(r)

X5 X,

et on retrouve:
r

Xp X
r

detQo) = Y, (DWW 1)+ 0 (00 (O (1) + X (O (1) () cete

formule correspondant a la précédente en faisant direct¥merd dedans.

0 s'(r)

Wo (07 + (1)

2) Condition d’incompressibilité:detJ,) =1.
Conditions nécessaires:
Ecrivons quelet(J,) =1 dans les cas suivantx; =0 condition(a) .

X, =0 condition(f) .
X; =0 condition(y) .

(@) OO0+ (0 O 0+ X, O (O (1)) =1

(B) - (N, (r)w(r) +%(xfwl'(r)w2<r)w3(r) X, (O, (NP5 (1) =1
(V) = o (0, (NW,(r) +%(xfwl'(r)w2<r)w3(r) %7, (O, (NW4(r))=1

Mais alors, -- en faisaqy) — () on obtient:

%(xlzwl'(r)wz(r)%(r) - x32¢/1(r)¢/2(r)¢13'(r)): 0 soit enfin en simplifiant pa #0 eten

faisantx, = X; =1, " (NY,(r) -, (r)Y,'(r) =0 cestla condition(C,) .
-- en faisay) — () on obtient:

o(r)
r

%(Xzzwl(r)wzl(r)w3(r) - ngwl(r)wz(r)w3'(r))= 0 soit enfin en simplifiant pa #0 eten

faisantX, = X; =1, " (NY,(r) =@, (r)Y;'(r) =0 cestla condition(C,).
-- en écrivant enfin qdetJ,) =1 pour X, = X, =0 et X, > 0 on obtient:

(1)
r

2
WA (W(0) + %" (O, (1 (r) =1 Soit,puisque— =1 dans ce cas,
Wi (D, (NP (r) + g, (N, (NYs'(r) =1 c'est la condition(C,) .

Conclusion:(C,), (C,), (C;) sont donc des conditions nécessaires pourtdoe ] E , detd,) =1.
Montrons que ces conditions sont suffisantes.
Supposon§C,), (C,), (C;) vérifiées, alors:

detBa) =Y (O (D0 (1) (070 O ) + 5,70 00 00 + X0 O ' (1)

= O W (0) 2 (0 OO0 )+ 5, (OB (1) 56 O () ()
1 cf (C,) 1 cf (C,)



2 2
X2

det(@,) = @, (1), (W, (r) +uwl(r)wz<r)w3-(r) st

det@o) =@, (N, (NY,(r) +rg (NY, (NY,'(r) =1
1 cf (C,)

3) OnsupposéC,), (C,), (C,) vérifiées.

a) Existence ded et U strictement positifs tels quey, = AW, et Y, = Uy,.

d Er) NAGAGKAGNG
dr b, 0

fonctionﬂ est dérivable, de dérivée nulle, elle est donc constante sur cet intervalle.
3

=0 dapres(C,). Donc sur I’intervalle]0,+00[, la

A >0 tel quey, = AY,.

Un raisonnement analogue a\%é et la condition(C,), assurelju > 0 tel queyy, = Ui,
3

b) Soit Z(r) =, ()Y, (r)Y,(r), alorsZ OF " comme produit d’éléments d&” . On a alors:
Z(r)= )\/Jl,ll33(l’) et la condition (C;) s'écrit: )\/.ll,ll33(r) + r)\/.ll,ll32(r)(,ll3'(r) =1.
Dés lors, calculoneZ'(r) +3Z(r) . Ona: Z'(r) = 3A/.1ljl32(r)(,ll3'(r) et par suite:

rZ'(r)+32(r) = 3, (r) + rAug, (N, (1)) =3.
Conclusion:rZ'(r) +3Z(r) = 3.
Une solution particuliére de I'équation compléte est la fonction constante dgale a

. . K
La solution générale de I'équation homogene-¢st K constante réelle.
r

Conclusion:Z(r) =1+ 53 avecK >0 pourqueZ OF".
r

4) Dapres3) Y, .Y, , Y, sont des éléments d&" vérifiant (C,), (C,), (C,) si et seulement si:
= AL)Us

[N, U strictement positifs tels que] !
2= H 3

et K 20 tel que)\/.u,ll:(r) :1+£3.
r

D’oudes onditions nécessaires:
3

r
Ona dond,ll33(r) = ce qui permet d’écrire en posaft=a® aveca>0 :

T
3/¢3 3
"(»1’3("):(73r—-l-a1 avecq, = 1 >0.
r 3}Au
3/,3 3
“(»Uz(r):%rf-l-a avecazzui>0_

3Au



3/,3 3
r~+a
-, (r)= alf aveca,; = A

>0. Etonabiera,a,0, =1.

3 Au
Réciproquement montrons que ces conditions sont suffisantes:
3/¢3 3 3/,3 3 3/¢3 3
r~+a r~+a r~+a
Supposon (1) =0 1) =y T (0 =, T
(o,,a,,0,>0 et a,0,0,=
avec les conditiong] © > ° s alors,,,,, Y, sont des éléments de"
0 a=0
a
LI =cte donc(C,) est vérifiée, = Y, _ 2, =cte donc(C,) est vérifiée, et enfin
l‘)UB aB l‘)UB a3

(r +a)/r (r® +a)/ (r® +a)y
r? r?
W (W, (W) +rg, (DY, (NDw,'(r) = r_3(r3 +a®+r®-r®-2a’) =1 donc(C,) est vérifice.

Retour sur la fonctionf, de la partie |.

T UEENIR GEC I G

W W (W5 (1) + P, (O, (5 (1) =

3

OnaOM =———2-0m doi X, = X, X, =
r
3/r3 +a3
et on est donc dans le cgs (1) =/, (r) =,(r) 27, eta, =a, =a, =1.

Partielll:

3 r3 +a3
Notation:On posey/(r) =—— ot a>0.
r

1
Soitc >0, on définity, = —, et, =, =cy .
C

1) SoitZ limage par f de la sphére unit%‘n; HO—IT:ﬂ = 1}.

a) Equation cartésienne de .
M de coordonnées cartésienr(g§, X,, X;) a sa coordonnée sphériquieégale al et par conséquent

pour image le poir¥l de coordonnées cartésienr(e§,, X,, X;) telles que:
1
X, = —23\/1+ a’x, X,=cdl1+a’x,, X,=cl1+a’x,, et parsuite:
C
2 2 2
Xl + X2 + X3

Lifraty: @1+2)) (i)
C

) 2 2 _ , g
=X~ *+X,"+X" =1 cestadire:




X, RS 2+ X, o o =
1 =1 Onreconnait I'ellipsoide de révolution autour de I'§&, €, )
(5 1+a%)? (CVl"'a )?
c

EC<1 ellipsoide allongé
de demis axes—\/l+a et cy1+a’. Dc>1 ellipsoide aplati

H c=1 sphere
b)

Attention ici, 8 et ¢ n’ont plus la méme signification gu’au |, ce qui est assez désagréable!
On peut écrire I'équation cartésienne2dsous la forme:
2 2
X, P~ _ - 2 _ 2 2 3 :
— > =1 avecb=y(1) et p° =X, + X;". On peut donc paramétrer la demie
(2)2 (ch)
2

c

b _ o
= pcosd =cbsing coH
méridienne p1 — COsp ¢ 0[0,71] puis E]x P sing
Hp= cbsm¢ X, = psin@ = cbsing sind
6 0[o,2n]

et finalement:

X1=%COS¢, X, =cbsingcosd, X, =cbsingsing, ¢ 0[0,71], 6 0[0,27] est bien
C

une paramétrisation @e.

C) Avec les notations précédentes, le pdiita pour coordonnées cartésiennes

(cosp,sing cosB,sing sinf) .

d0M _ 90M

Un vecteur normal e a 2 est dirigé par exemple paw DW. On a:

H ——S|n¢ H =g 0 . %2‘329”¢005¢E

d0M _ 9OM b’ [
a¢ Dw ccosgl) cosd ED [T bcsing sinf = D o —sin’¢ cos@ vecteur qui est

ﬁ)ccosqb sindHd Hbcsing cosd H Oy [

H D—sm $sin@ [

dc
H C2 COS¢ E

C
. . 1 .
paralléle %smq& cosd E et qui a pour normeb? S|n¢\/c4 cos’ ¢ + —2S|n2 ¢ . Le produit
C

1 . . L

B—smqﬁ sinf E
c

scalaire de ce dernier vecteur a@m est € COS ¢+ ESin2 @ > 0. On prendra donc:

Cc

H 2o O

) % c”cosp 0

n(M) = - sinqbcoseD .

\/C cos’ ¢ +-—sin*¢ 1
c?

B—smq&sm@a




Rq: ce vecteur convient encore aux ‘sommets de I'ellipsoide *, lor¢qeed(77) car alors, le vecteur

normal & est bien parallele au vecte€y .

2) Soientt, ett, deux réels. On définit en tout point de le vecteur (Interprétation de celui-ci???)
gM) = L2 (n(M)E(P,l)el f Lt (n(M)Eez)e2 + n(M)Eeg)es) ainsi que:

M
Y/ (M) = aO—M et V. (M) = GO_ NB: Erreur d’énoncé, remplacen par M sinon c’est
ac da

ridicule!

a) ona:V,(M) = —i—?c;osgbgl +bsing(cosde, +sinbe,).

2 _ — —
V,(M) = a—EFo—fqbel +csing (coYe, +sin9e3)E

b>0c
b) + g(M) V,(M) = L x A avec
\/c4cosz¢+clzsin2¢
A=2—1 L Zt COS¢(——C S¢)+ (sm ¢ cos’ @ +sin® ¢ sin®B) soit encore

A __( (4co§¢+sm ) +1,(sin’ ¢ — 20052¢))——( t,(3cog ¢ +1) +1,(1-3co< ¢))

2nm

On a donci[ g(M) IV, (M)dor = J’J’ D (1 (3cog ¢ +1) +1,(1-3co §) b? singdgdo soi

277b3 8rb®

IIZWW (( CoS’ ¢ —cosp) +1,(~cosp +coS ¢ ) = o T
¢ W%(MF = X A, avec
\/c4cosz¢+clzsin2¢
A =t 32t c cos¢(a C°9¢ y+th ics‘z (sin® ¢ co 6 +sin® ¢ sin6) soit encore

a2 2

A = _2(t1(Sin2 ¢ —2cos ¢) +t2): y(tl(l—:%cosz o) +t2) et on a donc

g

2nm

[fo(M) J’J’ ((1—30052¢)+t2))23in¢d¢d9 soit

3

(tl(—cosgb +cos ¢) —t, cos¢)g =

IO




3) SoitW rapplication deR. X R, dansR définie par:
1

W(c,a) = 4—3"(2c2 +c )1+ 2a%)(1+ad) 2.

. I oW ow o
a) NB: Il y a sGrement une erreur de texte ici, il faut Hlée—(C, a) et nona—(a, C) et cette écriture me
C C
dW(a,c
parait de toute facon plus correcte que celle du—Ee*gg—) .
C

. ow _ ow
Méme erreur pou—aH (a,€) qu'il faut remplacer para— (c,a). Bon!, sur ces bases on a donc:
a a

1 3 + 933
aaﬂ(C, a) = %(C—C'S)(l+ 2a3)(1+ a3) 8 = 87t t, ce qui fournit:t, = 2(c? —C'4)1—2a4.
’ (1+a°)3
1 _4 + 3
%ﬂ(c, a) = 4—;T(ZC2 + c“‘)%az(u a’) ?-a’(1+a’) 3(1+2a%) Hz 4_3"(2c2 roya? 24 .
a 4
@+a’)?
+ 3 2 + 3
Ona don(:4—r[(2c2 +ca’® St4a = il t, dou t, =(2c” +C'4)5—4a4.
3 4 4
(1+a’)? (1+a°)3

b) NB: Je donne les deux limites demandées, mais je me demande, compte tenu de ladjuestioe
s'agissait pas plutot d’étudier les limited det t, quanda — O, car celles-ci correspondent aux
expression(C) et y(C) de4).

. O0W _lemr, . o2 a
Ialrn)a—c(c,a)—T(c c™) alorsqudalgwc)tl—Z(c cr).

lim M(C’ a) =0 alors quelimt, =5(2c* +c™).
a-0 da a-0

Ox(c) = 2(c® -¢™
4) Soit la courbeC paramétrée pafDX( ) ( 2 -4)
oy(c) =5(2c° +c™)

aveccOR’ .
a) On étudie les variations d¢ et Yy . On pourrait faire le changement de paramétreC® ce qui donne:

Ox(t) = 2(t—t™) 0 x(@)=21+2t°)>0
o -1

ol: [, )
() =5(2t+172) Y0 =5(2-2t7) =10—
Quandt croitdeOQ a +o0, X croitde—o a+o, Yy décroit de+ o al5 (pourt =1), puis
croit del5 a + o0 . Ainsi C posséde bien un point d’ordonnée minimale, c’est le d@t5) .

b) Etude aux bornes:

N 2
) =-— - —o y
* Voisinage det =0, on a[] L -
X

5
Ovyt)= = o 4+
Dy() %



. 5
Il'y a asymptote d’équatioy = _E X, la courbe est au dessus de son asymptote.

Ox(t) =2t » +oo
* Voisinage det = +00 , on a[] ®) ,X_>5, y—5x:1—25_,0+_
D/(t)zl(l — +oo X t

Il'y a asymptote d’équatioyi = 5X, la courbe est au dessus de son asymptote.

y=-(5/2)x y=5X

15

v

C) NB: La courbeC n’est pas une conique et n’est pas non plus incluse dans une conique comme semble
insidieusement vouloir le dire I'énoncé. J'en donne plusieurs justifications.

5
By +—x=15%
Preuve n°10n a vu, lors de I'étude des asymptotes qge: 15 et par conséquer® est
Ul y-— Bx = —
0 t

5
incluse dans la courbe d’équation cartésiéM‘réE X)?(y —5x) =15°, courbe algébrique du

- . 75 125
troisieme degré d’équation développﬁ%& Z yX2 - T x°
n'arrive pas a factoriser (Maple non plus) sous la fortheegré en x,y)@® degré en x,y)=0 pour
espérer quUE soit incluse dans une conique. Ce qui n'est pas encore trés concluant, certes.

Preuve n°2Dans le méme ordre d’idée, on peut rechercher I'équation cartésieealddacon plus
classique en éliminahtentre les deux polynomd? = 2t° — xt* -2 et Q =10t° — yt* +5

Ox(t) =2(t -t
puisque ceci traduit la condition €& y) pour quelt tel que[] ®) ( )

y(t) =5(2t +t7%)
pas le calcul (abaissement du degré par exemple), mais j'utilise I'instruction de Maple,
resultant(P,Q,t),

qui fournit le résultat suivar27000- 8y +150yx* + 250x* = 0 qui n’est rien d’autre que 8

—3375=0, expression que je

. Je ne détaille



fois
I'expression trouvée dans la preuve n°1.
Preuve n°3Recherche d'une conique d’équation génée + By + Cxy + Dx+ Ey+F =0
qui
voudrait bien conten . Pour cela il faut que:

AA(t? _Tz+i)+258(4t +f+i)+10C(——+2t2 —)+2D(t—ti2)+5E(2t +ti2)+F =0

et caJt > 0. On multiplie I'expression pai et le premier membre, devenu un polynomd ete
degré 6, doit étre le polynome nul, ce qui conduit au systeme suivant:

0

04A+100B+20C =0 B

0 2D+10E=0 . . g:o

0 F=0 0 oD+

B—8A+10(B—10C:O soﬂ:% L 2D+5E=0 UOD=E=0

0 -2D+5E=0 [T14A+100B +20C =0
J4A+25B-10C=0  +8A+100B-10C=0 [ A=B=C=0

HH 4A+258-10C =0

ConclusionA=B=C =D =E =F =0, ¢a ne fait pas une jolie conique!
Preuve n°4Je fais un changement de repére en prenant les deux asymptotes pour nouveaux axes.

- 2 2
y=5% 1= , Y= —§X L J= , matrice de passade = d’ou
2 5 -5

2 2(t -t A

pt= i% 1E et par suite on % Ez Pﬂ% ( _2) E H E de sorte que
1506 - @+t B zF
2 - =

XY = _T n'est pas constanC n’est donc pas I'hyperbole tant espérée!... Dans le re(@@ilg J)

. A 4 .
non orthonormé certes, I'équation@eestY = —? . Rideau.

PartielV:

Notations: NB: On définit une nouvelle fonctiod/ avec une notation déja utilisée dans la Partie Ill, et ayant
d’autres propriétés a priori. Donc ¢a continue dans la mauvaise qualité du sujet.

. * * 2 ;.
W:R, xR, - R declass€* notée:(1,,1,) > W(l,I,).
Soient trois fonctionk, A,, A, éléments déF ™.
Venant de dire qé,,|,) DR, xR, , il est navrant de posdr, = )\12 +)\22 + )\32
, SAAZ+ 44,7+ A,%A,% qui sont alors des fonctions. Nous sommes donc dans
I'éternelle
confusion entre fonction et valeur de la fonction en un point, ce qui fait que la définitibreste
vraiment trés approximativel.
On aurait da définir la fonctith, : R, xR, xR, - R par la formule:

W, (U, U,,U,) =W(u,” +u,” +u,”,u,°u,’ +u,’u,’ +u,’u,”) =W(I,,1,) sionveut, en

2 2 2 2.2 2 .2 2.2
ayantposé, =u," +U,” +U;" et |, =u,"u;” +u,"u,” +u,u;”.



Poul < i < 3 on définit les fonctionss, de R. dansR par les formules:

s (R) = A, (R) ()\ (R),A,(R),A,(R))-h(R) ot h estun élément dF .
NB: Cette écriture est parmi les moins pires finalement de ce paragraphe de notations!

O , 2
O Sl(R)-I-E(SL(R)_SZ(R)):O
On a les conditions suivant%s s;(R) = (R)

s(a)=0

EP(a) sb) p.()=Vr’+a® b=p,®)

1) On peut faire le shéma suivant:
| w
R, xR, XR, - R, xR, -» R défini par
— 2 2 2 2.2 2 2 2 2
(ug,uy,ug) > (I, 1,) = (U +u,” +uy”,u U +uu,” +u,"uy”) > W(IL, L) . de sorte que
W, =Wol.
| estdeclass€” de R xR, xR versR, xR, etW estde class€” de R, xR vers R, donc

ou,

A
On a égalemenR. -~ R, xR, xR’ définie par R— ()\l(R),)\Z(R),)\g(R)) est une application de

* * * * aW *
classeC' de R, vers R, xR, X R, de sorte que—=o A estde class€" de R, versR, il en est
i
par
suite de méme des fonctiogs
Je reprends les notations du texte.

oW,
FRRTELE AR AR)-LRTE
1
d’'aprés la ‘f[e condition donnée. Par suite I mtegrale proposée s'écrit:

J':Sll (RidR=s,(b) ~s,(a) =5, (b) =P(a)  cafd.

AR AR)E 2R -sR)=% R

2) soitr =3/R*—a®, A, =p',(r) NB: laencore quelle ambiguit§d, ayant été défini plus haut au

2

moyen def il serait naturel de comprendre qu, = r—2 et bien pas du tout, il faut interpréter
(r®+a®)?
sous la forme), (R) = p', RA/R* —a®) etpourd, =A, = Par(r) idem! enfin pourv :TR = PaT(r)
la remarque est la méme...Moyennant quoi:
2
a) AR = M = r—22 = iz on obtient ensuitd, (R) = A;(R) = E = R =V puis
(R%)? v r r

1,(R) =i4+2v2 etl,(R) =i2+i2+v4 =v“+£2
\Y \Y \Y \Y



Conclusion: 4, (V) = iz H,(V) = (V) =v, J (V)= % +2v2, J,(v)=Vv* +£2
v v v

On poséP(v) =W (J,(v), I, (V) =W, (1 (V), 4, (V). 15 (V)) -
Calcul de®'(V).

D'(v) = ‘?;Vl (g (V), 1, (V), s (V) ', (V) + W (Hy (V) 1, (V), 5 (V)5 (V) + W ) ! (Hy (V), 1y (V), g (VD) ' (v

0A, 3
(v )-—iawl (s ()1, () 15 () + 22 (41, (), 11, (), 15 () + 20, (), 1ty (), 115 (9))
V2 oA, 1 2 3 oA, 1 2 3 oA, 1 2 3
ow, _ ow
Or a)\ a|1 (|1,|2)(2)\2)+E(|1,|2)(2)\2)()\1 +A2) et
oW, oW

m = aT(I1 ,)(2A,) +— 5 (1,1 2)(2)\3)()\12 +)\22) et par suite quand on calcule au point
3

2

(1, (V) 1, (V), 15 (V) avquz(v) = 144(), on obtient
oW,

o (O 1) = o, O 1y ) 1y (), 2 ()
(J (), 3,0 + 5 (J (0.3, +v?)
On a doncapy'(v) = Vi S (0, () + 22 (14 4 (9, 1, (4) SO

()__%6/\1(“1(\/) (D () = 7 M (1,0, 11, ), /,13(v))ESOItenf|n

0A;

' (v -—Euz(v) e PRONTRONC B l(ul(v) 1, (V). ug(V))E

b) Dans lintégrale donnarP(a) aul)

posonsy = i/R3R7—a3 soit R*(v® —1) =a%V® soitenfinR = i/va:/——l on a:
2
he-1-v .
3_1\3
dR=a (V2 D dv=- a - AV (ce qui assure le caractére bijectifR(/) ).
(v3 -1)3 (vé-1)2
R=a" v +00
Pour les borneséQ b v= - 3 —b d'ou
3/p3 31
- RV -1 W, W, 1
P(a) = J' B 2( ) on, (. (V), 1, (V), 45 (V) = Hl(V) (Hl(V) U, (V), Hy(V)) S av

(V3 -1)3
Conclusion: P(a) = [~ d (V)d



C) Limite de P(a) quand a - O.
On peut écrire d'une autre fagéh' (V).

@' )— (J V), 3, (M)J', (V)+—(J (), J,(W)J'; (V)

Soit: (V) = (—i+4v)—(a (V),3,(V)) + (4 —i) "W ~(2,00.9:0)

Soit encore:®' (v) = 4(v? —1)(v° +1)%ZTW(J1(V), J, (V) + Visgl—w(.]l(v), Jz(v))E de sorte que:

P(a) :4J;+w (v° "'1)%3 (J;(v),d (V))+——(J (v),J,(V)) Ejv et par suite:

Ilm P(a) = 4J' (v 1)%6\/\/ (I, (v),d, (V) +— 1 ZW (J,(v),d,(v)) Eﬁv si cette intégrale est bien

convergente, et alors on a bigh=4I .

3) onposeW(l,1,)=(I,-3)' (I, -3)" avec(i,j)ON? (i,])#(0,0).0na:

0

ZTW(Il’Iz) =i(1,-3)"*(1, -3’ etal—W(Il,lz) =j(I,-3)" (I, -3)'* de sorte que:
1 2

ow 1 i 2 i —-1)2*2172(y? 4+ 1) (v? +2'
aT(‘Jl(V)"JZ(V)) =i(S+2v -3 (v + 5 -3 ='( ) (4|+21 - ¢ )

L v v v
oW 1 : 2 (VD) 2v + ) (VP 4+ 2)
—(3,(v),3,(v) = J(V—4+2V2 -3 (v* +V—2‘3)' t= ( ) \(/4|+21 2 ) )

2

Donc si elle converge:
e (VD)2 +1) (V2 + 2) (WP +D)(i(vE +2) + (v +1))
I _£ V4|+2]+1

274(i +2j)

Au voisinage det o , la fonction a intégrer est équivalente—aw L’intégrale est donc
\'

convergente
si4—-2(1+2j)>1 soiti +2] < g le seul couple possible est doft; j) = (1,0).

+00

= (V2 +1)(v? +2)d _Jjwv +1| B_l
(v +2Vv°

1+
v4vg 4

Alors | —£ :E dou P =5.
4

Fin.






