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Avertissement

Cette épreuve comporte malheureusement de nombreuses fautes de texte, ou maladresses d’écriture, en
particulier dans les parties III et IV. Je les signalerai, le moment venu.

_________________________________________________________

Partie I:   

1)  Notations:

      Soit ),,( 321 xxxm =  un élément de E , on appelle coordonnées sphériques de m  le triplet

    [ ] [ ]ππϕθ 2,0,0),,( * ××∈ +Rr , tel que: ϕθ cossin1 rx = ,    ϕθ sinsin2 rx = ,    θcos3 rx = .

      Soient alors les vecteurs: 321 cossinsincossin eeeer θϕθϕθ ++= .

                                             321 sinsincoscoscos eeee θϕθϕθθ −+= .

                                             21 cossin eee ϕϕϕ +−= .

   a)  Pour montrer que ),,( ϕθ eeeB r=  est une base orthonormée directe de 3R , je montre que la matrice

P
         suivante appartient à )(3 RSO :
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         On vérifie bien que la norme de chaque vecteur colonne vaut 1, que les produits scalaires 2 à 2 sont bien
         nuls et que 1)det( =P . On aurait pu remplacer ces vérifications par:

                                                    0, >=< θeer ,  1== θeer , et θϕ eee r ∧= .
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2)  Soit f  l’application de E  dans lui-même définie par Om
r

r
mOf

)(
)(

ρ=  avec +∈
�

ρ .

      Soit une application de R  dans [ ] [ ]ππ 2,0,0* ××+R , de classe 1C  qui à t  associe ))(),(),(( tttr ϕθ ,

     )(tm  le point de coordonnées sphériques ))(),(),(( tttr ϕθ , et ))(()( tmftM = .

   a) •  Expression dans la base B  de 
dt
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                                    On a donc: ))(sin)(')(),(')(),('(),,( 321 tttrttrtrvvv θϕθ= .

        •  Expression dans la base B  de 
dt
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           ϕθ θϕρθρρ etttrettretrtr
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                                    On a donc: ))(sin)('))((),('))((),('))(('(),,( 321 tttrttrtrtrVVV θϕρθρρ= .

  b)  On constate que: 
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 et on a:
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ρρρ=   qui me paraît quand même dépendre

       un peu de l’application ))(),(),(( tttrt ϕθ�
, puisqu’elle fait intervenir )(tr !..Disons que J aurait dû

       être notée )(tJ  et que ))(()( trDtJ =  avec )
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     )(uD  qui est indépendante de l’application ))(),(),(( tttrt ϕθ�
.

_____________________



3)  1)det( =J  se traduit par: 1
'

2

2

=
r

ρρ
 soit: 23)(

3

1
r

dr

d =ρ .  On en déduit Krr += 33 )(ρ .

       Or pour que +∈ �ρ , il faut que *
+∈∀ Rr ,  *3

+∈+ RKr   ce qui nécessite 0≥K . On posera donc

      3aK = , avec 0≥a .  Conclusion: 333 )(1)det( arrJ +=⇔= ρ , avec 0≥a .

_____________________

4)  Soit 3 33)( arra +=ρ  et af  l’application associée.

      •  Montrons que af  est injective.

           Soit pour cela m  et 'm  appartenant à E , tels que )'()( mfmf aa = . On a donc:

           '
'

'3 333 33
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  ce qui implique que OmOm λ='   avec 0>λ . Mais alors

           rr λ='  et la relation précédente s’écrit:  Om
r

ar
Om

r

ar λ
λ

λ3 3333 33 +=+
  d’où

           3 3333 33 arar +=+ λ  , soit 1=λ  et donc 'OmOm = , c’est à dire 'mm = .   cqfd.

      •  Surjectivité de af  .

           Soit EM ∈ ,   reROM =      (M  de coordonnées sphériques ),,( ϕθR ).

           On cherche si il existe un Em ∈  tel que: rerOm =  et Mmf a =)( .  Pour cela, il faut:

           rr er
r

ar
eR

3 33 += ,  soit Rar =+3 33 , c’est à dire 333 aRr −= .

           Pour qu’un tel r  soit strictement positif, il est donc nécessaire et suffisant que aR > , d’où la
discussion:

                    --   0=a     Rr =   convient et 0f  est donc surjective.  (Rq: 0f  est l’application identité)

                    --   0>a   Seuls les points aRM >;  appartiennent à l’image de af . af  n’est pas surjective, le

                          sous ensemble de E  qui n’est pas dans l’image de af  est la boule fermée de centre O et de

                          rayon a , privée de O.

      •  Prolongement éventuel par continuité deaf  au point O.

           Considérons les points m  de coordonnées sphériques ),,( ϕθr  où θ  et ϕ  sont fixés.

           rr
r

a
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3 33

00
lim)(lim .   Mais le vecteur re  dépend de θ  et ϕ  et peut donc

prendre
            toutes les directions quand on fait varier θ  et ϕ  .

            Conclusion: af  ne se prolonge pas par continuité au point O.

_________________________________________________________

Partie II:

Notations:  l’application f  de E  dans lui même: ),,(),,( 321321 XXXMxxxm �  est définie par:

                  { }3,2,1∈∀i ,   iii xrX )(ψ=   où Omr =   et où les fonctions iψ  appartiennent à +� .

1)
   a)  Matrice jacobienne de f .
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   b)  On rappelle que le caractère n linéaire alterné d’un déterminant fait que l’on ne modifie pas la valeur
d’un
         déterminant en ajoutant à l’un des vecteurs une combinaison linéaire des autres. Ainsi

),,det(),,det(),,det( 132113112113121 VVVVVVVVVVVVVVV γααγαββαγαβα −=−+−=−−

                                          ),,det(),,det(),,det( 321
2

32111321 VVVVVVVVVVV αααγγαα ==+−=

                                        Conclusion: ),,det(),,det( 321
2

13121 VVVVVVVV αγαβα =−−
         Soit alors 01 ≠x ,    dans )det( 0J , remplaçons la 2ème colonne par: )()( 1221 CxCx ×−×  et la 3ème

         colonne par: )()( 1331 CxCx ×−× , on obtient:
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   c)  Pour un point m  tel que 01 ≠x , on a donc:
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 soit:
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         Pour un point m  tel que 01 =x ,  on revient à l’expression initiale:
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              formule correspondant à la précédente en faisant directement 01 =x  dedans.

_____________________

2)  Condition d’incompressibilité:  1)det( 0 =J .

        Conditions nécessaires:

        Ecrivons que 1)det( 0 =J  dans les cas suivants: 01 =x     condition )(α .

                                                                                     02 =x     condition )(β .

                                                                                     03 =x     condition )(γ .
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        Mais alors,    -- en faisant )()( αγ −  on obtient:
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       faisant 131 == xx ,    0)(')()()(' 3131 =− rrrr ψψψψ   c’est la condition )( 1C .

                             -- en faisant )()( αγ −  on obtient:
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                             --  en écrivant enfin que 1)det( 0 =J  pour 021 == xx  et 03 >x  on obtient:
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       Conclusion: )( 1C , )( 2C , )( 3C  sont donc des conditions nécessaires pour que Em ∈∀  , 1)det( 0 =J .

       Montrons que ces conditions sont suffisantes.

       Supposons )( 1C , )( 2C , )( 3C  vérifiées, alors:
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_____________________

3)  On suppose )( 1C , )( 2C , )( 3C  vérifiées.

   a)  Existence de λ  et µ  strictement positifs tels que: 31 λψψ =  et 32 µψψ = .
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  d’après )( 1C .  Donc sur l’intervalle ] [+∞,0 , la

         fonction 
3
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ψ
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 est dérivable, de dérivée nulle, elle est donc constante sur cet intervalle.

                                                                       0>∃λ  tel que 31 λψψ = .

         Un raisonnement analogue avec 
3
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ψ
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 et la condition )( 2C , assure: 0>∃µ  tel que 32 µψψ = .

   b)  Soit )()()()( 321 rrrrZ ψψψ= , alors +∈ �Z  comme produit d’éléments de +� . On a alors:

         )()( 3
3 rrZ λµψ=  et la condition  )( 3C  s’écrit: 1)(')()( 3

2
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          Dès lors, calculons )(3)(' rZrrZ + . On a: )(')(3)(' 3
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                                                              Conclusion: 3)(3)(' =+ rZrrZ .

         Une solution particulière de l’équation complète est la fonction constante égale à 1 .

         La solution générale de l’équation homogène est 
3r

K
, K  constante réelle.

                                            Conclusion: 
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_____________________

4)  D’après 3) 1ψ , 2ψ , 3ψ  sont des éléments de +�  vérifiant )( 1C , )( 2C , )( 3C  si et seulement si:

     µλ,∃  strictement positifs tels que: 
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      D’où des onditions nécessaires:

      On a donc 
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      Réciproquement montrons que ces conditions sont suffisantes:
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       Retour sur la fonction af  de la partie I.

       On a Om
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_________________________________________________________

Partie III:

Notation: On pose 
r
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r
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+=ψ    où 0>a .

                Soit 0>c ,  on définit ψψ
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c
= ,   et ψψψ c== 32 .

1)  Soit Σ  l’image par f  de la sphère unité { }1; =Omm .

   a)  Equation cartésienne de Σ  .

         m  de coordonnées cartésiennes ),,( 321 xxx  a sa coordonnée sphérique r  égale à 1  et par conséquent
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         pour image le point M  de coordonnées cartésiennes ),,( 321 XXX  telles que:
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   b)  Attention ici, θ  et ϕ  n’ont plus la mëme signification qu’au I, ce qui est assez désagréable!

         On peut écrire l’équation cartésienne de Σ  sous la forme:
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          méridienne par 






=

=

ϕρ

ϕ

sin

cos
21

cb
c

b
X

    [ ]πϕ ,0∈    puis  




==
==

θϕθρ
θϕθρ

sinsinsin

cossincos

3

2

cbX

cbX

[ ]πθ 2,0∈
          et  finalement:
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          une paramétrisation de Σ .

   c)  Avec les notations précédentes, le point m  a pour coordonnées cartésiennes

                                                  )sinsin,cossin,(cos θϕθϕϕ .

         Un vecteur normal en M  à Σ  est dirigé par exemple par 
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





















θϕ

θϕ

ϕ

sinsin
1

cossin
1

cos2

c

c

c

 et qui a pour norme  ϕϕϕ 2
2

242 sin
1

cossin
c

cb + .  Le produit

       scalaire de ce dernier vecteur avec Om est   0sin
1

cos 222 >+ ϕϕ
c

c .  On prendra donc:

                                          

0

sinsin
1

cossin
1

cos

sin
1

cos

1
)(

2

2
2

24

Bc

c

c

c
c

Mn























+
=

θϕ

θϕ

ϕ

ϕϕ
.



       Rq: ce vecteur convient encore aux ‘sommets de l’ellipsoîde ‘, lorsque )(0 πϕ =  car alors, le vecteur

              normal à Σ  est bien parallèle au vecteur 1e  .

_____________________

2)  Soient 1t  et 2t  deux réels. On définit en tout point de Σ  le vecteur (Interprétation de celui-ci???)

      ( )3322
21

11
12 ))())(

3
))((

3

2
)( eeMneeMn

tt
eeMn

tt
Mg ⋅+⋅

+
+⋅

−
=   ainsi que:

       
c

OM
MV

∂
∂=)(1 ,   et    

a

OM
MV

∂
∂=)(2     NB: Erreur d’énoncé, remplacer m  par M  sinon c’est

       ridicule!

   a)  On a: )sin(cossincos
2

)( 32131 eebe
c

b
MV θθϕϕ ++−= .

                   




 ++= )sin(cossin

cos
)( 32122

2

2 eece
cb

a
MV θθϕϕ

.

   b) •  1
2

2
24

1

sin
1

cos

1
)()( A

c
c

MVMg ×
+

=⋅
ϕϕ

  avec

        )sinsincos(sin
3

)cos
2

(cos
3

2 222221
3

212
1 θϕθϕϕϕ +

+
+−

−
=

c

btt

c

b
c

tt
A   soit encore

( ) ( ))cos31()1cos3(
3

)cos2(sin)sincos4(
3

2
2

2
1

22
2

22
11 ϕϕϕϕϕϕ −++=−++= tt

c

b
tt

c

b
A

 On a donc: ( )∫∫ ∫ ∫Σ
−++=⋅

π π

θϕϕϕϕσ
2

0 0

22
2

2
11 sin)cos31()1cos3(

3
)()( ddbtt

c

b
dMVMg   soit

 ( ) 1

3

1

3

0
3

2
3

1

3

1 3

8
4

3

2
coscos()coscos(

3

2
)()( t

c

b
t

c

b
tt

c

b
dMVMg

ππϕϕϕϕπσ π ==+−+−−=⋅∫∫Σ .

       •  2
2

2
24

2

sin
1

cos

1
)()( A

c
c

MVMg ×
+

=⋅
ϕϕ

  avec

      )sinsincos(sin
1

3
)

cos
(cos

3

2 2222
2

2
21

22

2
212

2 θϕθϕϕϕ +
+

+
−

=
b

ca

c

tt

cb

a
c

tt
A   soit encore

      ( ) ( )2
2

12

2

2
22

12

2

2 )cos31(
3

)cos2(sin
3

tt
b

a
tt

b

a
A +−=+−= ϕϕϕ    et on a donc

      ( )∫∫ ∫ ∫Σ
+−=⋅

π π

θϕϕϕσ
2

0 0

2
2

2
12

2

2 sin)cos31(
3

)()( ddbtt
b

a
dMVMg    soit

      ( ) 2

3

02
3

1

2

2 3

4
cos)coscos(

3

2
)()( t

a
tt

a
dMVMg∫∫Σ =−+−=⋅ πϕϕϕπσ π

.

_____________________



3)  Soit W  l’application de **
++ × RR  dans R  définie par:

3

1
3342 )1)(21)(2(

3

4
),(

−− +++= aaccacW
π

.

   a)  NB: Il y a sûrement une erreur de texte ici, il faut lire ),( ac
c

W

∂
∂

 et non ),( ca
c

W

∂
∂

 et cette écriture me

                 parait de toute façon  plus correcte que celle du texte 
c

caW

∂
∂ ),(

.

                 Même erreur pour ),( ca
a

W

∂
∂

 qu’il faut remplacer par ),( ac
a

W

∂
∂

.  Bon!, sur ces bases on a donc:

  1

3
3

1
335

3

8
)1)(21)((

3

16
),( t

c

b
aaccac

c

W ππ =++−=
∂

∂ −−   ce qui fournit: 

3

4
3

3
42

1

)1(

21
)(2

a

a
cct

+

+−= − .

3

4
3

3
24233

4
323

1
3242

)1(

45
)2(

3

4
)21()1()1(6)2(

3

4
),(

a

a
accaaaaaccac

a

W

+

++=





++−++=

∂
∂ −−−− ππ

          On a donc 2

2

3

4
3

3
242

3

4

)1(

45
)2(

3

4
t

a

a

a
acc

ππ =
+

++ −    d’où  

3

4
3

3
42

2

)1(

45
)2(

a

a
cct

+

++= − .

  b)  NB: Je donne les deux limites demandées, mais je me demande, compte tenu de la question 4), s’il ne

                s’agissait pas plutôt d’étudier les limites de 1t  et 2t  quand 0→a , car celles-ci correspondent aux

                expressions )(cx  et )(cy  de 4).

       )(
3

16
),(lim 5

0

−

→
−=

∂
∂

ccac
c

W
a

π
   alors que )(2lim 42

10

−

→
−= cct

a
.

       0),(lim
0

=
∂
∂

→
ac

a

W
a

  alors que )2(5lim 42
20

−

→
+= cct

a
.

_____________________

4)  Soit la courbe C  paramétrée par: 




+=
−=

−

−

)2(5)(

)(2)(
42

42

cccy

cccx
  avec *

+∈ Rc .

   a)  On étudie les variations de x  et y . On pourrait faire le changement de paramètre 2ct =  ce qui donne:

          




+=
−=

−

−

)2(5)(

)(2)(
2

2

ttty

tttx
   d’où: 







−=−=

>+=
−

−

3

3
3

3

1
10)22(5)('

0)21(2)('

t

t
tty

ttx

         Quand  t  croit de 0  à ∞+ , x  croit de ∞−  à ∞+ ,   y  décroit de ∞+  à 15 (pour 1=t ) , puis

         croit de 15 à ∞+ . Ainsi C  possède bien un point d’ordonnée minimale, c’est le point )15,0( .

   b)  Etude aux bornes:

          • Voisinage de += 0t , on a 








+∞→≈

−∞→−≈

2

2

5
)(

2
)(

t
ty

t
tx

    , 
2

5−→
x

y
,   +→=+ 015

2

5
txy .



           Il y a asymptote d’équation xy
2

5−= ,  la courbe est au dessus de son asymptote.

          • Voisinage de +∞=t , on a 




+∞→≈
+∞→≈

tty

ttx

10)(

2)(
    , 5→

x

y
,   +→=− 0

15
5

2t
xy .

           Il y a asymptote d’équation xy 5= ,  la courbe est au dessus de son asymptote.

  c)  NB: La courbe C  n’est pas une conique et n’est pas non plus incluse dans une conique comme semble
                 insidieusement vouloir le dire l’énoncé. J’en donne plusieurs justifications.

          Preuve n°1  On a vu, lors de l’étude des asymptotes que: 








=−

=+

2

15
5

15
2

5

t
xy

txy
  et par conséquent C  est

              incluse dans la courbe d’équation cartésienne 32 15)5()
2

5
( =−+ xyxy , courbe algébrique du

              troisième degré d’équation développée: 03375
4

125

4

75 323 =−−− xyxy , expression que je

              n’arrive pas à factoriser (Maple non plus) sous la forme (1er degré en x,y)(2ème degré en x,y)=0 pour
              espérer que C  soit incluse dans une conique. Ce qui n’est pas encore très concluant, certes.
          Preuve n°2  Dans le même ordre d’idée, on peut rechercher l’équation cartésienne de C  de façon plus

              classique en éliminant t  entre les deux polynomes 22 23 −−= xttP  et 510 23 +−= yttQ

              puisque ceci traduit la condition sur ),( yx  pour que t∃  tel que 




+=
−=

−

−

)2(5)(

)(2)(
2

2

ttty

tttx
.  Je ne détaille

              pas le calcul (abaissement du degré par exemple), mais j’utilise l’instruction de Maple,
resultant(P,Q,t),

              qui fournit le résultat suivant: 0250150827000 323 =++− xyxy  qui n’est rien d’autre que 8

y

xO

15

y=5xy=-(5/2)x



fois
              l’expression trouvée dans la preuve n°1.

          Preuve n°3  Recherche d’une conique d’équation générale 022 =+++++ FEyDxCxyByAx
qui
              voudrait bien contenir C . Pour cela il faut que:

0)
1

2(5)
1

(2)
1

2
1

(10)
14

4(25)
12

(4
224

2
4

2
4

2 =+++−+−+−+++++− F
t

tE
t

tD
t

t
t

C
tt

tB
tt

tA

              et ce 0>∀t . On multiplie l’expression par 4t  et le premier membre, devenu un polynome en t  de
              degré 6, doit être le polynome nul, ce qui conduit au système suivant:















=−+
=+−

=−+−
=

=+
=++

010254

052

0101008
0

0102

0201004

CBA

ED

CBA
F

ED

CBA

  soit: 



















===⇒






=−+
=−+−

=++

==⇒




=+−
=+

=

0

010254

0101008

0201004

0
052

05
0

CBA

CBA

CBA

CBA

ED
ED

ED
F

                  Conclusion 0====== FEDCBA  , ça ne fait pas une jolie conique!
          Preuve n°4  Je fais un changement de repère en prenant les deux asymptotes pour nouveaux axes.

              





=→=

5

1
5 Ixy  ,    





−

=→−=
5

2

2

5
Jxy  ,   matrice de passage 





−

=
55

21
P  d’où

             





−

=−

15

25

15

11P , et par suite on a 











−=





+
−

=





−

−
−

2
2

2
1 1

2

)2(5

)(2

t

t

tt

tt
P

Y

X
,  de sorte que

            
t

XY
2−=  n’est  pas constant, C  n’est donc pas l’hyperbole tant espérée!... Dans le repère ),,0( JI

             non orthonormé certes, l’équation de C  est 
2

4

X
Y −= .        Rideau.

_________________________________________________________

Partie IV:

Notations:  NB: On définit une nouvelle fonction W  avec une notation déjà utilisée dans la Partie III, et ayant
                          d’autres propriétés à priori. Donc ça continue dans la mauvaise qualité du sujet.

                  RRRW →× ++
**:   de classe 2C  notée: ),(),( 2121 IIWII � .

                   Soient trois fonctions 321 ,, λλλ  éléments de +�
.

                   Venant de dire que **
21 ),( ++ ×∈ RRII , il est navrant de poser 

2
3

2
2

2
11 λλλ ++=I   et

                  
2

3
2

2
2

2
2

1
2

3
2

12 λλλλλλ ++=I   qui sont alors des fonctions. Nous sommes donc dans

l’éternelle

                   confusion entre fonction et valeur de la fonction en un point, ce qui fait que la définition de 1W  est

                   vraiment très approximative!.

                   On aurait dû définir la fonction RRRRW →×× +++
***

1  :   par la formule:

                  ),(),(),,( 21
2

3
2

2
2

2
2

1
2

3
2

1
2

3
2

2
2

13211 IIWuuuuuuuuuWuuuW =++++=  si on veut, en

                  ayant posé  
2

3
2

2
2

11 uuuI ++=   et  
2

3
2

2
2

2
2

1
2

3
2

12 uuuuuuI ++= .



                  Pour 31 ≤≤ i  on définit les fonctions is  de *
+R  dans R  par les formules:

                  ( ) )()(),(),()()( 321
1 RhRRR

W
RRs

i
ii −

∂
∂= λλλ

λ
λ  où h  est un élément de � .

                   NB: Cette écriture est parmi les moins pires finalement de ce paragraphe de notations!

                   On a les conditions suivantes: 













=+==
=

=

=−+

)1()()()(

0)(

)()(

0))()((
2

)('

3 33
1

1

32

211

aa barrbsaP

as

RsRs

RsRs
R

Rs

ρρ

1)  On peut faire le shéma suivant:

      RRRRRR
WI

→×→×× +++++
*****   défini par

        ),(),(),(),,( 21
2

3
2

2
2

2
2

1
2

3
2

1
2

3
2

2
2

121321 IIWuuuuuuuuuIIuuu �� ++++= .  de sorte que

       IWW �=1 .

      I  est de classe 2C  de ***
+++ ×× RRR  vers **

++ × RR   et W  est de classe 2C  de **
++ × RR  vers R , donc

      1W  est de classe 2C  de ***
+++ ×× RRR  vers R , d’où 

iu

W

∂
∂ 1  est de classe 1C  de ***

+++ ×× RRR  vers R .

      On a également: ****
++++ ××→ RRRR

λ
  définie par  ( ))(),(),( 321 RRRR λλλ�

 est une application de

      classe 1C  de *
+R  vers ***

+++ ×× RRR  de sorte que λ�
iu

W

∂
∂ 1  est de classe 1C  de *

+R  vers R , il en est

par

      suite de même des fonctions is .

      Je reprends les notations du texte.

( ) ( ) ( ) )(')()(
2

)(),(),()()(),(),()(
2

122321
1

1
1321

2

1
2 RsRsRs

R
RRR

W
RRRR

W
R

R
=−=





∂
∂

−
∂
∂ λλλ

λ
λλλλ

λ
λ

      d’après la 1ère condition  donnée. Par suite l’intégrale proposée s’écrit:

                                        )()()()()(' 1111 aPbsasbsdRRs
b

a
==−=∫      cqfd.

_____________________

2)  Soit 3 33 aRr −= ,   )('1 raρλ =    NB:  là encore quelle ambiguïté! aρ  ayant été défini plus haut au

     moyen de r  il serait naturel de comprendre que  

3

2
33

2

1

)( ar

r

+
=λ   et bien pas du tout, il faut interpréter

     sous la forme )(')( 3 33
1 aRR a −= ρλ  et pour 

r

ra )(
32

ρλλ ==  idem! enfin pour 
r

r

r

R
v a )(ρ

==

     la remarque est la même...Moyennant quoi:

   a)  
22

2

3

2
3

3

2
33

1

1

)(

)(
)(

vR

r

R

aR
R ==−=λ ,  on obtient ensuite v

r

R

r

R
RR ====

3 3

32 )()( λλ    puis

          2
41 2

1
)( v

v
RI +=    et 

2
44

222

211
)(

v
vv

vv
RI +=++=



           Conclusion:  
21

1
)(

v
v =µ ,  vvv == )()( 32 µµ ,   2

41 2
1

)( v
v

vJ +=  ,   
2

4
2

2
)(

v
vvJ +=

          On pose ))(),(),(())(),(()( 321121 vvvWvJvJWv µµµ==Φ .

          Calcul de )(' vΦ .

)('))(),(),(()('))(),(),(()('))(),(),(()(' 3321
3

1
2321

2

1
1321

1

1 vvvv
W

vvvv
W

vvvv
W

v µµµµ
λ

µµµµ
λ

µµµµ
λ ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂=Φ

 ))(),(),(())(),(),(())(),(),((
2

)(' 321
3

1
321

2

1
321

1

1
2

vvv
W

vvv
W

vvv
W

v
v µµµ

λ
µµµ

λ
µµµ

λ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=Φ  .

  Or ))(2)(,()2)(,( 2
2

2
1221

2
221

12

1 λλλλ
λ

+
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

II
I

W
II

I

WW
  et

        ))(2)(,()2)(,( 2
2

2
1321

2
321

13

1 λλλλ
λ

+
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

II
I

W
II

I

WW
 et par suite quand on calcule au point

        ))(),(),(( 321 vvv µµµ , avec )()( 32 vv µµ = , on obtient:

))(),(),(())(),(),(( 321
3

1
321

2

1 vvv
W

vvv
W µµµ

λ
µµµ

λ ∂
∂=

∂
∂

                                               )
1

)(2))((),(()2))((),(( 2
421

2
21

1

v
v

vvJvJ
I

W
vvJvJ

I

W +
∂
∂+

∂
∂=

   On a donc: ))(),(),((2))(),(),((
2

)(' 321
2

1
321

1

1
2

vvv
W

vvv
W

v
v µµµ

λ
µµµ

λ ∂
∂

+
∂
∂

−=Φ  soit:

                     





∂
∂

−
∂
∂

=Φ ))(),(),((
1

))(),(),((
2

)(' 321
1

1
2321

2

1 vvv
W

v
vvv

W
v

v
v µµµ

λ
µµµ

λ
 soit enfin:

                     





∂
∂

−
∂
∂

=Φ ))(),(),(()())(),(),(()(
2

)(' 321
1

1
1321

2

1
2 vvv

W
vvvv

W
v

v
v µµµ

λ
µµµµ

λ
µ .

   b)  Dans l’intégrale donnant )(aP  au 1)

         posons: 
3 33 aR

R
v

−
=   soit 3333 )1( vavR =−   soit enfin 

3 3 1−
=

v

av
R   on a:

         dv

v

a
dv

v

v

v
vv

adR
3

4
33

2
3

3

2
3

2
3 3

)1()1(

)1(

1

−
−=

−

−
−−

=   (ce qui assure le caractère bijectif de )(vR ).

        Pour les bornes: 






==
−

==

+∞== +

b
b

ab

b
vbR

vaR

33 33 1

   d’où:

dv

v

vvv
W

vvvv
W

v
av

v
aaP

b
3

4
3

321
1

1
1321

2

1
2

3 3

)1(

1
))(),(),(()())(),(),(()(

12
)(

−






∂
∂

−
∂
∂−= ∫

∞+
µµµ

λ
µµµµ

λ
µ

                                        Conclusion:   dv
v

v
aP

b∫
∞+

−
Φ=

1

)('
)(

3
.



   c)  Limite de )(aP  quand  0→a .

On peut écrire d’une autre façon )(' vΦ .

)('))(),(()('))(),(()(' 221
2

121
1

vJvJvJ
I

W
vJvJvJ

I

W
v

∂
∂+

∂
∂=Φ

Soit: ))(),(()
4

4())(),(()4
4

()(' 21
2

3
3

21
1

5
vJvJ

I

W

v
vvJvJ

I

W
v

v
v

∂
∂−+

∂
∂+−=Φ

Soit encore: 





∂
∂+

∂
∂+−=Φ ))(),((

1
))(),((

1
)1)(1(4)(' 21

2
321

1
5

33 vJvJ
I

W

v
vJvJ

I

W

v
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     Donc si elle converge:
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    Au voisinage de ∞+ , la fonction à intégrer est équivalente à 
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