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1. Préliminaires

1°) Par définition ||x + y||2 =(x+y,x+y)={x,x)+2(x, y) +(y, y) d'apres les propriétés de
bilinéarité et de symétrie d'un produit scalaire. Cette égalité peut s'écrire :
2 2 2
Ve E, 2xy) =+ =[x =[]

2°) a) Inégalité de Cauchy-Schwarz :
|Ax + y||2 ={(Ax+ y, Ax+y) = 1 {x, x) + 2Mx, y) +{y, y) = ﬂ?”x”2 +2M{x, y) + ||y||2 est

une fonction polynome du deuxiéme degré en A qui garde un signe constant positif, quand A

parcourt R.. Le discriminant réduit A'= (x, y>2 - ||x||2 || y”2 est donc négatif ounul d' ol :

Vx. e E*, [y < [y

b) Cas d' égalité
Supposons que |<x, y>| < ||x|| || y|| ,alors A'=0 etl' équation du deuxieme degré end admet

donc une racine double A, et ainsi ||ﬂ,0x + y” =0, cequin' estpossible qu' & condition que

Ayx+y =0, autrement dit que {x, y} est une famille liée.

¢) L' application définie sul{C 0 ([O, a], R)]2 par (f,g)— _[: f(t) g(t)dt estun produit scalaire :

Symétrie d' apres la commutativité du produit des fonctions.
Bilinéarité d' apres la distributivité de la multiplication par rapport a 1' addition dans

C°([0,a] R) etlalinéarité de I' intégrale.
La forme quadratique associée est définie positive.

Positivité La (f()) dr=0 car a>0 et (f(2)) =0 sur [O,a].

a
Caractere défini: Supposons L (f(t)) dr =0.Comme f? est une fonction continue et

positive sur [O,a] ,siellen' était pas identiquement nulle SUI[O,Cl], son intégrale serait
strictement positive. Comme son intégrale est nulle ¢’ est qu' elle est identiquement nulle sur
[O, a]. cqfd.

Des lors, I' inégalité de Cauchy-Schwarz vue précédemment s' écrit :

U:f(t)g(t)dt S\/(Lafz(f)deLagz(t)dtj.




3°) Soit E espace vectoriel sur R.
Soit N une application de E dans R* vérifiant Vxe E, N(x) = N(—x).

On pose @(x,y) = %(N2 (x+y)=N*(x)—N? (y)) et on suppose que ¢ est un produit
scalaire sur E.
Vérifions N(0,)=0.Eneffet, Vxe E, @(x,—x)= %(N2 O,)— 2N? (x)) S0it sous une autre

forme : Vxe E, N? 0,)=—"20(x,x)+ 2N?(x) de sorte qu' en faisantx = 0, dans cette
égalité, on obtient, puisque ¢(0,,0,)=0 : N? O0p)= 2N? (0,) etdonc N(0,)=0.

La norme euclidienne associée a ¢ est définie par ||x|| =.J0(x,Xx) .
Oronad' apres le calcul précédent Vxe E, N 0,)=—"20(x,x)+ 2N*(x) =0 soit
Vxe E, ¢(x,x)=N?(x) etdonc finalement Vxe E, /@(x,x) = N(x). cqgfd.

II. Equivalence de normes

1°) Rappelons qu' une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Par suite :
dx, [0,1]; Inf p(x)=p(x,)=p,>0.3x € [0,1]; Sup p(x)=p(x,)=p, >0.

x[0,1] x[0,1]

On en déduit : Vx e [0,1], 0<p,<px)<p
De méme pour la fonction ¢, Elxi € [0,1]; Sup g(x) = q(xi) =q,20cetona:

x€0,1

vxe [01], 0<q(x)<gq,.

2°) H={ue C'(01}R); u(0)=u(l)=0}. On pose pour (u,v)e H>:
(u,v) = Ll(u(t)v(t) +u' (V' (©)dt 5 bu,v) = Ll(q(t)u(t) V(1) + p()u'(t)v' (1)) dt et

1
L) = | f@yv@ydr.
a) H est évidemment un espace vectoriel, ¢’ est un sous espace deC' ([0,1], R).
L(v)€ R etle caractere linéaire de L est assuré par la distributivité de la multiplication par

rapport 2 1' addition dansC° ([0,1], R) etlalinéarité de I' intégrale.

b) (u,v) — {u,v) est un produit scalaire sur H . Je ne redétaille pas tout, les arguments donnés
dans I2c), s' appliquent entierement de la méme facon.

¢) Pour (u,v) = b(u,v), les premiers arguments pour le caracteére bilinéaire symétrique et le
caractere positif de la forme quadratique associée sont les mémes, il faut par contre revoir le
caractere défini.

1
Supposons donc L (q(t) w> @)+ p()u' (1) )dt =( alors on a en particulier que p(¢) u'* (t)



est identiquement nul sur [0,1] etcomme p(t) >0 sur [0,1], on en déduit que u'(t) =0 sur
[0,1], de sorte que u(t) =u(0) =0 sur [0,1], autrement dit # = 0 fonction nulle. cqfd.

3°) a)Ils' agitde prouver quevVve H , ‘ < y\/Ll (v2(t) +v"? (t))dt Orona:

Ve H, U;f(t) v(t)dt‘ < \/_Llf2(t) dt \/_le2(t) d .

1
Posons alors ¥ = , /_L f2(t)dt onaafortiori :

Vve H, U; FO)v(e) dt‘ < y\/jo‘ (2@ +v2 (0)dr soit Wve H, L)<y |-

b) Il's' agit de prouver cette fois que : V(u,v)e H?,

U; (q() u(®) vty + p(t) u'(1) v'(t))dt‘ < 6\/ [[@+u (t))dt\/ [[62@+v2 @)ae

Or on sait que :

b(u,v)| < b u) AJb(v,v) = \/Jol () u> @+ payu” 1) )ar \/L‘ () v> @+ pa) v @) )t

Soit : |b(u,v)| < \/sup(pl, q,) ||u|| \/sup(pl ,q) ||v|| et finalement :
|b(u,v)| <6 ||u|| ||v|| avec 0 =sup(p,,q,)>0.

4°) a) Montrons que : Vve H ona Vxe [0,1] v (x) < x_E V2 (t)dt .

1
Cela revient a prouver que |v(x)| < \/; Lv'2 () dr.

Or |v(x)| =

va'(t) dt‘ < \/LX dt \/J:v'2 (t)dt d' aprésI2c) d' ou

v <V [V @) dreafortiori [v(x)| < Vx| [v2 (1) dr- cqfa.

b)Ona:
v = f (@) +v (1)) dr < f(rf v'2 () du jdt + f V2 (t)dt < Ult dt + 1:“1 V2 (1) dt.

soit ||v||2 2_[ v'? (¢) dt et par suite : Do |v|| J )28% Mdt<= J pV? (1) dt
et a fortiori : p, |V < EL (g@0)v2 @)+ p()v™ (1))dr = 3b(v, V).

Conclusion : Vve H , pO”v”2 S%b(v, V).




5°) Soient u, et u, des fonctionsde H vérifiant Vve H, b(u,,v)=L(v)=>b(u,,v).
Onaalors Vve H, b(u,,v)—b(u,,v) =b(u, —u,,v) =0 eten particulier pour v =u, —u,
on aura b(u, —u,,u, —u,) =0 ce qui assure que u, —u, =0 puisque b est un produit scalaire.
Rq: Seule l'égalité Yve H, b(u,,v)=b(u,,v) estimportante pour conclure. Il n'y a pas
besoin que ces quantités soient égales a L(v). Je crois qu'il y a ici un début de mélange

avec
l'existence dun ue H ; Nve H, b(u,v) = L(v) qui est le résultat que dans un espace

préhilbertien réel, toute forme linéaire est associée au produit scalaire avec un vecteur.

6°) a) Soit G = {u eC’ ([0,1], R); u(0)=u(l)=0, u C' par morceaux sur [0,1]}
Définition :
On dit qu' une fonctionf est de classe C' par morceaux sur [0,1] s' il existe une subdivision de
[0.1], x, =0<x, <..<x, =1 telle que larestriction f, de f achaque intervalle |x.,x,,, [
peut se prolonger en une fonction fl de classe C' sur [xi , X; +1]
Notons qu' une fonction appartenant & , possede de plus la propriété d' étre continue sul[O,l].

On peut alors définir :

(u, vy = i [ @y vy +w @) v @)dr etde meme:

b(u,v) = Z [ a@ua v+ payu @) v @) dr

n—1 Xy
b) b(v,v) = ZI l (q(t) Vi) + p) v (1) )dt = 0 nécessite en particulier que v'(t) =0 sur
i=0 "'

]x~ 3 X [ (cf chaque intégrale de la somme doit étre nulle) donc v doit étre constante sur
]xi X [ Mais alors, la continuité de v sur [0,1] fait que v =v(0) =0 sur [xo,xl ], puis vaut

encore () sur [xl,x2] et de proche en proche v =0 sur [0,1]

II1. Equation de Sturm-Liouville

Soit la recherche des solutions de classe C* sur [0,1] de:
Vxe [0,1], — di(p(x) u'(x))+ gx)u(x)=f(x) (1) avecdeplus u(0)=ul)=0 2)
x

1°) Onse place dansle cas p(x) =e ™™ o #0 réel, g(x)=0 et f(x)=-2n,7 cos(2n,7 x).

n,eN".
oo d : . .
On aalors ' équation—— (e u (x)) =—2n,7 cos(2n,m x) qui fournit dans un premier temps :
x

e ™ u'(x) =sin(2n,7 x)+ A soit u'(x) =[sin(2n,7 x)+ Ale™ d' o une expression das est



A ) . .
de la forme : =e™ +(a sin(2n,7 x) + bcos(2n,m x))e™ + 1 et on doit avoir :
(04

2nyra+ab=0 ) a 2n,7
on obtient : a=——F— b=—————.
da—2nmhb=1 dn,m” + o dn,m” +o
Il reste a déterminer les deux constantes au moyen des conditions #(0) = u(1) =0 qui donnent :
A 2n,7T
w0)="m s
o 4nm+o
2= 2n,mwoe
i’ +a’

2n,7

A
+u=0 u()=—e“ ———>——
K g o i’ +a’

e” + =0 soit:

1 = 0. Conclusion, la solution cherchée est :

o
e

) > [2n07r (1 —cos(2n,m x))+ o sin(2n,7 x)] ou encore sous une autre forme
dnym” +a

u(x) =

2¢* sin(n, 7T x ‘
2 2( - 2 ) [2”07r sin(n, T x) + & cos(n,T x)]
dngm” +a

u(x) =

2°) Soit u une solution du probleme (1), (2), montrons que Vve H, b(u,v)=L(v).

b(u,v) = _[Ol(q(t) u)v()+p@)u'@)v' (t))dt . Faisons une intégration par parties pour
d
A= [ pyu )V (i Onpose s { D= POWD W)= —pOu®)dr
’ $'(1)=v' (1) s(t) = (1)
A=[p®)u' @) v®)], + j;— %(p(t) u' (1)) v(t) dr = 0+ jol (F(t) = q(t) u(®))v(r) dt de sorte que

Yve H. b.w)=[ f@)v(t)di=L(v).

D' apres II5, on sait qu' il y a au plus une fonctione H vérifiant Vve H, b(u,v) = L(v).On
prouve ici qu' il y en bien une, ¢' est la solution dafd du probleme (1), (2).

1
3°) On pose pour tout élément ve H, J(v)=—b(v,v)— L(v) etsoit u 1' unique solution dans

Hde Vve H, b(u,v)=L(v).
a) Pour we H calculons

Jw+w)= %b(u +w,u+w)—Lu+w)= %[b(u,u +w)+b(w,u+ w)]—L(u+ w) soit
Ju+w)= %b(u,u) —Lw)+b(u,w) +%b(w, w)—Lw)=Jw)+J(w)+ L(w).

D' ot pouw=v—u, J(u)=J(v)—[J(v—u)+L(v—u)]=J(v)—%b(v—u,v—u) ce qui
prouve bien que YveH, Jw)<JW).

b) Réciproquement, soit u, € H ; Yve H, J(u,)<J(v).



J(uy, +Aw) = %b(u0 + Aw,u, + Aw) — L(u, + Aw) soit

J(uy +Aw) = %[ﬁxw, W) + 2Ab(uy, w) + by, uy) |- L) — AL(W)

J(uy +Aw) = %/12b(w, w) + Ab(u,, w) — L(w))+ %b(uo,uo )= L(u,) d' ou:

Iy +w) = J (u,) = %/12b(w, w) + A(b(u,, w) — L(w)) ce qui prouve que le polynome du

1
deuxieme degré §l2b(w, w)+ ﬂ,(b(uo ,W)— L(w)) garde un signe constant positif quand A€ R.

On en déduit que A = (b(u0 ,w) — L(w) )2 < 0 donc en fait cette quantité est nulle et donc :

VYwe H, b(u,,w)=L(w).
On retiendra que u , unique solutionde Vve H, b(u,v) = L(v) dans H est] unique fonction de
H réalisant le minimum de J sur H .

4°) Soit W un sous espace de G de dimension finie d et de base (¢,),;., - Soit 7T, la projection

orthogonale sur W pour le produit scalaire b .
a)

Ty, ()

La formule demandée est la propriété classique de la projection orthogonale sur un sous espace.
u="my (u)+v avec v=u—7my, (1) quiest orthogonal a W de sorte que, pour we W ona:

bw—u,w—u)=bw-m, u)—v,w—m, u)—v)=bw-m, u),w—m, W) +b(v,v) et
donc b(w—u,w—u)=bw-m, u),w—7, u))+b(m, (u)—u,m, (u)—u) ce qui fait que
YweW, b, u)—u,m,u)—u)<bw-u,w—u).

b) ® Soit u, =7, (u) ,montrons que Vve W, b(u, ,v)=L(v).
En effet, soit ve W,  b(uy,,v)=b(u+uy, —u,v)=>b(u,v)+0=L().cqfd.

® Réciproquement, soit u, € W ; VYve W, b(u,,v) = L(v)=b(u,v). Montrons que

Uy = Uy .



Pour cela soit (Y, ), une base orthonormée de W . Dans une telle base,

d d d d
y =Y bWV, =Y LWV, etuy =Y bluy, W)W, =Y, LW,)¥, etdonc:

i=1 i=1 i=1 i=1
u, =uy .cqfd.

¢) Soit («,,...,&,) les composantes de u,, dans labase (@,) .., -

d
Uy = Zaj(pj .Or Vie {1,...,d} s b(uy,9,)=L(®;) etdoncles ¢; sont solutions du
j=l1

d
systeme Zb((pi,(pj)aj =L(p,) i=1,...d.

j=1
On peut donner deux arguments pour assurer que ce systeme est de Cramer:
*C' estun systeme ded équations a d inconnues dont on sait qu' il admet une solution unique.

* Le déterminant de ce systéme est le déterminant de la forme quadradique, restriction de b a
W relativement a la base (@, ),.,., - Ce déterminant est non nul et donc le systéme est de

Cramer.

IV.Approximation de la solution u

Notons que les fonctions ¢, sont assez mal définies quant a leur domaine de définition. Nous les
considérerons comme étant définies sur [0,1]; (mais le "pour tout entier naturel i, x; =ih" peut
troubler un peu!)

x—x,| .
1°) a) Prenons donc comme définition de @,, @,(x) = 1= si xelx i-1> X i+1] . Le graphe
0 si xel0\[x._.x.,,

est immédiat.

Graphe de @,

v




Les fonctions ¢, sont bien continues sur [0,1], de classe C' par morceaux sur [0,1] et vérifient

©.(0) =@, (1) =0 donc ce sont des éléments de G .

b) Soit W, =Vect(9,,..9,)

n
On a de maniere évidente @, (x;) = 5i,j de sorte que si on pose @ = Zti(pi ,ona:

i=1
O(x;)=t;. On retient Vi € {l,...,n}, @(x,)=t,.
La famille (¢,),.,., est par définition une famille génératrice de W, .

Montrons que ¢' est une famille libre.

n
Pour cela, soit la combinaison linéaire Z t,¢, = 0, fonction identiquement nulle sur [0,1],

i=1
alors Vxe [0,1], Zti(pi (x) =0 et donc en particulier pour x = x, ce qui fournit , =0 .

i=1
cqfd.

¢) Si |j - i| 22 @, ¢; =0 en tout point de [0,1]. Il en est de méme pour @, (p'j =0 et par

conséquent b(Q,,Q;) = LIO dt=0

2°) a) Il reste a calculer les quantités b(@;,9;) et b(@,,,,9;) puisque b(P;,¢;) =0 pour |j - i| =2
i+l —ax 2 a(i-1) a(itl)
Sl + 1 _ —

* b(9;,p;)= J.in—? ° dx = (nt1) e " —e ™ Isoit:
w1 o
n+l
2(n+1)? -% o«
b(@,,0,)=—"—¢ ""'sh(—) .
o n+1l

i+l —ax 2 a(i+l) o)
e n+1 — = .
dx = ( ) (e ml g ] soit :

* DY, Q.)= IE -

n+l 1 o
n+l
i+l

2n+1)?* —2% o
— ¢ sh

n+l

a 2n+1)

b((Pi’(PiH) ==

b) Pour n=2 ona:



e_%shg —e_%shg
b(®,,0,) b(p,,0,)| 18 3 6 18° —a O O .
=— u e =—e sh” ——sh” — | soit
b(@,,9,) b(@,,0,) « —e_Eshg e_“Tshg (04
6 3
2
encore : %e_"‘sh2 g(4ch2 g—1]> 0.
o 6

3°) Soit w, = iu(xi)(pi )
a) (Jj,u"(z)dz} w0 =1' ) puis [0 =00y =1 O = 5 =) ),

Et enfin %j [hu(t) = (u(x,) —u(x,_)]dt = u(x)—u(x,_)+ %(xi_1 —0)u(x,) —u(x,_,))
X qu(x_ ) —(x; —h)u(x;)
que

h

: u(x, ) —u(x;
soit encore I = u(x)+ ul¥i) —ulx) x—u(x,_ ) -
h h
I' on peut encore écrire sous la forme :
X u(x, ) —xu(x;)

I =u(x)+ Uy )h_ u(x,) x—u(x,_)—u(x;)—
Or pour xe [xi_l,xi] s W, (X)) =u(x,) @, (x)+u(x;)@,(x) ,c" estadire:

X, —x| .
soit :

w (x)=u(x,,) [1 - %} +u(x, ){1 -
xi‘lu(xi‘lil_ xu(x,) de sorte que

Xig(Xiy) ~ Xiu(x;) _ cqfd
h o

W, (x) = u(xi_1>+u<xi>—%(a(xi_l>—u<xi>)+
Mx_u(xi_l)—u(xi) —

u(x)—w, (x) =u(x)+

|u(x) -w, (X)| < %_[: U: \/J: dz \/J: u" (2)dz dy]dt soit
! LX u" (z)dz h* soit enfin :

ool ([ [T ey Jar=
|u(x) -w, (x)| < hé , /LX u(z)dz .

o) u'(x)—w, (x)= %J:] U:u" (2) dzjdy et on a donc :
i u"(Z)| dzjdy < %J:] (\/J:]dz \/J:] u" (2)dz ]dy soit

u'(x)—w, (x)‘ = %K, U:I

b) On a:|u(x) —w, (x)| < %J:] U:] U:] u"(2)| dz jdy)dt . On utilise I2¢




‘u'(x) -w, (x)‘ < % ,/_[: u"* (z) dz h soit enfin : ‘u'(x) -w, (x)‘ < h% ,/_[: u(z)dz .

n+l

= [ (= w) O+ -w)* () dr = Zj (w=w,)? )+ @=w,)* (1)) dt

4°)Ona: ||u -w,

||u -w, P < (h’ +h)§ _[: U: u" (2) dzjdt =(h' +h2)§ _[: u"* (z) dz soit finalement
=1 i il ia] Nl

!
P < (h* + h2)_[01u"2 (z) dz etdonc ||u -w, || <1+ h? (_Eu"2 (2)dz j2 .

2
Or V1+h* < |1+ l =£ carpour n=>1, ! Sl.Déslors,ona:
2 2 n+l1 2

NI 5
ShTUOu (z)dzj.

Conclusion : w, converge vers u dans le préhilbertien H,{,).

e = w,

e —w,

FIN




