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I. Préliminaires

1°)  Par définition 〉〈+〉〈+〉〈=〉++〈=+ yyyxxxyxyxyx ,,2,,
2

 d'après les propriétés de

       bilinéarité et de symétrie d'un produit scalaire. Cette égalité peut s'écrire :
2222 ,2    , ),( yxyxyxEyx −−+=〉〈∈∀ .

____________________________

2°) a) Inégalité de Cauchy-Schwarz :

          
22222

,2,,2,, yyxxyyyxxxyxyxyx +〉〈+=〉〈+〉〈+〉〈=〉++〈=+ λλλλλλλ  est

          une fonction polynome du deuxième degré en λ  qui garde un signe constant positif, quand λ
          parcourt R.. Le discriminant réduit 

222  ,' yxyx −〉〈=∆  est donc négatif ou nul d'où :

yxyxEyx   ,    , ),( 2 ≤〉〈∈∀ .

________________

      b) Cas d'égalité :
           Supposons que yxyx   , ≤〉〈  , alors 0'=∆  et l'équation du deuxième degré en λ  admet

           donc une racine double 0λ  et ainsi 0
2

0 =+ yxλ , ce qui n'est possible qu'à condition que

          Eyx 00 =+λ , autrement dit que { }yx,  est une famille liée.

________________

      c) L'application définie sur [ ][ ]20 ),,0( RaC  par ∫→
a

dttgtfgf
0

 )( )(),(  est un produit scalaire :

           Symétrie d'après la commutativité du produit des fonctions.
           Bilinéarité d'après la distributivité de la multiplication par rapport à l'addition dans
           [ ] ),,0(0 RaC  et la linéarité de l'intégrale.
           La forme quadratique associée est définie positive.

           Positivité ( )∫ ≥
a

dttf
0

2 0 )(  car 0>a  et ( ) 0)( 2 ≥tf  sur [ ]a,0 .

           Caractère défini: Supposons ( )∫ =
a

dttf
0

2 0 )( . Comme 2f  est une fonction continue et

           positive sur [ ]a,0  , si elle n'était pas identiquement nulle sur [ ]a,0 , son intégrale serait
           strictement positive. Comme son intégrale est nulle c'est qu'elle est identiquement nulle sur
          [ ]a,0 . cqfd.
          Dès lors, l'inégalité de Cauchy-Schwarz vue précédemment s'écrit :







≤ ∫∫∫
aaa

dttgdttfdttgtf
0

2

0

2

0
 )( )( )( )( .

____________________________



3°)  Soit E  espace vectoriel sur R.
       Soit N  une application de E  dans R+ vérifiant )()(  , xNxNEx −=∈∀ .

       On pose ( ))()()(
2
1

),( 222 yNxNyxNyx −−+=ϕ  et on suppose que ϕ   est un produit

       scalaire sur E .

       Vérifions 0)0( =EN . En effet, ( ))(2)0(
2
1

),(   , 22 xNNxxEx E −=−∈∀ ϕ  soit sous une autre

       forme : )(2),(2)0(   , 22 xNxxNEx E +−=∈∀ ϕ  de sorte qu' en faisant Ex 0=  dans cette

       égalité, on obtient, puisque 0)0,0( =EEϕ  : )0(2)0( 22
EE NN =  et donc 0)0( =EN .

       La norme euclidienne associée à ϕ  est définie par ),( xxx ϕ= .

       Or on a d'après le calcul précédent : 0)(2),(2)0(   , 22 =+−=∈∀ xNxxNEx E ϕ  soit

       )(),(   , 2 xNxxEx =∈∀ ϕ  et donc finalement )(),(   , xNxxEx =∈∀ ϕ . cqfd.

_________________________________________________________________________________

II. Equivalence de normes

1°)  Rappelons qu'une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
       Par suite :
       [ ]

[ ]
0)()(  ; 1,0 00

1,0
0 >==∈∃

∈
pxpxpInfx

x
 . [ ]

[ ]
0)()(  ; 1,0 11

1,0
1 >==∈∃

∈
pxpxpSupx

x
.

       On en déduit : [ ] 10 )(0   , 1,0 pxppx ≤≤<∈∀
       De même pour la fonction q , [ ]

[ ]
0)()(  ; 1,0 1

'
1

1,0

'
1 ≥==∈∃

∈
qxqxqSupx

x
 et on a :

[ ] 1)(0   , 1,0 qxqx ≤≤∈∀ .
____________________________

2°)  [ ]{ }0)1()0(   ; ),1,0(1 ==∈= uuRCuH .  On pose pour 2),( Hvu ∈ :

        ( )dttvtutvtuvu  )(' )(')( )(,
1

0∫ +=〉〈  ;    ( )dttvtutptvtutqvub  )(' )(' )()( )( )(),(
1

0∫ +=  et

         ∫=
1

0
 )( )()( dttvtfvL .

     a) H  est évidemment un espace vectoriel, c'est un sous espace de [ ] ),1,0(1 RC .

          RvL ∈)(  et le caractère linéaire de L  est assuré par la distributivité de la multiplication par

          rapport à l'addition dans [ ] ),1,0(0 RC  et la linéarité de l'intégrale.
________________

     b) 〉〈→ vuvu ,),(  est un produit scalaire sur H . Je ne redétaille pas tout, les arguments donnés
          dans I2c), s'appliquent entièrement de la même façon.

________________

     c) Pour ),(),( vubvu → , les premiers arguments pour le caractère bilinéaire symétrique et le
         caractère positif de la forme quadratique associée sont les mêmes, il faut par contre revoir le
         caractère défini.

         Supposons donc ( ) 0  )(' )()( )(
1

0

22 =+∫ dttutptutq  alors on a en particulier que )(' )( 2 tutp



         est identiquement nul sur [ ]1,0  et comme 0)( >tp  sur [ ]1,0 , on en déduit que 0)(' =tu  sur

        [ ]1,0 , de sorte que 0)0()( == utu  sur [ ]1,0 , autrement dit 0=u  fonction nulle. cqfd.
____________________________

3°) a) Il s'agit de prouver que ( )∫∫ +≤∈∀
1

0

221

0
 )(')( )( )(    , dttvtvdttvtfHv γ  . Or on a :

          ∫∫∫ ≤∈∀
1

0

21

0

21

0
 )(  )( )( )(    , dttvdttfdttvtfHv .

          Posons alors ∫=
1

0

2  )( dttfγ  on a à fortiori :

( )∫∫ +≤∈∀
1

0

221

0
 )(')( )( )(    , dttvtvdttvtfHv γ  soit vvLHv  )(   , γ≤∈∀ .

________________

     b) Il s'agit de prouver cette fois que :    2),( Hvu ∈∀ ,

        ( ) ( ) ( )∫∫∫ ++≤+
1

0

221

0

221

0
 )(')( )(')( )(' )(' )()( )( )( dttvtvdttutudttvtutptvtutq δ

         Or on sait que :

     ( ) ( )dttvtptvtqdttutptutqvvbuubvub   )(' )()( )(   )(' )()( )(),( ),(),(
1

0

221

0

22 ∫∫ ++=≤

         Soit : vqpuqpvub  ),sup(   ),sup(),( 1111≤   et finalement :

vuvub    ),( δ≤  avec 0),sup( 11 >= qpδ .

____________________________

4°) a) Montrons que : Hv ∈∀  on a [ ]1,0∈∀x     ∫≤
1

0

22  )(')( dttvxxv .

           Cela revient à prouver que ∫≤
1

0

2  )(' )( dttvxxv .

           Or ∫∫∫ ≤=
xxx

dttvdtdttvxv
0

2

00
 )('  )(')(  d'après I2c)  d'où

          ∫≤
x

dttvxxv
0

2  )(' )(  et à fortiori ∫≤
1

0

2  )(' )( dttvxxv   cqfd.

________________

      b) On a :

          ( ) ∫ ∫∫∫ ∫∫ 



 +≤+


≤+=

1

0

1

0

21

0

21

0

1

0

21

0

222
 )('1  )('  )(' )(')( dttvdttdttvdtduuvtdttvtvv .

          soit ∫≤
1

0

22
 )('

2
3

dttvv  et par suite : ∫∫ ≤≤
1

0

21

0

2
0

2
0  )(' )(

2
3

 )('
2
3

dttvtpdttvpvp

          et à fortiori : ( ) ),(
2
3

 )(' )()( )(
2
3 1

0

222
0 vvbdttvtptvtqvp =+≤ ∫ .

Conclusion : ),(
2
3

   , 
2

0 vvbvpHv ≤∈∀ .

____________________________



5°)  Soient 1u  et 2u  des fonctions de H  vérifiant ),()(),(   , 21 vubvLvubHv ==∈∀ .

       On a alors 0),(),(),(   , 2121 =−=−∈∀ vuubvubvubHv  et en particulier pour 21 uuv −=
       on aura 0),( 2121 =−− uuuub  ce qui assure que 021 =− uu  puisque b  est un produit scalaire.

       Rq: Seule l'égalité ),(),(   , 21 vubvubHv =∈∀  est importante pour conclure. Il n'y a pas
              besoin que ces quantités soient égales à )(vL . Je crois qu'il y a ici un début de mélange
avec
              l'existence d'un )(),(   ,   ; vLvubHvHu =∈∀∈ qui est le résultat que dans un espace
              préhilbertien réel, toute forme linéaire est associée au produit scalaire avec un vecteur.

____________________________

6°) a) Soit [ ] [ ]{ }1,0sur morceaux par        , 0)1()0(  ; ),1,0( 10 CuuuRCuG ==∈=
          Définition :
          On dit qu'une fonction f  est de classe 1C  par morceaux sur [ ]1,0  s' il existe une subdivision de

         [ ]1,0  , 1...0 10 =<<<= nxxx  telle que la restriction if  de f  à chaque intervalle ] [1, +ii xx

          peut se prolonger en une fonction if
~

 de classe 1C  sur [ ]1, +ii xx

          Notons qu' une fonction appartenant à G  , possède de plus la propriété d'être continue sur [ ]1,0 .
          On peut alors définir :

         ( )∑∫
−

=

+ +=〉〈
1

0

 )(' )(')( )(,
1

n

i

x

x
dttvtutvtuvu

i

i

 et de même :

          ( )∑∫
−

=

+ +=
1

0

 )(' )(' )()( )( )(),(
1

n

i

x

x
dttvtutptvtutqvub

i

i

________________

      b) ( ) 0  )(' )()( )(),(
1

0

221 =+= ∑∫
−

=

+
n

i

x

x
dttvtptvtqvvb

i

i

 nécessite en particulier que 0)(' =tv  sur

           ] [1, +ii xx  (cf chaque intégrale de la somme doit être nulle) donc v  doit être constante sur

           ] [1, +ii xx . Mais alors, la continuité de v  sur [ ]1,0  fait que 0)0( == vv  sur [ ]10 , xx , puis vaut

            encore 0  sur [ ]21, xx  et de proche en proche 0=v  sur [ ]1,0

_________________________________________________________________________________

III. Equation de Sturm-Liouville

Soit la recherche des solutions de classe 2C  sur [ ]1,0  de :

[ ] ( ) )1(      )()( )()(' )(   , 1,0 xfxuxqxuxp
dx
d

x =+−∈∀       avec de plus (2)       0)1()0( == uu

1°)  On se place dans le cas 0   )( ≠= − ααxexp  réel,    0)( =xq    et ) 2cos( 2)( 00 xnnxf ππ−= .

*
0 Nn ∈ .

       On a alors l'équation ( ) ) 2cos( 2)(' 00 xnnxue
dx
d x ππα −=− −  qui fournit dans un premier temps :

       λπα +=− ) 2sin( )(' 0 xnxue x  soit xexnxu αλπ ]) 2sin([ )(' 0 +=  d'où une expression de u  est



       de la forme : ( ) µππ
α
λ αα +++ xx exnbxnae ) 2cos() 2sin( 00  et on doit avoir :

       




=−
=+

 1 2 
0  2

0

0

bna

ban
πα
απ

 on obtient :               
222

0

0
222

0 4
2

        
4 απ

π
απ

α
+

−=
+

=
n

n
b

n
a .

       Il reste à déterminer les deux constantes au moyen des conditions 0)1()0( == uu  qui donnent :

       0
4

2
)0(

222
0

0 =+
+

−= µ
απ

π
α
λ

n
n

u        0
4

2
)1(

222
0

0 =+
+

−= µ
απ

π
α
λ αα e

n
n

eu  soit :

       0        
4

2
222

0

0 =
+

= µ
απ

παλ
n

n
. Conclusion, la solution cherchée est :

       ( )[ ]) 2sin( ) 2cos(12
4

)( 000222
0

xnxnn
n

e
xu

x

παππ
απ

α

+−
+

=   ou encore sous une autre forme

[ ]) cos( ) sin( 2
4

) sin(2
)( 000222

0

0 xnxnn
n

xne
xu

x

παππ
απ
πα

+
+

= .

____________________________

2°)  Soit u  une solution du problème (1), (2), montrons que )(),(   , vLvubHv =∈∀ .

       ( )dttvtutptvtutqvub  )(' )(' )()( )( )(),(
1

0∫ += . Faisons une intégration par parties pour

      dttvtutpA  )(' )(' )(
1

0∫= . On pose : ( )






==

==

                    )()(               )(')('

 )(' )()('        )(' )()(

tvtstvts

dttutp
dt
d

twtutptw

      [ ] ( ) ( )∫ ∫ −+=−+=
1

0

1

0

1
0  )( )( )()(0 )( )(' )()( )(' )( dttvtutqtfdttvtutp

dt
d

tvtutpA  de sorte que

)( )( )(),(   , 
1

0
vLdttvtfvubHv ∫ ==∈∀ .

      D'après II5, on sait qu'il y a au plus une fonction Hu ∈  vérifiant )(),(   , vLvubHv =∈∀ . On
      prouve ici qu'il y en bien une, c'est la solution dans H  du problème (1), (2).

____________________________

3°) On pose pour tout élément )(),(
2
1

)(    , vLvvbvJHv −=∈  et soit u  l'unique solution dans

      H de )(),(   , vLvubHv =∈∀ .

     a) Pour Hw ∈  calculons

         [ ] )(),(),(
2
1

)(),(
2
1

)( wuLwuwbwuubwuLwuwubwuJ +−+++=+−++=+  soit

         )()()()(),(
2
1

),()(),(
2
1

)( wLwJuJwLwwbwubuLuubwuJ ++=−++−=+ .

         D'où pour uvw −= ,   [ ] ),(
2
1

)()()()()( uvuvbvJuvLuvJvJuJ −−−=−+−−=  ce qui

         prouve bien que                           )()(    , vJuJHv ≤∈∀ .
________________

b) Réciproquement, soit )()(    ,    ;  00 vJuJHvHu ≤∈∀∈ .



    )(),(
2
1

)( 0000 wuLwuwubwuJ λλλλ +−++=+  soit

     [ ] )()(),(),(2),(
2
1

)( 0000
2

0 wLuLuubwubwwbwuJ λλλλ −−++=+

     ( ) )(),(
2
1

)(),(),(
2
1

)( 0000
2

0 uLuubwLwubwwbwuJ −+−+=+ λλλ  d'où :

     ( ))(),(),(
2
1

)()( 0
2

00 wLwubwwbuJwuJ −+=−+ λλλ  ce qui prouve que le polynome du

     deuxième degré ( ))(),(),(
2
1

0
2 wLwubwwb −+ λλ  garde un signe constant positif quand R∈λ .

     On en déduit que ( ) 0)(),( 2
0 ≤−=∆ wLwub  donc en fait cette quantité est nulle et donc :

)(),(   , 0 wLwubHw =∈∀ .

     On retiendra que u , unique solution de )(),(   , vLvubHv =∈∀  dans H  est l'unique fonction de
     H  réalisant le minimum de J  sur H .

____________________________

4°) Soit W  un sous espace de G  de dimension finie d  et de base dii ≤≤1)(ϕ . Soit Wπ  la projection

      orthogonale sur W  pour le produit scalaire b .
      a)

           La formule demandée est la propriété classique de la projection orthogonale sur un sous espace.
           vuu W += )(π  avec )(uuv Wπ−=  qui est orthogonal à W  de sorte que, pour Ww ∈ on a :

           ),())(),(())(,)((),( vvbuwuwbvuwvuwbuwuwb WWWW +−−=−−−−=−− ππππ  et

           donc ))(,)(())(),((),( uuuubuwuwbuwuwb WWWW −−+−−=−− ππππ  ce qui fait que

),())(,)((     , uwuwbuuuubWw WW −−≤−−∈∀ ππ .

________________

      b) •  Soit )(uu WW π=  , montrons que )(),(   , vLvubWv W =∈∀ .

               En effet, soit )(0),(),(),(     , vLvubvuuubvubWv WW =+=−+=∈ . cqfd.

           •  Réciproquement, soit ),()(),(   ,     ;  00 vubvLvubWvWu ==∈∀∈ . Montrons que

               Wuu =0 .

W

)(uWπ

u

w



               Pour cela soit dii ≤≤1)(ψ  une base orthonormée de W . Dans une telle base,

               ∑ ∑
= =

==
d

i

d

i
iiiiW Lubu

1 1

 )( ),( ψψψψ  et ∑ ∑
= =

==
d

i

d

i
iiii Lubu

1 1
00  )( ),( ψψψψ  et donc :

Wuu =0 . cqfd.

________________

      c) Soit ),...,( 1 dαα  les composantes de Wu  dans la base dii ≤≤1)(ϕ .

           ∑
=

=
d

j
jjWu

1

ϕα . Or { } )(),(    ,  ,...,1 iiW Lubdi ϕϕ =∈∀  et donc les jα  sont solutions du

           système ∑
=

=
d

j
ijji Lb

1

)( ),( ϕαϕϕ    di ,...,1= .

           On peut donner deux arguments pour assurer que ce système est de Cramer:
           * C'est un système de d  équations à d  inconnues dont on sait qu'il admet une solution unique.
           * Le déterminant de ce système est le déterminant de la forme quadradique, restriction de b  à
             W  relativement à la base dii ≤≤1)(ϕ . Ce déterminant est non nul et donc le système est de
             Cramer.
_________________________________________________________________________________

IV.Approximation de la solution u

Notons que les fonctions iϕ  sont assez mal définies quant à leur domaine de définition. Nous les

considérerons comme étant définies sur [ ]1,0 ; (mais le "pour tout entier naturel ihxi i =  , " peut
troubler un peu!)

1°) a) Prenons donc comme définition de iϕ ,  [ ]
[ ] [ ]





∈

∈
−

−=
+−

+−

      ,\1,0   si    0

,    si    1)(

11

11

ii

ii
i

i

xxx

xxx
h

xx
xϕ  . Le graphe

          est immédiat.

1
1

1 +
−=− n

i
xi 1

1
1 +

+=+ n
i

xi

y

O

1

1ix

Graphe de iϕ



      Les fonctions iϕ  sont bien continues sur [ ]1,0 , de classe 1C  par morceaux sur [ ]1,0  et vérifient

     0)1()0( == ii ϕϕ  donc ce sont des éléments de G .

________________

      b) Soit ),...( 1 nn VectW ϕϕ=

          On a de manière évidente jiji x ,)( δϕ =  de sorte que si on pose ∑
=

=
n

i
iit

1

ϕϕ , on a :

           jj tx =)(ϕ .           On retient { } ii txni =∈∀ )(  , ,...,1 ϕ .

           La famille nii ≤≤1)(ϕ  est par définition une famille génératrice de nW .
           Montrons que c'est une famille libre.

           Pour cela, soit la combinaison linéaire 0
1

=∑
=

n

i
iit ϕ , fonction identiquement nulle sur [ ]1,0 ,

           alors [ ] ∑
=

=∈∀
n

i
ii xtx

1

0)(   , 1,0 ϕ  et donc en particulier pour ixx =  ce qui fournit 0=it  .

                                                                                                                                                  cqfd.
________________

      c) Si 0      2 =≥− jiij ϕϕ  en tout point de [ ]1,0 . Il en est de même pour 0 '' =ji ϕϕ  et par

          conséquent ∫ ==
1

0
0 0),( dtb ji ϕϕ

____________________________

2°) a) Il reste à calculer les quantités ),( iib ϕϕ  et ),( 1 iib ϕϕ +  puisque 0),( =jib ϕϕ  pour 2≥− ij

           •  





−+=








+

= +
+

−
+
−

−
+
+

+
−

−

∫ 1
)1(

1
)1(2

1
1

1
1

)1(
 

1
1

),( n
i

n
i

n
i

n
i

x

ii ee
n

dx

n

e
b

ααα

α
ϕϕ  soit :

 )
1

(
)1(2

),( 1
2

+
+

= +
−

n
she

n
b n

i

ii

α
α

ϕϕ
α

 .

           •  





−+=








+

−= +
−

+
+

−
+
+

+

−

+ ∫ 1
)

1
)1(2

1
1

1
1

)1(
 

1
1

 ),( n
i

n
i

n
i

n
i

x

ii ee
n

dx

n

e
b

ααα

α
ϕϕ  soit :

)1(2
)1(2

),( 1

)
2
1

(
2

1 +
+−= +

+
−

+ n
she

n
b n

i

ii

α
α

ϕϕ
α

 .

________________

      b) Pour 2=n  on a :

x



           




 −=

−

−
= −

−−

−−

63
18

36

6318
),(),(
),(),( 22

2

2

3
2

2

23

2

2

2221

2111 αα
ααα

αα

αϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ α

αα

αα

shshe
sheshe

sheshe

bb

bb
 soit

           encore :                                01
6

4
6

18 22
2

2

>




 −− αα

α
α chshe .

____________________________

3°) Soit ∑
=

=
n

i
iin xuw

1

 )( ϕ  .

     a) )(')(' )(" yutudzzu
t

y
−=


 ∫  puis ( ) )()())((' )(')(' 11

1
−− +−−=−∫

−
ii

x

x ii xuxuxxtudyyutu
i

i

.

          Et enfin ( )[ ] ( ))()()(
1

)()( )()()(' 
1

1111
1

−−−− −−+−=−−∫
−

iiii

x

x ii xuxuxx
h

xuxudtxuxutuh
h i

          soit encore 
h

xuhxxux
xux

h
xuxu

xuI iiii
i

ii )( )()(
)( 

)()(
)( 11

1
1 −−

−−
−

+= −−
−

−  que

          l'on peut encore écrire sous la forme :
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          Or pour [ ]ii xxx ,1−∈  , )( )()( )()( 11 xxuxxuxw iiiin ϕϕ += −−  , c'est à dire :

          
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 −

−+



 −

−= −
− h

xx
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h
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1  soit :
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h
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−−  de sorte que
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−
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−
− )()(
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      b) On a : dtdydzzu
h

xwxu i

i

i

i

i

i

x

x

x

x

x
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1

)()(
1 1 1

∫ ∫ ∫
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≤− . On utilise I2c

          dtdydzzudz
h

xwxu
i

i

i

i

i

i

i

i

x

x

x

x

x

x

x

xn    )(" 
1

)()(
1 1 11

2∫ ∫ ∫∫
− − −−






≤−  soit
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      c) dydzzu
h

xwxu i

i

x

x

x
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1
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1
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−


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=−  et on a donc :
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≤−  soit enfin :   )(" )()('
1

22
1

' ∫
−

≤− i

i

x

xn dzzuhxwxu .

______________________________

4°) On a : ( ) ( )∑∫∫
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1

1

224
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x
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      ∫+≤−
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2242
 )(")( dzzuhhwu n  et donc 

2
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0

22  )("1 
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+≤− ∫ dzzuhhwu n .

      Or 
2
5

2
1

11
2

2 =





+≤+ h  car pour 

2
1

1
1

   , 1 ≤
+

≥
n

n . Dès lors, on a :

2
1
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2  )("
2
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
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≤− ∫ dzzuhwu n .

Conclusion : nw  converge vers u  dans le préhilbertien 〉〈 , ,H .
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