3.

Corrigé épreuve I1.B, banque PT 2003

Décomposition en série de Fourier

. Une fonction f est de classe C! par morceaux sur R s’il existe n € N et des réels aj, as,...,a, tels que :

o a1 <ag < ..<dGp,

® fl—oo,ar[ = P05 flan, oo = Pn €t V1 <i<n—1, fla, aii[ = ¥i
oll o ;] — 00, a0] = R, @y, : [an, +oo[— R et pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, ¢; : [a;,a;+1] — R sont des
applications de classe C!.
Toute fonction de E étant 1-péridique, continue et de classe C', le théoréme de Dirichlet assure qu’elle est
égale a la somme de sa série de Fourier.
Soit f € E.
Commengons par supposer que f s’écrive f1+ fs avec fi € Ej et fo € Fy. Alors pour tout réel x, nous avons
@) = fi(2) + fo(e) et f(—2) = fi(~2) + fo(~2) = fi(z) = fo(e) : il en résulte que fi(z) = LD
et que fo(z) = f(x)*2f(*m)
Et, en définissant f; et fo comme ci-dessus, il est immédiat que ces fonctions ont la méme régularité et

périodicité que f, donc appartiennent & F, et que fi est paire, fo impaire. Finalement, f; € Ey, fo € E5
et f = f1 + fo : existence de la décomposition est démontrée.

. Ceci prouve 'unicité de la décomposition.

Il en résulte que F; et E5 sont supplémentaires dans F.
(a) Soit n € N*. Soit f,g€ Eet \,u € R.
1 1
Calculons : a, (A f+p-g9) =22, (A f4+p-g)(t) cos(2mnt) dt =2 [2, (Af(t) + pg(t)) cos(2mnt) dt
2 2
1 1
=2X [2, f(t)cos(2mnt) dt + 2u [ 2, g(t) cos(2mnt) dt = Ay, (f) + pan(g).
2 2
Par suite, a,, est linéaire.
On montre de méme que ag est linéaire, ainsi que b,, pour tout n € N*,
(b) Soit f € E et n € N*.
1 ‘
Calculons : ¢, (f) = [2, f(t)e 2™t dt
2

= f f (cos(2mnt) — isin(2mnt)) f f cos(2mrnt) dt — zf_%

[N

f(t) sin(2mnt) dt.
D’ou cn(f) = 1(a, — ib,). De méme, nous obtlendrlons con(f) = 3(an + ib,) et co(f) = ao.
(a) Soit f € Fy et n € N*,

Calculons ay,(f) = 2],%; f(t)cos(2mnt) dt = 2 fi)% f(t) cos(2mnt) dt + 2[0% f(t) cos(2mnt) dt.

Comme ¢ — f(t )cos(27mt) est paire un changement de Variable u= —t donne
1, f cos(2mnt) fo ) cos(2mnu) du, d’ott a,(f) = 4f0 ) cos(2mnt) dt.
Par contre, le méme calcul montre que ag(f) = 2 fo )dt =2 fo t) cos(2m0t) dt.

(b) Soit f € By et n € N*. Un calcul similaire a 4a, utlhsant le fait que Cette fois, t — f(t)sin(27nt) est
paire, montre que b, (f) = 4f0 ) sin(27nt) dt.

(b) Soit n € N*.
Remarquons d’abord que f3 est paire, donc b, (f3) = 0 (ceci résulte d’un calcul du type 4a, en utilisant
que t — f3(t) sin(27nt) est impaire). Pour a,(f3), calculons :

an(f3) = 4]0% f3(t cos(27mt) dt = 4f0 (1 — t2) cos(2mnt) dt
= 4[127'rn Sln(Qﬂ'nt)] + = f02 tsin(2wnt) dt 1 1
= 2Z (3sin(nm) —sin(0)) + 2 (- 55 cos(2mnt)]; 2 cos(2mnt) dt
= — (Wi)Q (% cos(mn) — OCOS(O)) + ﬁ[zin sm(27mt)]
_ =yt
=

1
Etag=2 [ (1—12) dt =2/t — ]2 = 2(L — L) = 1.
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(¢) f3 € E ( f3 est continue car lim fg( ) =32 = lim f3(t)), donc d’apres 1, f3 est égale en tout point

4

t*)7§ t—1—

2
a la somme de sa série de Fourler

Par ailleurs, ¢, (f3) = c_n(f3) = 223 pour tout n € N*, soit

N .

ST cen(f3)e? ™ = ag(f3) + Z an(f3) cos(2mnt), vVt € R, N € N*.
n=—N

D’ow, en z, 1'égalité de f3 et de la somme de sa série de Fourier écrite a l'aide des ay,(f3) donne :

1 = 1
= f3(5) = ao(fs) + > an(fs) cos(2mnz),

n=1

soit

d’ou finalement,

+001 2
>

D’autre part, f3 étant 1-périodique et localement intégrable, le théoreme de Bessel-Parseval s’applique

et donne :
“+oo

[ gora= Y ) = (@) +2§:anﬁ

n—=—oo

(1— )2 dt = féu — 22 4 1) dt

1
_ t3 512 _ o1 1 1 _ 16x3x5—40+3 _ 207
_[t_2§+€]7%_2(§_ﬁ+32x5)_ oxaxs = 2400 AU
121 +2+§ 1207
144 — nir 240’
soit

*fl_w(y_g)_ﬁxmwza—lzle) 1674wt
<nt 27240 1447 2 720 2x720 90

n=

2 Approximation d’une fonction continue

1. (a) Soit n € N. Commengons par remarquer que g et g, sont des fonctions de classe C* sur [—%, %]

De plus, Vt € [-3, 1], ¢'(t) = —2msin(2nt) et g,/(t) = —27nD, sin(27t)(1 + cos(2mt)" 1.
D’ou les tableaux de variations suivants :
t | -3 0 % t -3 0 %
g'(t) + [ - gn'(t) + [ -
2 2"D,,
g / \ In / N
0 0 0 0
(b) Commengons par établir la relation de récurrence.
Soit n € N*. Calculons, a ’aide d’une intégration par parties :
3 2n 1 2n—1
I = [Z% (cos(mf)) dt = Ll (cos(mt)) cos(mt) dt
2
= [M(c%(wt))g" 1] +(@2n—1) le (sin(rt))? (cos(mt)) "2 dt

:@anufmwmmmmWQM
= (2n-— ].)(Jn 1= Jn)

Dot J, = 221, .
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1
Comme Jy = [2, dt =1, une récurrence immédiate montre que :
2

2n—1 2n—-3

v N =
neN, J 2n ><2n—2

1
XX — =
2

(¢) Soit n € N.

Comme pour tout réel ¢, 1 + cos(2nt) = 2(cos(wt))?, nous avons (1 + cos(2nt))" = 2 (cos(mt))>".

Par suite, I,, = 2".J,, soit I,, = %
(d) Nous en déduisons bien que pour tout n € N, D,, = % = 27{2(:)'?2
2. (a) Soit n € N. Calculons :
wpr _ (A )"V T ol ettt
Un (n+1)! nhe—"/n ol ;

dott v, = In(*22) = (n+ §) In(%=L) +In(e ™) = (n+ §)In(1+ +) - 1.

u n

Par suite, en utilisant le développement limité de In(1 + x) a l'origine,

( +1) 1 1 n 1 n 1 (1) 1 1 n 1 (1)
tp=Mn+=)——=—+-—+—c1(—) | - 1= —= + —ea(—
2\ n " 2n2 "33 T3 'y 12n2 ' 2 %'

ou 1 et 9 sont des fonctions telles que lin%)sl(x) =0et 1iIIlO€2(IL') =0.
Tr—> Tr—

donc pour n assez grand, |v,| < 2 x ﬁ, soit v, = O (%)

Il en résulte que v,, ~ L
n— n—+oo "

oo 12n2°

+o0
Ceci prouve que la série (> v,) converge absolument : posons A = ) v, € R.
n=0

n—1
(b) Pour tout naturel k, vy = In(ug4+1) — In(ug), d’out Y vr = In(uy,) — In(ug) = In(uy,).
k=0
n—1
. 2 vk : . o . A
Par suite, u,, = e*=0 , et comme exp est continue en A, par composition des limites, lim wu, = e”.

n—-+oo

Posons B=¢ 4 >0: u, ~ d’ou

1
n—-4o0o B’

n!  ~ Bn"e "yn.

n—-+oo

(c) Tl résulte de ce qui précede que :

"))’ 2"(Bn"e"ym)® _ Bym

D, = = ,
(2n)! n—+too B(2n)2”e*2”\/2n 2m./2
d’on
B
n o~ vn et par suite lim D, =0.
n——+oo 2’0\/5 n—-+oo

3. (a) Soit € > 0. f est continue en 0, donc I, > 0 tel que :
|z = 0] <m = [f(z) = f(O)] <e.

Alors n = min(n, %) satisfait aux exigences de la question.

n By/n n (1+cos(27r77)>n By/n
n =D, (1+ cos(2w ~ X ((1 4+ cos(27 = X ,
o) = D1+ cos(zrn)” o 2 (14 contamn))” = (53 o
donc g,(n) ~ ak™y/nou 0 < k <1, et donc (comparaison des fonctions usuelles),
li n(n) =0.
o gn (1) =0
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(¢) f n’est pas application nulle, donc M = 2 sup |f(t)] > 0.
tel—3,5
Par suite 557 > 0, et g,(n) < 0, donc d’apres 313,23711 € Ntel que n>ny = 0 < gn(n) < 557
Or, d’apres I’étude des variations de g,, pour tout n > n1, nous avons :
- gy est décroissante sur |n, 1], donc Vt €]n, 3[, gn(t) < gn(n) < 357 ;
- gy est croissante sur | — 1, —n[, donc V¢ €] — 2,0, gn(t) < gn(—n) = gu(n) < 557
Finalement, nous avons montré que pour tout entier n > nq,

1 1 €
vt E} - 57 —W[U]V% 5[7 0 < gn(t) < T

(d) Soit n>ny et t € — 1, —n[U]n, 3[.

£ () = F(O)]gn(®) < ([F O]+ (0))gn(t) <2 sup [f(t)] x gn(t) <2 x S

tel-35,3]

(e) Pour tout n € N, nous avons

Kl = | J2,(7(0) = FO0)gn(t) dt |
< SRS = FODga(t) dt+ [ (1£() = FODgn(t) dt+ [ (1£() = FODgn(t) dt,
d’on, sin < ngq,

3

2(2—277) <e.

e 1 e [ e 1 e 1 e [ e 1
K, < =-x(=— — n(t) dt+=x(=—n) < =x(=— = n(t) dt+=x(=—n) <
ol < 5x G [ 0ul®) i gx(om < 515 n)+2/_ég() +Ex(5m)
Ceci étant vrai Ve > 0, nous avons démontré que

lim K, =0.

n—-—4oo

(a) Soit u € R. Pour tout entier n, nous avons (avec un changement de variable z = ¢ — u dans la
premiére intégrale) :

3 tu 3 2
falw)=a0) = [ fOgt-w) dt=fuw) [ gn(o) do = [ <5 (G- F)gn(e) dz = Kalh),

144 1
2 2
ou h:axw— h(z) = f(x+ u) est une application périodique de période 1, continue et non nulle.
L’étude faite a la question 2 s’applique et montre que 11111 K, (h) =0, soit

n—-+:oo

lim (fu(u) = f(u)) = 0.

n—-+4oo

(b) Soit t € [, 3]. Calculons :

n imt | —imt\ 27
gn(t) = Dyp(1+4cos(2mt))" = Dy (2cos?(nt))" =2"D,, (%)
2n 2n
= 27"D, Zcécneilmfe—i(?a—l)ﬂt =2""D, Zcé:neﬂ(l—n)ﬂt
n =0 n =0
— k_z: 2—nDnCST-L‘rk>€2i7rkt _ k_z: Oékeziﬂ'kt,

ol a = 27" D, CH* pour tout k € {—n,...,n}.

(c) D’apres ce qui précede, pour tout réel u,

Et f, est pour tout entier n, une somme finie de fonctions trigonométriques. En effet :

Falu) = JH 0l — ) dt= [0 3 aermoo) a
= kin (f%;i:u Ozkf(t)e%” dt) e—2ikmu
- k_f: Brer(u)
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3  Théoreme d’échantillonnage

1. (a) Soit h € H.
Pour tout 7 € R, V¢ € R, |h(t)e~2™7| < |h(t)|, donc I'intégrale h(r) est absolument convergente,
donc définie.
De méme, A(7) est définie pour tout réel 7.
(b) Soit h € H.
Pour 7 € R, nous avons :

h(r) = /Jro<> h(t)e2intT dt = /Jm h(t)e 2™ dt = h(r),

— 00 — 00

d’ott b = h.
Et par hypothese, pour tout réel t,

d’ott h = h.
2. Pour tout réel 7, nous avons :
+o0 ) —+oo ] —+o0
)l =| / h(£)e2™ dt | < / Ih()e2m7| dt = / Ih(t)| dt = M,
— 0 —o0 —o0
Et M étant une constante réelle indépendante de 7, ceci montre que h est bornée sur R.
De méme, h est bornée sur R.

L’énoncé nous dit de supposer que les applications h et h sont de classe C!! Elles sont donc en particulier
continues sur R. (La démonstration de cette continuité peut étre faite directement en appliquant le
théoréme de convergence dominée .)

3. Soit f € F.
(a) Soit n € N :

+oo

Cn(g) _ [5 g(t)ef%‘ﬂnt dt = 2 f(t)e*%”"t d+ :/ ]E(t)ef%‘frnt dt = f(n),

-1 .
S L

car f € F, donc f(t) =0si [t| > 3.
(b) Par hypothese, f est de classe C! sur R et comme f(t) = 0 si |t| > %, nécessairement,

f(_,) =0= f( ), et donc § est continue sur R.
De plus, g est 1-péridique et de classe C' par morceaux sur R, donc le théoréeme de Dirichlet s’applique

+o00
vVt € R, g(t) = Z n(§)e? ™™ = Z F(n)exmmt,

n=—oo n=—oo

Il vient que pour tout réel t,
f(t) fj‘z f(T)e—QiTth dr = f% f‘ —2i7r7't dr
— f_%l g(,r)ef%ﬂrt dr = f ( Z f( ) 2i7rn7') 672i7r‘rt dr
2

n=—oo

B8 s o

n=—oo

(¢) Nous admettons que 'on a le droit d’intervertir l’intégrale et la somme d’otli, pour tout réel ¢t ¢ N :

ft) = fl { Z F(n)e2ime 2i7m} dr — {f f(n)e2imn g=2imrt dT}

+00 P 1 (et +£——°° Q2im(n—t)7 1 +oo pim(n—t) _ —im(n—t)
= ¥ {rm L emrmar = 7 Srmlseey ), = X {TmE e
n—foo 2 n=—o0o 2 n=—o0o
_ Z f( )sm Trnnt)t))
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