Banque filiere PT 2004
Corrigé de I'épreuve I1-B *

23 mai 2004

I. Etude de la fonction Béta

I.1 . (a) Soit x €]0, +oo[. Calculons (en utilisant le développement limité usuel de In(1 —¢) en 0) :

2

(1 Z)" = entn(1=8) (-5 -Fat3he(h) = oo x e~ Bithe(h),
n
Or lim e Fntie(h) = 1, d’ott le résultat : | lim (1 — )" =e™ 7|
n—-+o0 n—-+oo n
(b) Soit n € N*. Sur [0,n], la dérivée de ¢, est :
X n—1 z
on (@) = f'(0) = fol (1) = —eT"+ (1= =) =77 (—1 4 eTIRITII) = 7o (et () 1),

Donc ¢,,/(x) est de méme signe que v, (x). Or ¥, (x) = 1=% d’ott le tableau de variations :

n—x’

z |0 1 Qp n Remarquons que 1’étude des variations de ,, donne
' () + \ = un réel o, €]1,n[ tel que ¢, (z) = 0, soit
Un / \\Q\ (e77%
0 ! —00 (n—1)In(1 - ?) =a, =0. (1)

Utilisant ces résultats, nous obtenons directement le tableau des variations de ¢, :

z |0 Qn n (¢) L’étude des variations montre directement 1’existence
©n' () + — et I'unicité de oy, €]1, n| tel que p,, soit maximale en
Qnlo—Qn (67
0 e "

(d) De plus, d’apres (1), nous avons

Qn

) — an Qp
n = e

—ap n(1-2) _ —a, 1—(1 -2
(& (& [ ( n )]7

(Pn(an> — e 9 _ enln(l— an _ o

d’ou

*Vous avez trouvé des erreurs (de math, de frappe, etc.) : guillaume.hervel@wanadoo.fr
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(e) Posant g : x +— xe™®, g est dérivable sur R et ¢'(x) = e *(1 — x), d’olt le tableau de variations :

z |0 1 n En particulier, Va € [0,n], g(z) < 1,
/
+ — .
9'() d’'ott appe™ @ < Lo soit | pp(a) < 2

— ne’

—+1

g P

(f) Nous en déduisons le graphe de ¢, (ici, nous avons
pris n=10, dessiné le graphe de ¢, et la droite

Y=7c):

1.2 . Soit u,v > 0.

Avant de se lancer dans des calculs sur B(u,v), il convient de justifier I'existence de cette intégrale généralisée,
qui résulte des équivalents (de signe constant) suivants (u,v >0, doncu —1>—1,14+v > 2):

tu—l tu—l 1
— ol et — N
(1+8)“T" t—o+ (14 1)"1Y t—o+ t1Hv
(a) Effectuons le changement de variable ' (non évident a deviner!) : z = 115 , soit
— . ” _ 1 .
t= ﬁ, dt = W dx ]

t — 0 donne x — 0; t — 400 donne z — 1;

B(U ”U) = /Jroo L dt = /1 :L,ufl(]_ . x)v+1# de = /1 xufl(]_ B x)vil du
’ 0 (1 + t)u-'rv 0 (1 — x)Q A .

(b) En utilisant Uexpression de B(u,v) déterminée en 1.2 a, il suffit d’effectuer le changement de variable
y =1 — z pour obtenir ’égalité B(u,v) = B(v,u).

(c) Calculons, en utilisant une intégration par partie82 :
1 1 1
(utv)BlutLv) = (u+ U)/ 2"(1—2)"" " dr = / uzt(1 —z)" " do + / 2"v(l —2)"" " da
0 0 0
1 X 1
= / {Eu(l o x)vfl dz + [_(1 o t)’utu]o +/ Ul’u_l(l _ .’E)U dx
0 0

1
N /uzufl(l—x)”_l(l—ﬂfﬂ%) dz = uB(u,v),
0

d’ou 'égalité | B(u +1,v) = 45 B(u,v+ 1) |

I.3 . (a) Soit n € N*. Ici, le changement de variable ”judicieux” n’est pas sorcier : y = %, qui nous donne directement

I,(z) = /0" (1- %)nt%_1 dt = /0 (1—9)"(ny)* 'n dy =n"B(n +1,2).

1Remarque : nous utilisons ici le fait qu’un changement de variable bijectif de classe C' ne change pas la nature d’une intégrale impropre
23 justifier en intégrant entre 0 et y puis en faisant tendre y vers 1



Corrigé de I'épreuve II-B, banque PT 2004

(b) D’apres la question précédente, I,,(v) = n*B(n+1,2). Or 1.2 ¢ montre que B(n+1,2) = 1=
suite, une récurrence immédiate sur n € N* montre que
n!

In(z) =n* (x+n)..(zx+1)

B(1,z).

Mais B(1,z) = fol t*=tdt =1 dou

x n!
In(2) =" sy -

II. Etude de la fonction Gamma

II.1 . Soit > 0. Comme pour B(u,v), regardons des comparaisons (avec des fonctions de signe constant!) :

—en0 coeTirl ~ el avec x — 1 > —1, d’ou la convergence ;
t—
—en +oo : et '= o (%) doula convergence .
t——+o0

I1.2 . Soit n € N*.

B(n,z). Par

(a) T, est une intégrale & parameétre définie sur un segment (donc non généralisée). L’application (t,z) —

et 1 est

(b) La convergence de I' vue en II.1 implique que lim )fyz e~'t*=1 dt = I'(x). Donc par composition

(y,2)—(0,+00

des limites, | lim T',(x) =T(x)

(c) Nous avons I',(1) = [fe ! dt = e~ w —e ™ d’olt & la limite quand [n — +oc], |D(1) =1

(d) En menant directement le calcul sur I' (en fait, il faut calculer sur I',(n) puis passer & la limite quand

[p — +o0]), nous obtenons :

+oo
I'(n) = / e Tl dt
0

+oo
[—e_tt"_l];roo +(n—-1) / e "2 dt (intégration par parties)
0
= (n—1T'(n-1).
D’ou (récurrence immédiate) |I'(n) = n!

I1.3 . Soit z > 1. Le méme calcul qu’a la question I1.2 d donne la relation fonctionnelle de T :

T(@) = (z - )l (z-1) ]

Avec cette formule, on peut prolonger I' & | — 1,0[ en posant :

Vrel—1,0, T(z)= %F(m +1).

Et de proche en proche, la méme formule permet alors de prolonger ' & | — 2, —1[ puis | — 3, —2], etc. et ainsi
d’obtenir par récurrence un prolongement de I" & | — 00, 0[ \ Z, qui satisfait encore I’équation fonctionnelle.

Remarque : il était implicitement demandé dans ’énoncé que le prolongement de I' satisfasse ’équation fonc-

tionnelle vérifiée par T’ sur 0, +ool.

II.4 . Soit x > 0.
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(a) Soit € > 0.

La convergence de I' implique que lim f+°° e =1 dt = 0. Par suite,
y—+o00 Y

+oo
/ e gt dt' <e.
Yy
En particulier, en prenant A = B + 1, nous obtenons

+o0
/ et dt < e
A

dB >0 tel que y > B =

(b) Prenons ng € N* tel que A < ng : ainsi, Vi € [0, 4], @n(t) = f(t) — fu ().
Et alors [[*e~tm=1 dt — [1 1271 f,(¢) dt = [2 47, (8) dt.

Mais Vt € [0, A] C [0,n], [t* Lo, (t)] = 2 Lo, (t) <t 1o, (aw,). dou

A A
/ et at —/ t* L f () dt
0 0

(c) Dapres I.1 e, | ¢n(ay,) < =, donc en prenant n; € N tel que n; > ng et nl >

ne’

A A A
g/ | ettt dt —/ () ] dt < cpn(an)/ t*=1 at.
0

0 0

foA ta:fl dt
ege

, nous obtenons :

A A
Vn > ny, / e Tl dt 7/ L (1) dt| < e.
0 0
(d) Soit € > 0. Déﬁnissons Aet n1 comme aux questions précédentes.
Nous avons I, = a-1% )"t7=1 dt et T'(x = [, e 't dt, d’on, pour n > max(A,n) :
IP@) — In(@)] = | fg e et de = [ pa () b+ [ et de— [} fa(t) d

g‘f —ttﬂcldt f t*= L (1) dt‘—&-fA e el dt+ [e Tl dt (V| falt) |S f(E) =€)
g‘f e o=t dt — ftz Lfa(t) dt’+2fA e o= dt < 3e.

Ceci montre que | lim I,(z) =T(z)|.

n—-+o0o

(e) Il résulte alors immédiatement de la question I.3 b que |I'(z) = lirf (n W) .

III. Equation de Bessel

ITI.1 . (a) a est une série entiere de rayon R, donc elle est de classe C* sur | — R, R[, et sa dérivée est la série des
termes dérivés, de méme rayon de convergence. Donc :

= Z an(\)z™, Z n+ Da,p1(AN)z" et a'(z)= Z An+1)(n+ 2)ani2(N)a™
n=0 = n=0

A > 0 donc 2* = e*"(®) est de classe C* sur |0, R[.
Par suite, y est bien deux fois dérivable sur |0, R|[, et

Y (z) = \e*ta(x) 4+ 27 () et Y (z) = A\ = D)z 2a(z) + 22221 (2) + 2d ().
y solution de (£) donne alors, pour tout = > 0,

0 = 2 2a(x) + (2A + 1)d/ (z) + 222" (z),
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d’on, a ’aide de quelques réindexations,

oo

0=z Z (anta(A) + (221 +n?)a, (N)z™ + (21 + 1)a1()\)9c] .

11 en résulte que (2A + 1)a;(A) =0 et

an()‘) = —gn20) -

(*) Vn > 0, 2An+n?

Comme A > 0, (2A 4+ 1)a;(N\) = 0 implique que [a1(A) =0 |.
ap(A) peut prendre toutes les valeurs réelles possibles.

La relation (x) et la nullité de aq(A\) montre que ag,+1(A) = 0 pour tout p € N.

o) o0
Donc a(z) = Y an(N)z™ = 3 az,(N\)x?P. Nous pouvons en déduire que cette somme est paire.
n=0 p=0

(o)

Notons b,(A) = az,(A) et b(y) = > by(A)yP. Alors a(z) = b(x?) : donc pour montrer que le rayon R de a
p=0

est infini, il suffit que de montrer que b est de rayon infini.

Pour ce faire, calculons

b1 yP _ %2ty y=— 1 Xy
by yP asp ANp+1)+ (2p+2)2

donc lim (M>:0

p—+oo by y?
La régle de d’Alembert (pour les séries numériques) montre la convergence de la série numérique b(y)
converge pour tout y, donc la série entiere b est de rayon infini, d’ou , d’apres une remarque
ci-dessus.
11 en résulte que y définie au ITI.1 a est bien définie et de classe C*° sur ]0, —+ool, et les calculs ci-dessus
montrent que y est alors solution de (&) sur ]0, +oo.

1

Supposons pour la suite que ag(\) = oI
Montrons, par récurrence sur p € N que pour tout p € N, agy(A) = WM

p =0 : c’est 'hypothese que nous venons de faire.

Soit p € N* et supposons la propriété vraie jusqu’a p — 1 : nous avons alors

azp_2(A .
agp(N) = —ﬁ ( relation (x))

(=nr* % 1
22p-DFX (p—1)IT(A+p) ~ 4p(A+p)

( hypothése de récurrence)

(=n? — (=n?
22T pl (A+p) T(A+p) = 22PFA pIT(A+p+1)

( équation fonctionnelle de T")

d’otut la propriété au rang p, ce qui acheve la récurrence.

Cette question me semble mal définie : comment sont définis les coefficients a,, (—\) pour A < 0 7 Nous allons
donc supposer que ces coefficients continuent de vérifier la relation (), ainsi que ag(—\) = m
ce qui permet de justifier la convergence et le caractere C*° de J_) avec des arguments semblables a ceux
utilisés pour Jy = y. Et une récurrence (utilisant le prolongement fonctionnele de T’ vu partie II.) montre

alors que ces coefficients vérifient encore la formule démontrée au ITL.1 e .

Donc
- (_1)p 2p—A ’ - (— 1)p (2p—X) 2p—A—1
J_ — D - T — iy
M@) Z;OQQP*Ap!F(f/\erle)Xx P @) = pZo?Z” NPT (-A+p+1) "
ot Z P2p—-N@2p—-A—1) o g2PA—2

= 22p ApIT(=A+p+1)
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II1.2 .

(a)

Un calcul simple montre alors que
22T )" (@) 42y (x) + (2 = AT a(z) =0 Vx>0,

donc que J_j est solution de (£) sur ]0, +ool.

Nous avons (en utilisant sz = (l)/\ X (l)zp) :

2 2
_ Ay (-1)" w_ (TS (CD)T oy
J_)‘(x)_xAI;QQP*Ap!F(—)\-i-p-Fl)x -(3) ;MF(—Aﬂ?Jrl)(?) '

Si on suppose que (Jx, J_») est une base de l'espace des solutions de (€) sur |0, +oo[, alors la forme générale
des solutions est :

VYo > 0,| f(z) = alr(z) + BJ_A(x)

)

avec « et (3 des constantes réelles.

Remarque : nous savons déja (c.f. cours) que cet espace est un e.v. de dimension 2. Par suite, comme Jy
et J_» appartiennent a cet espace, il suffit de montrer que la famille est libre pour montrer que c’est une
base de l’espace des solutions. C’est ce point qui n’est pas évident et que ’on admet ici.

Calculons :
1 1
o' (x) = 53:71/234(3:) + 22y (z) et quadu” (z) = —Zx*?’ﬂy(x) + 2 V2% () 4+ 22y (2).

Donc
u(z) + (1 + %)u(m) = 173/ (ny”(x) +ay(z) + (x2 + (o - 1) W)) = 273/ ((a - i) + )\2> y(z).

Par suite, u est solution de I’équation proposée si on a|o = i — A2

Dans le cas ot A = 1, ce qui précéde montre que u est solution de I'équation différentielle u” (z) +u(z) = 0.

Donc 34, B € R telles que u(x) = Acos(z) + Bsin(zx), Vz > 0.
Par suite, nous avons

_ pcos(z) sin(x)
Vo >0, |y(z) = Ai\/5 —|—B—ﬁ .

La derniere question est obscure : doit-on tracer une solution particuliere 7



