Corrigé du probleme: autour de la fonction

1.

4.

zeta alternée de Riemann

1 Généralités

: (-1)» PUNEA L. (—1)n—1
Pour z > 0, la suite (-——) décroit vers 0, donc la série 2n>1

converge par le critere

nx

spécial des séries alternées.

—1)n—1 . . 5N ;.
Pour z < 0, ( n)z ne tend pas vers 0, ce qui montre la divergence grossiere de la série.

Finalement, F' est définie sur ]0, +o0[.

Pour t € [0,1], gn(t) = # qui tend vers 1+rt lorsque n tend vers +oo. Pour tout n, g, est

continue sur [0, 1] et est dominée par la fonction constante égale a 2 donc intégrable sur [0, 1]. Le
théoreme de convergence dominée permet alors d’écrire

1 1
/ git)ydt = lim [ g,(t)dt
0 n—+oo Jo
1 n k
1 -1
——dt = lim Y (=1)
o 1+1 nHJrook:Ok—l—l
n2 = F(1).
e -1 n—1
Pourz > 2, (_173—3:1 < n—12, terme général d'une série de Riemann convergente. La série Z L
n.Z‘

n=1
converge donc normalement sur [2,4o00[, et donc uniformément sur [2,4o00|. Le théoreme de la
(=1t

nx

1
et que pour tout n > 2, lim — =0,
z——4o00 T

double limite s’applique, comme F(z) =1+ Z:i’;
on obtient que F' a pour limite 1 en 4oc.
(a) On fixe z > 0 et on définit sur [1, +oo[, ¢ :u+— 2% La fonction ¢ est dérivable et

& (u) = (1 —xlnu)

ux+1
Cette dérivée est négative ou nulle pour u > e L

1/ ce qui prouve que la suite (%) est

décroissante a partir du rang E (el/x) + 1.

. . 1 n—1
(b) Soit a > 0. Pour tout n, la fontion f, : x — & n)z est de classe C' sur [a, +00] et a pour
7’ . ’ —_ n
dérivée z — (17)1%
Comme la suite (12—1") décroit a partir d'un certain rang et est de limite nulle (croissance com-
7 s (71)”11177, . LIS JO /. z . .
parée), la série ) -, ~— = vérifie le critére spécial pour les séries alternées, en particulier

son reste de rang n vérifie pour x € [a, +00[ et pour n > E (e/*) + 1,

i’i (—17);1nn

k=n+1

In(n+1) o In(n +1)
S (n+1)* T (n+ 1)




Ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers 400, ce qui prouve la convergence uniforme
de la série des dérivées _, -, % sur [a,+o0o[. Puisque de plus ) f, converge simple-
ment sur [a,+oo[;on a que F est de classe C! sur [a,+00], et ce pour tout a > 0, ce qui

permet de conclure.

5. Lien avec (

Soit x > 1.
+00 n—1
—1 —1
) —c@) = Y T
n=1
- >
 (2k)"
= —217%((x)
On en déduit bien que F'(z) = ((z)(1 —2'77).
Quand z tend vers +oo, 2177 = e(1=?)12 tend vers 0, donc 12@35 = ((z) a la méme limite que F,
c’est a dire 1.
11 Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

6. Etude de la convergence

(a) Pourz > 1, 2@1 (llgc)n
ment convergentes est absolument convergent, la série ) -, c,(z) est absolument convergente
+oo
(donc convergente). On a de plus Z cn(z) = (F(2))2

n=2

(b) On a

n—1 _1k 1nk n—
=S T~ Sy

Comme la fonction trinéme k +— k(n — k) a pour maximum % atteint en £ = 5, on a

n—1
4“’“(71—1)
|Cn Z n2/4 an ’

k=1

. . — 43’) _1
Pour n au voisinage de 400, on a 221.1 ~ W En particulier pour 0 < x < %, S;Z )

tend pas vers 0, ce qui empéche |c,(x)| de tendre vers 0 et donc prouve la divergence grossiere
de 2@2 cn(x).
7. Désormais on suppose que xz = 1.

ne

1 1/1 1 ..
(a) Oﬂam:ﬁ (Y—’—n_X).AlnSl
L&A 2=
en(x) = no k:+n—l€ n



(b) Posons t,

H,_
:—1pourn>2.0na
n

TLHn — (n+ 1)Hn_1 . 1-— Hn—l <0
n(n+1) S on(n+1) 7

tn+1 —t, =

ce qui prouve la décroissance de ().

(¢) On sait que H, ~ Inn, on en déduit que

comparée.

. . 2
Comme on vient de voir que (

2Hp 1 2 In(n—1)
n

qui tend vers 0 par croissance

Hn—l

> est en plus décroissante, la série E () est conver-
n>2

gente par le critere spécial des séries alternées.

I11. Calcul de la somme d’une série a ’aide d’une étude de zeta au voisinage de 1.

8. Développement asymptotique en 1

(a) Puisque F' est dérivable en 1, on a pour = au voisinage de 1 :

=F1)+(x—1)F'(1)+olx—1)=I2+ (z — 1)F'(1) + o(z — 1).

Comme 1 — z est au voisinage de 0, on a :

(b) On a ainsi

¢(x)

¢(x)

1—

21—3: _ 1_e(l—w)1n2

— 1- <1+(1—x)1n2+w+0(($—1)2)>

((x —1)In2)?

= (x—1)In2— 5i

+o((z — 1)%).

In2+(x—1)F'(1)+o(x —1)

(2 —1)In2 — =DIm2% 4 o 1)2)

1 (ln?—f-(a:—l)F’(l)—i—o(x—l))

(z—1)In2 1—(z—1)22 4oz —1)
m 2+ (z = DF(1) +o(x —1)] (1 + (2 — 1)11172 +o(z — 1)>
T (1“2 Fe-DF W)+ - )P o - 1>)

1 F'(1)  In2
(x_1)+<m2 + =5 >+0(1).

9. Développement asymptotique en 1 (bis)

(a) Par la décroissance de t +— =+

on a

1 /”“ dt 1
— S =S
(n+1)* AT

tT

ce qui donne facilement I’encadrement souhaité.

3



(b)

On a en sommant de n =1 a N, I'’encadrement de la question précédente

N
1
0<Zvn(l‘)<1—m<2,

n=1

ce qui prouve que la série ) v, (z) est convergente puisque c’est une série a termes positifs
dont la suite des sommes partielles est majorée.

Pour z €]1,2] et N > 1, on a

N N 1
o<y n = Y[
n=1
N

—

n=

_ Z%_{ +111:—11

n=1

puis en faisant tendre N vers I'infini, comme les deux termes de la somme de droite convergent,

on a
+00 1
> vaa) = ¢la) + 7=

Prenons = dans [1,2]. En sommant de n = N + 1 & M l’encadrement du départ, on a

- 1 1
0< 2 wl) < Fyge ~ Gre e

n=N+1

ce qui donne en faisant tendre M vers 'infini,

+00
1 1
0< n(2) < < :
2 ale) (N+1) SN+1
n=N-+1

Ce reste de rang N converge donc uniformément vers 0 sur [1,2], ce qui prouve que la série
E v, converge uniformément sur [1,2].

n>1

Grace a la convergence uniforme sur [1, 2], :3 v, est continue en 17, ainsi
+00 +oo
E vp(1) = lim g v (),
n=1 n=1

ce qui donne en utilisant les questions précédentes

v = lim (g(:p)+ ! )

z—1t 1—=x

Cela permet de conclure que pour z au voisinage de 17, on a

() = —= + 7+ o(1).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Application
On a donc obtenu deux développements asymptotiques (avec celui de la question 8) de ( en 17.

L’'unicité de la limite donne que v = % + 1“72, on trouve alors que
+oo n—1
-1 1 In 2
S ET ey - (n_ _7) 2.
n 2

n=1

IIT  Calcul des F(2k) a I’aide des nombres de Bernoulli

Soit (B,,) une suite de polynémes de Bernoulli. Comme B} = By = 1, B = X + ¢. De plus
fol By =1 +c¢=0,ce qui donne By = X — 1. De méme, on obtient By = X? — X + .1l vient
b1 = _71 et b2 = %

1
Pour n > 2, B,(1) — B,(0) = fol B! = f01 nB,_1 = n/ B, =0.
0

—_——
0

Symétrie

Considérons le polynéme C),, = (—1)"B,(1 — X).

OnaCy=1et pourn>1 Cl = (- 1)”( )B’(l—X):( " 'nB, (1 —-X)=nC,_;.

Enfin, fol " fo (1 — z)de fo w(u)du = 0, par le changement de variable
u = 1 —x. La suite de polynomes (Ch) Verlﬁe donc les proprletes des polyndémes de Bernoulli, par
unicité on a B,, = Cy, ce qui donne B, (1 — X) = (—1)"B,(X).

Développement en série de Fourier
Soit k un entier naturel. L’application 27-périodique g; est de classe C! par morceaux sur R et
est continue sur R puisque gx(27) = Baog(1) = Bax(0) = gx(0) (c’est bien vrai pour k = 0 puisque
puisque By = 1). Le théoreme de convergence normale s’applique et g est limite simple sur R (il
y a convergence normale, mais ce n’est pas utile ici) de sa série de Fourier. Il ne reste plus qu’a
prouver que g, est paire pour conclure.
Six e [—m,0],
gi(—2) = Bop(5%) = Baw(1 + £) = Boy, (352) = gi(z + 27) = gi(z), l'avant derniere égalité
découle du fait que x + 27 € [rr, 27].
Ezxpresion des coefficients

(a) Soit n > 1 et k > 1. On va effectuer deux intégrations par parties (IPP) successives. Pour la

premiére, on posera u = By (3) et v’ = cos(nt), pour la deuxiéme on posera u = Boj_1(5=)



et v/ = sin(nt).

L[ t
wk) = o /O Bos(5-) cos(nt) i
1 t sinnt|™" o t  sin(nt)
N , |: 2k(2 ) n :|0 /0 o 2k(27r) 0 dt
PP N - _
0
_k 2T " ' / . t
= — i ng_1(%)sm(nt)dt car By, (3-) = 2kBop_1(5-)
—k t cosnt]”" S| t | cos(nt)
= — | [P — Bl (= dt
~~ nr? ([ 2" 1(27r) —n L +/0 2m 2’“71(2#) —n
PP
—k (1 ok —1 t
= —|— (B 1)—B Bow o —
2 ( - (Bag-1(1) — Bo— 1(0))-1-/0 —5— Do 2(27T)Cos(nt)dt)
k (2k)(2k — 1)
= Bog—1(1) — Boy— _ —1).
(nﬂ_)g( oe-1(1) 2k—1(0)) (2n7)? an(k—1)
(b) Soit n > 1. On a
1 1
(1) = g | B = Bi0) | — 5 g0a(0)

Comme a,(0) = %f(f cosntdt =0 pourn > 1, on a

1

a,(1) = pry

(c) Soitn>1etk>2 Ona2k—12>3dou By_1(1) — Bay_1(0) = 0.

—1
Ainsi a, (k) = (2k)(2k — 1)4 720 a,(k —1). Une récurrence sur k immédiate donne alors
—1 \"' 2k
an(k) = (4n27T2) 2 an(1)
(="' (2k)!

22k—1 (n,n-)Qk ’

On remarque pour la suite que cette formule reste vraie pour k = 1.

16. Conclusion
Soit k£ > 1. Comme 2k > 2, on a ay(k) = B%( —)dt = 0.

L’égalité entre g; et sa série de Fourier evaluee en z = (, donne

—DF2k) X1
_b%_za" - 2% 12k Zﬁ’
n=1
ce qui donne
(_1)k7122k7171_2kb2k

17. Calcul effectif des b,



(a)

La formule de Taylor appliquée au polynéome B, de degré n donne

B,(X)=)_ TXk.
k=0 '

Or BP(X)=n(n—1)...(n—k+1)By_i(X), ce qui donne

et permet de conclure.

Avec z = 1, on obtient B, (1) = >_7_; (})bn—k, comme pour n > 2, B,(1) = B,(0), on obtient

n _1 n
b, = b, + Z (Z) b, et donc b,,_; = — Z (Z) b,k Finalement la suite (b,) est définie
k=1 k=2

par

n—1
—1 n+1
bo=1, Yn>1, b,= b.

Voici une petite procédure MAPLE donnant la valeur exacte des by, :

> b[0] :=1 : for n to 10 do b[n] :=-1/(n+1)*sum(binomial (n+1,k)*b[k],k=0..n-1) ;

od;  On trouve alors par exemple
5
big = —
10 667
et 10 73 10
T T
10) = t F(10) = ———.
C10)=g3555 ¢ 9= 55m 50



