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Partie I Cas d’une matrice à coefficients constants.
Question I. 1. La fonctionX définie parX : t  eλt V est dérivable surR et X ′t = λeλt V (coefficient

par coefficient). AinsiX est solution deE0 surR si et seulement siλeλt V = Aeλt V = eλt AV surR,

ce qui équivaut àAV = λV donc à V (non nul) est un vecteur propre deA associé à la valeur propreλ .

Question I. 2. 1. Pour la matriceA et x ∈ C, la fonction polynôme caractéristique vaut alors :

PAx = detA − x I4 =

−x −1 1 −1

0 2− x 0 0

0 1 1− x 0

1 −1 1 −x

= 2 − x

−x 1 −1

0 1− x 0

1 1 −x

= 2 − x1 − x
−x −1

1 −x

en développant selon la deuxième ligne les deux fois, d’oùPAx = 2 − x1 − xx2 + 1

le spectre deA dansC estSpCA = 1,2,i,−i

A est doncdiagonalisabledansC, puisqu’elle admet 4 valeurs propres distinctes, ce qui estune condition
suffisante de diagonalisabilité pour une matrice 4× 4, de plus lessous-espaces propres sont des droites.
Par résolutions des systèmesAX = λX, on trouve : Rappel : les calculatrices sont autorisées.

E1 = Vectv1 oùv1 = 0,0,1,1, E2 = Vectv2 oùv2 = 0,1,1,0,

Ei = Vectv3 oùv3 = 1,0,0,−i, etE−i = Vectv4 oùv4 = 1,0,0,i.

On a donc une famille de 4 fonctions deSolE0 qui est de dimension 4, constituée des fonctions :

X1 : t  et

0

0

1

1

, X2 : t  e2t

0

1

1

0

,X3 : t  ei t

1

0

0

−i

,X4 : t  e−i t

1

0

0

i

.

La matrice wronskienne de cette famille a pour déterminant detWt = e3t

0 0 1 1

0 1 0 0

1 1 0 0

1 0 −i i

qui est non nul,

puisqu’on a une famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres deux à deux distinctes.

Donc la familleXj 1j4 est libre, et c’estun système fondamental de solutions deE0 .

C’est donc une famille génératrice : toute solution est une combinaison linéaire de ces solutions,

la solution générale deE0 sur I = R estX : t  ∑
1j4

kj Xjt où kj 1j4 ∈ K4.

Question I. 2. 2. E : X ′t = AXt + Bt s’écrit

x1
′ t = −x2t + x3t − x4t + t et 1

x2
′ t = 2x2t + et 2

x3
′ t = x2t + x3t 3

x4
′ t = x1t − x2t + x3t − t et 4

2 est une EDL1 à coefficient constant et second membreet, la solution générale de l’équation homogène
associée estxt = ke2t et une solution particulière de la formeptet fournit −et.

x2t = k2 e2t − et surR solution générale de2 .

On reporte cette solution dans3 et on résoud selon les mêmes méthodes, on trouve :

x3t = k3 et + k2 e2t − t et surR solution générale de3

Alors
1

4


x1
′ t = −x4t + k3 + 1et

x4
′ t = x1t + k3 + 1 − 2tet


x4t = −x1

′ t + k3 + 1et

x1
′′t = −x1t + 2t et



En tirantx4 de la 1ère équation et en reportant dans la 2de.
Cette dernière EDL2 à coefficients constants a pour solution générale homogènex1t = k1 cost + k4 sint
et on trouve une solution particulière enxt = qtet avecq′′t + 2q′t + qt = −qt + 2t, on prend
doncqt de degré 2 ent, etqt = t − 1 convient.

D’où x1t = k1 cost + k4 sint + t − 1et

x4t = k1 sint − k4 cost + k3 + 1 − tet
solution de

1

4
surR Ainsi

Xt =

k1 cost + k4 sint + t − 1et

k2 e2t − et

k3 et + k2 e2t − t et

k1 sint − k4 cost + k3 + 1 − tet

=

cost 0 0 sint

0 e2t 0 0

0 e2t et 0

sint 0 et −cost

k1

k2

k3

k4

+

t − 1et

−et

−t et

1 − tet

est la solution générale à valeurs réelles surR deE, aveckj 1j4 ∈ R4 quelconque et fixé.

On cherchekj 1j4

pour trouver la

solution telle que :
X0 =

−1

−1

−1

0

=

k1 − 1

k2 − 1

k3 + k2

−k4 + k3 + 1

d’où

k1 = 0

k2 = 0

k3 = −1

k4 = 0

et Xt =

t − 1et

−et

−1 + tet

−t et

Partie II Matrice résolvante.
Question II. 1. Φt0 est linéaire et bijective avec le Thm de Cauchy, c’est bien unisomorphisme, etΦt0

−1 est
l’application qui à un vecteurV deMn,1K associe la solution deE0 : X dansS0 telle queXt0 = V.

AlorsΦt ∘ Φt0
−1V = Xt

Question II. 2. 1. Ayant choisi ces bases, la matrice se remplit en colonnes : lajèmecolonne est constituée
des composantes de l’imageΦt0Xj du jèmevecteur de la baseXj 1jn dans la base de l’espace d’arrivée.
C’est donc la colonne représentantXjt0 dans la base canonique deMn,1K et on retrouve bien :

Wt0 = X1t0 ⋯ Xnt0.

Question II. 2. 2. La matriceRt, t0 est la matrice deΦt ∘ Φt0
−1 deMn,1K dansMn,1K, muni de sa base

canonique. Sajèmecolonne estRt, t0Cj qui est la valeur ent de la solution deE0 telle queXt0 = Cj

qui est unique, etindépendante de la familleXj 1jn qu’on a choisie comme base deS0.

Question II. 3. 1. Rt, t0 = Wt Wt0−1 est dérivable comme produit surI, etR′t, t0 = W ′t Wt0−1.
MaisWse dérive composante par composante, donc colonne par colonne :W ′t = X1

′ t ⋯ Xn
′ t sur I.

Et pour chaque colonne :Xj
′t = AtXjt sur I, donc matriciellement :W ′t = At X1t ⋯ Xnt sur I.

Ainsi W ′t = AtWt donc R′t, t0 = AtWt Wt0−1 = AtRt, t0 pourt, t0 dansI

Alors si X : t  Rt, t0V on aX′t = R′t, t0V = AtRt, t0V = AtXt sur I, doncX est une solution
deE0 sur I, etXt0 = Rt0, t0V = V. (Car il est clair queRt0, t0 = Wt0 Wt0−1 = In.

C’est doncla solution deE0 vérifiant cette condition initiale.

Question II. 3. 2. Pour toutt0, t1, t2 ∈ I3 : Rt2, t1Rt1, t0 = Wt2 Wt1−1 × Wt1 Wt0−1 .
DoncRt2, t1Rt1, t0 = Wt2 Wt0−1par associativité, etRt2, t1Rt1, t0 = Rt2, t0.
Appliqué àt2 = t0 on obtientRt0, t1Rt1, t0 = Rt0, t0 = In

doncRt1, t0 est inversible etRt1, t0−1 = Rt0, t1

Question II. 4. 1. Si on considéreX : t  Rt, t0Vt, elle est dérivable surI par produit.
Et X ′t = R′t, t0Vt + Rt, t0V ′t = AtRt, t0Vt + Rt, t0V ′t = AtXt + Rt, t0V ′t sur I.

Ainsi : X de cette forme est une solution deE sur I  Rt, t0V ′t = Bt sur I



Question II. 4. 2. Ce qui équivaut encore àV ′t = Rt0, tBt sur I et on a une fonction continue surI.
Donc une intégrale fonction de la borne supérieure est une fonctionV qui convient :

V : t  ∫
t0

t
Rt0,uBudu fournit une solutionY : t  Rt, t0 ∫

t0

t
Rt0,uBudu deE

Question II. 4. 3. Pour cette fonctionY : t  Rt, t0 ∫
t0

t
Rt0,uBudu , on peut dans le calcul de l’intégrale

par rapport àu, rentrer le termeRt, t0 dans l’intégrale (on considéret comme fixé pour ce calcul deYt,

en admettant, par linéarité, queM ∫
t0

t
Hudu = ∫

t0

t
M Hudu pour une matrice carréeM et une colonneH.

Ainsi Y : t  ∫
t0

t
Rt,uBudu définit une solution particulière deE sur I

Remarque : elle est nulle ent = t0. La solution deE vérifiant Xt0 = V0 est associée à la fonction définie

sur I par :X : t  Rt, t0 V0 + ∫
t0

t
Rt0,uBudu .

Partie III Une application de la résolvante.
Question III. 1. 1. Puisquee0 est linéaire sans second membre, l’ensemble de ses solutions est un espace

vectoriel, donc on peut chercher un polynôme normalisé solution, avecam = 1 : yt = t m + ⋯ + a0.
Si y est un polynôme, alorstt − 1y′′ + 3y′ − 6y est aussi un polynôme. Considérons les termes de plus haut
degré : 3y′ est de degrém− 1, alors quett − 1y′′ et−6y ont des termes de degrém, donc le terme de plus
haut degré du polynômett − 1y′′ + 3y′ − 6y estmm− 1 − 6 t m.
Si ce polynôme est nul, il est nécessaire quem2 − m− 6 = 0 donc quem− 3m+ 2 = 0.

Si y est un polynôme solution dee0 alorsy est de degré 3 .

Cherchonsyt = a t3 + b t2 + c t + d solution dee0 : alorsy′t = 3a t2 + 2b t + cet y′′t = 6a t + 2b surR.

Et alorstt − 1y′′t + 3y′t − 6yt = t2 − t6a t + 2b + 33a t2 + 2b t + c − 6a t3 + b t2 + c t + d

= 3a − 4bt2 + 4b − 6ct + 3c − 6d polynôme nul

si et seulement si

3a − 4b = 0

4b − 6c = 0

3c − 6d = 0



b = 3
4

a

c = 2
3

b = a
2

d = c
2

= a
4

donc
yt = k4t3 + 3t2 + 2t + 1

oùk ∈ R, est la solution générale

polynôme dee0.

Le polynôme Pt = 4t3 + 3t2 + 2t + 1 tel queP0 = 1 dirige cette droite de solutions polynômes surR.

Question III. 1. 2. La fonctionQ estC∞ sur−∞, 1 et Q′t = 2
1 − t3 , Q′′t = 6

1 − t4 .

Ainsi sur−∞, 1 : tt − 1Q′′t + 3Q′t − 6Qt =
6tt − 1 + 3 × 21 − t − 61 − t2

1 − t4 = 0

La fonctionQ est une solution dee0 sur−∞, 1 et sur1,∞ aussi d’ailleurs.

Question III. 1. 3. 1. On supposeR > 0 etyt = ∑
k=0

∞

ak tk de rayon de convergenceR. On peut dériver terme à

terme,y est de classeC∞ sur−R,R, et tt − 1y′′t + 3y′t − 6yt égale la somme d’une série entièreEt.

Sur−R,R, Et = t2∑
k=2

∞

kk − 1ak tk−2 − t∑
k=2

∞

kk − 1ak tk−2 +∑
k=1

∞

3kak tk−1 −∑
k=0

∞

6ak t k

= ∑
k=0

∞

kk − 1ak t k −∑
k=1

∞

kk − 1ak tk−1 +∑
k=1

∞

3kak tk−1 −∑
k=0

∞

6ak t k

changement d’indice p = k p = k − 1 p = k − 1 p = k

Ainsi Et = ∑
p=0

∞

p2 − p − 6ap t p −∑
p=0

∞

p + 1p − 3ap+1 t p = ∑
p=0

∞

p − 3p + 2ap − p + 1p − 3ap+1 t p



Par le thm d’unicité des coefficients d’une série entière, cette série est constante nulle sur−R,R si et seulement

si : ∀p ∈ N, p − 3p + 2ap − p + 1p − 3ap+1 = 0  ak+1 = k + 2
k + 1

ap si k ≠ 3

Ce qui équivaut à :
a1 = 2a0, a2 = 3

2
a1 = 3a0, a3 = 4

3
a1 = 4a0

et par récurrence, pourk  4, ak = k + 1
5

a4

On peut donc choisira0 et a4 dansR, et alors yt = a01 + 2t + 3t2 + 4t3 + a4

5 ∑
k=4

∞

k + 1 tk

Si a4 = 0 alorsR = ∞ car on a une solution polynôme.

Si a4 ≠ 0 , alors lesak sont non nuls pourk  4 et ak+1
ak

→ ℓ = 1 donc R = 1
ℓ

= 1 . En effet six > 0,

et si on poseuk = |ak|xk on a uk+1
uk

=
ak+1
ak

x → x et on a donc absolue convergence six < 1 et
divergence grossière six > 1, avec le critère de d’Alembert etR = 1 est le rayon de convergence.

Question III. 1. 3. 2. On sait que 1
1 − t

= ∑
p=0

∞

t p sur−1,1 doncQt = 1
1 − t2 = ∑

p=1

∞

p tp−1 = ∑
k=0

∞

k + 1 t k

par dérivation sur−1,1. Ainsi∑
k=4

∞

k + 1 tk = ∑
k=0

∞

k + 1 t k − 1 + 2t + 3t2 + 4t3 = Qt − Pt.

La solution générale développable en série entière est doncyt = a0 − a4

5
Pt + a4

5
Qt

oùa0 et a4 sont des réels quelconques et fixés.Si a4 = 0, on a une solution surR, si a4 ≠ 0 sur−1,1 .

Question III. 2. 1. E  y′′ = −ay′ − by+ ϕ et en posantz = y′ :

E  X =
y

z
solution de

y′

z′
=

z

−az− by+ ϕ
sur I.

doncE  E : X ′t = AtXt + Bt sur I

avec At =
0 1

−bt −at
et Bt =

0

ϕt
continues surI.

Question III. 2. 2.On sait, sous nos hypothèses (forme normalisée, avec des coefficientsa et b continus surI
intervalle), que le Thm de Cauchy permet d’assurer queSolE0 est un plan vectoriel en bijection avecK2.
Si f,g forme une base de l’espace des fonctions associées aux solutionsSolE0, c’est une famille libre et

f

f ′
,

g

g ′
est aussi libre, donc système fondamental deE0.

Avec les notations :Wt0 =
f0 g0

f0
′ g0

′
et donc Wt0−1 = 1

f0 g0
′ − f0

′ g0

g0
′ −g0

−f0
′ f0

avecM −1 = 1
detM

tComM, avecf0 g0
′ − f0

′ g0 ≠ 0, carf,g base.

Rt, t0 = Wt Wt0−1 = 1
f0 g0

′ − f0
′ g0

f g0
′ − f0

′ g f0 g − f g0

f ′ g0
′ − f0

′ g′ f0 g ′ − f ′ g0

Question III. 3. 1. On a, surI = 0,1, l’écriture normalisée dee qui est :

E : y′′ + 3
tt − 1

y′ − 6
tt − 1

y = 20t3

t − 1
d’où At = 1

tt − 1
0 tt − 1

6 −3
et Bt = 20t3

t − 1
0

1



Question III. 3. 2. Ainsi

detWu =
Pu Qu

P′u Q′u
=

4u3 + 3u2 + 2u + 1 1
1 − u2

12u2 + 6u + 2 2
1 − u3

= 1
1 − u3

4u3 + 3u2 + 2u + 1 1− u

12u2 + 6u + 2 2

detWu = 20u3

1 − u3 avec 20u3 = 24u3 + 3u2 + 2u + 1 − 1 − u12u2 + 6u + 2.

Par ailleurs :QtPu − PtQu =
4u3 + 3u2 + 2u + 11 − u2 − 4t3 + 3t2 + 2t + 11 − t2

1 − t21 − u2

et 4u3 + 3u2 + 2u + 11 − u2 = 4u5 − 5u4 + 1 donc :

QtPu − PtQu = 4u5 − 5u4 − 4t5 + 5t4

1 − t21 − u2 sur I 2

Question III. 3. 3. On appliqueII.4.3. , avecYt = ∫
t0

t
Rt,uBudu dont on ne garde que la première

composante carY =
y

y′
, etRt,uBu = 1

detWu
f gu

′ − fu
′ g fu g − f gu

f ′ gu
′ − fu

′ g′ fu g ′ − f ′ gu

× 20u3

u − 1
0

1
,

en prenantu à la place det0. Cette première composante vaut : 1
detWu

20t3

t − 1
QtPu − PtQu

c’est à dire :
1 − u3

20u3
20u3

u − 1
4u5 − 5u4 − 4t5 + 5t4

1 − t21 − u2 = 4t5 − 5t4 − 4u5 + 5u4

1 − t2 (Calculs sur0,12)

La fonctiony : t  1
1 − t2 ∫t0

t
4t5 − 5t4 − 4u5 + 5u4du définie une solution particulière dee sur0,1

∫
0

t0

4t5 − 5t4 − 4u5 + 5u4du est bien définie, et vaut4t5 − 5t4t0 − 2
3

t0
6 + t0

5

Alors 1
1 − t2 ∫0

t0

4t5 − 5t4 − 4u5 + 5u4du = 1
1 − t2 4t5 − 5t4t0 − 2

3
t0

6 + t0
5

Or 4t3 + 3t2 + 2t + 11 − t2 = 4t5 − 5t4 + 1 donc
4t 5 − 5t4 + 1

1 − t2 = Pt et 4t 5 − 5t4

1 − t2 = Pt − Qt

Ainsi 1
1 − t2 ∫0

t0

4t5 − 5t4 − 4u5 + 5u4du = t0Pt − Qt + t0
5 − 2

3
t0
6 Qt est une combinaison linéaire

deP et Q, donc une solution de l’équation homogènee0. En l’ajoutant à la solution particulière dee,

on obtient une autresolution particulière définie pary0t = 1
1 − t2 ∫0

t
4t5 − 5t4 − 4u5 + 5u4du sur0,1 .

Ce qu’on peut calculer eny0t =
10
3 t6 − 4t5

1 − t2 sur0,1. Cette fonction est la restriction à0,1 d’une fraction

rationnelle de classeC∞ sur−∞, 1, il en est de même pourP et Q.

Les fonctionsyt = y0t + k1Pt + k2Qt décrivent les solutions dee sur0,1 pourk1,k2 ∈ K2

Ce sont celles dont on peut assurer l’existence et l’unicitépour des conditions initiales données ent0 ∈ 0,1,
par le Thm de Cauchy.

Si 0,1,yt est une solution sur0,1, alors sa restriction à0,1 est une solution de la forme précédente.
Réciproquement une solution sur0,1 de la forme précédente se prolonge ent = 0 de façonC∞ (fraction

rationnelle) avecy0 = k1 + k2 et y′0 = 2k1 + 2k2 cary0
′ 0 = 0 (il y a unt5 en facteur),P′0 = 2

et Q′0 = 2. D’ailleurs elles se prolongent sur−∞, 1.
Les solutions qui vérifienty0 = y′0 = 0 sont les fonctions :

yt = y0t + k1 Pt − Qt =
2t55t − 6
31 − t2 + k1 Pt − Qt oùk1 ∈ K est quelconque et fixé.

Il y a donc unedroite affine de solutions vérifiant ces conditions initiales.


