Banque PT
Maths I-A
Corrigéde DURIN J-P  PT Cluny.

lére Partie.

P={(xy);y>0}, sit G :P - R définiepar G(X,y) = Arctan(X).
y

o oG X
1) G estdedase C*sur P car — =——— & — = ———— sontdesfradionsrationnelles
X" +y d X +y
en x ety définies ar P.
0°G _ 2xy 0°G _ 2xy

=- , = etdonc AG =0 surP,G est harmonique sur P.
dXZ (X2 + y2)2 WZ (X2 + y2)2

© Xy . :
2) Rederchedesfonctions ¢ , C” deR dansR,tellesque F:(X,Y) - ¢(—) soit harmonique sur P.
y

F_lyXy  OFE_Lgx
(?X - y¢ (y) ' (?)(2 y2¢ (y)
OF __ XXy O°F _2x. X X . 0X
E y2¢ (y) ) (NZ y3¢ (y)+y4¢ (y)

Déslors, pour que AF = 0 sur P, il faut que (aprés avoir multiplié par y?):
2
O(x,y) OP, (1+ %)fp“ (3) +2§¢'(§) =0 cesadirequed doit véifier:

OtOR, (L+t2)¢ () +2td (t) =0 soit [(1+t2)¢'(t)]' =0 dou (1+t2)¢ (t) = K soit enfin
¢(t) = KArctan(t) + L o0 K, L sontdesconstantesréeles.

3) Soit h: R - R définiepar h(t) = Arctan(t) + Arctan(%) , h'(t) = 0 sur chacun des deux
intervall es ]—OO,C{ et ]O,+00[ cequi asaure que h est constante sur ces deux intervall es.

t=1 donre h(1)=7—2T, t = -1 donre h(—l):—7—2T

et finalement Arctan(t) + Arctan(%) :gsgn(t)

4) Arg(2) estunargument de z# 0 , situé dans ]—IT, 7T]. Notons tout de suite que pour (X,Yy) O P,
6 = Arg(x +iy) 0]0, 7 et par suite:
pour X>0 6= Arctan(z) =T Arctan(ﬁ)

X 2 y

pour X<0 O=rm+ Arctan(%) = n—g— Arctan(%) et finalement (X,y) 0P avec X # 0,

Arg(x +iy) = 7—2T— Arctan(g) , cette formule restant valable pour X =0, (Arg(iy) = 7—2T)



Conclusion: (X, y) OP  G(x,y) = g— Arg(x +iy)

5 Soit xOR,
x=0 1limG(x,y)=1lim0=0 , x>0 limG(xy)=2 , x<0 limG(xy)=-=
- y-0 y-0" —  y-0' 2 —  y-0' 2

D7_21 pour x>0

etfindement: g(X) =00 pour x=0

o pour x<0O
H 2

Etude de I'intégrale IL('[)dt pour (X,y) OP.

L (x—1)% +
H m
= Ey t>0
]—=%5—— pour
yoty OO0y
Ox,y) 0P, t - ——="—=[ O pour t=0 est continue par morcealx sur
(x-1)"+y O T
O Ey
[+ our t<O0
5 -2 ey? P
R, donc locdement intégrable sur R. Le seul probléme d'intégrale généralisée et donc en +00 et —00.
T T
27 2’
V(t = +c0) s =5 et Riemann asaure la nvergence
(x-t)°+y t
T T
2’ 2’
V(t =-) - > =—~5  etlaecoreRiemanndonne la cnvergence.
(x-t)°+y t
Caculde | = J' yg(® 5
L(x—1)* +y
T
Ey +oo *y
= J' ———dt —dt Posons t =-U danslapremiéreintégrale.
(x=1)* +y* b (x-1)*+y?
Ty o Ty -
J' 2 :J' 22 ~du, par suite | :I—TyI( 12 == 12 ) dt
(x-1)°+y*  L(x+u)’+y 274 (x=t)"+y” (x+t)"+y
1 1
soit | :’—TJ'( _ty - +ty ydt = 2 -T2 arctan()) = 1G(x, y)
y y

- Y9®
| = I(x 0 432 t= 11G(X,Y)




2eéme Partie.

. . . . x* y? o
1) Soit lafamille de oniques siivantes: F: — + 1=1. Cette expresson nécessteque a #z 0
a a-

et a #1, Onveraplusloincequel’ onpeutdirepour @ =0 et a =1.

O NG 2 O
a<0 [Oxvy),—+ y =1n=0
— 0 a a-1 [

X2 y2

O<a<l —- =1 est I'équation d’une hyperbole catrée @ O, d’ axe focd Ox, de sommetsles

a 1l-a
paints (v/ar,0) et (—va',0), defoyerslespaints (~1,0) et (1,0) et o’ asymptotes les droites ' équations

=1 estI'équation d'unre dli pse catrée @ O, d axe foca Ox, de sommets |es points

a-1

a
(Va ,0), (-Va,0), (0,4a -1), (0,—va —1) et defoyerslespaints (~1,0) et (1,0).

a=0e a=1 Ecivonsaorslardationsouslaforme: (o —1)x* +ay’ =a(a —1)

Alorsa =0 fournit X° = 0, soit I’ axe Oy compté 2 fois (hyperbole du type précédent dégénérée @
deux droiteslorsque a — 0).

Eta =1 fournit y2 =0, soit I’axe Ox compté 2 fois (réunion de |’ elli pse dégénérée & le segment
[—1,1] del'axe Ox (0 — 1") et del’hyperbole dégénérée @ les 2 demi-droites ]—00,—1] et [1,+00[ del’axe

Ox (G — 1_))

yO _1.

2
X
2) Soit Mo (X,,Y,) OP,avec X, #0, éudede W:R — R définiepar W(a) = 2 + 1
a a-—

2 2
X __ Yo

Le domaine de définitionde W esR{0,1}, W (a) = - — <0
{ ]} ( ) a2 (a_1)2

W déaoit de +00 & —00 sur ]0,1[ etde +oo & —1 sur ]1,+00[.
Déslors, soit (X,,Y,) [J P, avec X, # 0. Trouver une wnique de lafamill e F passant par (X,,Y,) . Cest

2 2
X
rechercher o D]O,l[ a ]l,+00[ tel que — +Ll =1 autrement dit tel que W(a) = 0. D’aprés!’étude
a a-—-
précélente ¢ le théoréme des valeursintermédiaires, il existe 2 valeursde O possbles répondant ala question:

a, D]O,l[ — hyperbde ¢ a, D]1,+00[ - dlipse.

a,+a, e 0,0, sontlasomme e le produit des radnes de I’ équation du 2°™ degré en O :
(@-Dx;+ay:-a(a-1)=0 st a®-(x;+Yy,+Da+x; =0 etonadonc:
a,+a, =Xty +1 e 0,0, =%

Pointsde P_pour lesquels X, = 0.




2

Yo

On cherche dors O tel que =1 soit o =1+ y§ . On netrouve gu' une seule valeur deQ possble,

plus grande que 1. Seule ure dli pse de la famill e F pase par le point (0,y,) O P.
Rg: On pourrait alarigueur dire qu'il passe ausd par cepoint I'hyperboe dégénérée & I’ axe Oy compté 2 fois
dont j'a parlé précéemment.

3) Soit Mg (X,,Y,) OPavec X, #0 et EetH I'elli pse e I'hyperbole de F passant par My, .

2 2
v Y _1=0 a, 0joq
a, a,-1
X2 y2
E—+ ~1=0 o, O]+
a, a,-1
02x, O 0 2%, O
Da_ O Da_ O
> irigé g =01 1 0 > i =0 2 [
Lanormale en My aH est dirigéepar le vedeur U, 0 2y, Detcelle ak par U, a2y, De'conva
o, - 10 o, - 10
montrer que e produit scdaire U,.U, = 0. Oreneffet
O x2 2 o 0 2 0
4,.0, :4%{XO + Yo =40+ 55— L 2 o=41-1]=0
0, (a,-D(a, -] O X —(X +Y, +1)+1[

4)  Soit lesfonctions sivantes. (U,V) — X(u,V) = ch(u) cos(Vv) et (u,v) - y(u,v) = sh(u)sin(v).

Montrons que les deux fonctions X ety sont harmoniques sur R® . Elles ont bien C” sur R*. On a:

2 2

% = shucosv |, % = chucosv , % = —chusinv , % = —chucosv e Ax=0
2 2

% = chusinv % =shusinv , % = shucosv , % =—-shusinv et Ay=0

X ety sont harmoniques sirr R? .
Soit H:(u,v) - (x(u,v),y(u,v)). Lamatricejacbiennede H est:

oo
ucosv —chusinv
J=ru ‘}VD=B: _ Eet Jac(H) = sh’ucos’ v +ch*usin®v = ch’u—cos’ v
Y 9 [chusinv  shucosv
tou  ovO

Jac(H) = ch®u—cos’ v sannde elespaints (U,v) = (0,km) avec k 0z .

5) Imagepar H deladroite U = Uj.
[X = chu, cosv

C'est la aurbe paramétréepar: [] . d’ou les deux ces:
[y = shuy, sinv
Uy =0 (X=cosv ,y=0) correspond au segment [—ZLl] del’axe Ox.
) . B XZ y2 . X2 y2
U, # O I'équation cartésienne dela murbe et alors: ——+—— =1 soit —+ =1 avec
ch®u, sh°u, a o -1

a= Chzu0 > 1 cequi fournit une dlipse delafamilleF .



Image par H deladroite V=V, .
[X = cosv,chu
C'est la aourbe paramétréepar: [] ) d’ou les quatre ca:
[y = sinv,shu
Vo =2k (x=chu,y=0) correspond alademi-droite [l,+00[ de|’axe Ox.

Vo =(2k+D)m (x=-chu ,y=0) correspond alademi-droite ]—00,—1] de |’ axe Ox.

V, :g+ km  (x=0,y=(-D*shu) correspond al’axe Oy.

2 2 2 2

y VA

m X
V, Z K— I'équation cartésienne de la courbe est alors: -———=1 it —+ =
2 cos’v, sin’y, a a -1

avec a = €OS Vo D]O,l[ cequi fournit une moiti é d’ hyperbole de lafamille F , partie de I’ hyperbde ou Xale
signede COSV,.

Etude de larédprogue.

2 2
X
Autrement dit: soit une cnique de lafamille F d’ équation — + y 1 =1aveca D]O,l[ H ]ZL+00[ ,
a a -
est-elle I'image par H d'unedroite U= U, ou V=V, .
X2 y2
a D]O,l[ il existe une infinité de valeurs V, tellesque 0 = COS’V,, et alors — + 1 =1 séait
X2 y? [X =cosv,chu  [X =-cosv,chu
———— = letseparamétre par: [ . et [ _ et I’hyperbale
cos’v, sin’y, 0y =siny,shu — gy =-siny,shu
X2 y2
d équation — + 1 =1 est donc enfait I'image par H delaréunion des 2 droites V = V,, et
a a -
VoV, +TT
X2 y2
a D]l,+00[ il existe une unique valeur U, > O telleque @ = ch®u, etalors — + 1 =1 séait
X2 y? [X = chu, cosv
s—t——= 1 et se paramétre par: [] ) donc est I'image par H deladroite U = U,
ch’u, sh°u, [y = shu, sinv

H bijedion de ]O,+00[ X]O,T[[M.
(u,v) 0]0,+e] x]0,[ O shusinv>0 donc H(u,v) OP.
Rédproquement, soit (X,,Y,) L P:

T
1*cas X, =0 dors (0,y,) = H(U'E) ol U est I'unique valeur telle que shu =y,

7T
(0,¥,) = H(IN(Y, ++/ Yo +1,5)

2*™cas X, 0 aors (X,,Y,) estI'intersction d’ ure dli pse e d’une hyperbdle deF :
2 2 2 2
X X
w2+ Y —-1=0 o, 00 @ E-—+F _-1=0 a,O]L+«
a, a, a,-1




Soit dors U D]O,+00[;672 =ch’u Uestunique
vO]0,7;a, =cos’v  cosv ayant lesignede X,, V est dorsurique.
(X9,Yo) = H(u,v) etdonc H rédise bien ure bijedion de ]0,+00[ X]O,TI[ surP.

3éme Partie.

Notations: pour (a,b) 0P et O<r <b D, =disqueferméde catre (a,b) et derayon r doncD, [J P
2

m(a,b,r) :iIf(a+rcost9,b+rsin9)d9
24,

1 .
M(a,b,r) = %Fﬂq f(uv)dudv s r#0

H f(a,b) s r=0

1) soitr tedqueO<r<b.

=a+ pcosf
Pour (u,V) O D, , on peut poser éuv: b+f)sin9 avec (p,0) D[O,r] X[O,Zﬂ] et lejacobien de ce

changement de variable vaut 0 . On en déduit:

m

'3 0
ﬂ' f(u,v)dudsz'%pf(a+pcos@,b+psin9)d9mip soit
O 0 [l

HD f (u,v)dudv = 2rrj'pm(a,b,p)dp

Pour la deuxieme formule, utili sons Iaformule de Green-Riemann rappelée ai début.

00 . of o o d &
JJ,, &f (wvydudv = [ 2250 - E)@iudv—-]’ﬁ S du+ v
[U=a+rcosh
ot " est paramétréepar [] de sorte que
[V=Db+rsin@

2
O of : : of . 0
IJ’DrAf(u,v)dud JO’ Ea+rcose,b+rsm9)( rsme)+%(a+rcos@,b+rsn9)(rcos@)§ie

soit enfin:
2

ﬂ' Af (u,v)dudv = rI%(chos@ b+rsm6)cost9+—(a+rcost9 b+rsm9)sm6§16

2) Montronsque I — m(a,b,r) est continue sur [O, b[
f éant C”sur P, h(r,8) = f (a+rcosf,b+rsinf) est continue sur [O,b[ X [O,27T] et par suite
le théoréme de continuité d’ une fonction définie par une intégrale simple dépendant d’ un paramétre s appli que:

2
r _ ma,b,r) :ij'h(r,e)de est continue sur [0,
214




3) Pourr D]O,b[ ona M(a,b,r) Z%ZHIpm(a,b,p)dp et M(a,b,r) apparait commele
0

produit de 2 fonctions continues sur ]0, b[ a savoir 32 et J'prT‘(a, b, p)dp . Ces2 fonctions sont méme
r 0
dérivables sir ]O, b[ ca p - pm(a,b,p) est continue sur [O, b[.
[~ M(abyr)= Ir32J'pm(a,b,p)olp est continuesur [0,
0

Continuité adroite en r = 0.

Oncdcule %Ipm(a,b, p)dp - f (a,b) qui peut s éaire %Ip(m(a, b,p) - f(a,b))dp ca
0 0

r 2n
%J’pdp =1. Pusm@ab,p) - f(ab)= %TJ’[f (a+pcosd,b+psing) - f(a,b)[dd ca
0 0

1 2m
2—J'd9 =1. Maisaorslaformulede Taylor-Youngal ordre 1 danne
T
0

f(a+pcosf,b+psinf) - f(a,b) = pcos@%(a,b) + psine%(a,b) + pe(pcosh, psinf)

avec £(pcosh,psinfg) - 0 quand p — 0. Et par conséquent on a:
r 2

M(a,b,r) - f(a,b):r%fzp—n

Soitdlors € >0, [F, >0 tel que p<r, O |e(pcosh, psinb)|< €. D'olipour I <, ona

" 0
[ e(pcosh, psin8)dbdp .
0

IM(a,b,r) - f(a,b)|s£2J’£p2dp:§£r etdonc [M(a,b,r) - f(a,b)| - 0 quand r - O
r 0

r - M(a,b,r) est continue sur [O,b[.

4) Montronsque r - m(a,b,r) est dérivable sur ]O,b[.

% = cos@%(aﬂcos@,bﬂsin@) +sin6%(a+rcos@,b+rsin6) est continue sur

[O, b[ X [0,27‘[] et le théoréme de dérivation sous le signe J' s applique, et on peut éaire

om 17 o . . of . _
—(a,b,r) ——I(cos@—(a+rcos@,b+rsn6)+sm6—(a+rcost9,b+rsn9))d6 soit
or 2md ou ov

om 1 .
?(a,b,r) :ﬁﬂq Af (u,v)dudv pour r O]0,b d'apres1).

5) Jai dgaindiqué alaquestion3) que r — M (a,b,r) éait le produit de 2 fonctions dérivables sur
Jo.[.

Ona %(a,b,r) = —%J’pn‘(a,b,p)dp+r£2rn*(a,b,r) soit
0

ﬂ(a, b,r) = E(m(a, b,r) - M(a,b,r))
or r



4éme Partie.

1) Suppasonsf harmoniquesur P .
. om 1
Laformule de la question 4) de la 3™ partie. — (a,b,r) = —J’I Af (u,v)dudv assirre que
or 27 JJo,

%n(a, b,r) =0 sur ]O, b[ puisque Af (u,Vv) = 0 en tout point de D, , et donc que m(a,b,r) est constant
2

sur ]O, b[ et par continité sur [0, b[. m(a,b,r) = m(a,b,0) = %TJ’ f (a,b)dd = f (a,b).

m(a,b,r) = f (a,b) pourtout (a,b) P donc f vérifielapropriété de moyenre drculaire sur P .

2) Suppasonsque f vérifiela propriété de moyenne drculaire sur P .

1 2 2 _
Alors ?H& f (u,v)dudv = r—ZJ;pm(a,b,p)dp = r—ZJ;pf (a,b)dp = f (a,b) etdonc

f(a,b) s rz0 N _ .
f vérifiela propriété de moyenne spadale sur P .

M lb! = .
(@.b.r) Ef(a,b) s r=0

3) Suppasonsque f vérifielapropriété de moyenne spadaesur P .
M(a,b,r) = f(a,b) O % =0 pour r J]0,bf.
: : . oM 2
Laformule de la question 5) de la 3*™ partie: 7(& b,r) = ?(m(a, b,r) - M(a,b,r)) assure dors

que m(a,b,r) = M(a,b,r) = f (a,b) pourtout (a,b) 0P, etpour r 0]0,b[.
f vérifielapropriété de moyenne drculaire sur P .

4) Supposonsque f vérifielapropriété de moyenne spadalesur P, dors f vérifie ausd lapropriété de
moyenne drculaire sur P . On adonc, pour tout (a,b) [P, et pour r D]O,b[

2

f(a,b) = %TJ’ f(a+rcosf,b+rsinB)dl et lethéoréme de dérivation souslesigneJ’ s applique
0

2
%(a, b) = %T-!%(a +rcosf,b+rsinB)dO cequi prouve que % vérifie ausd |a propriété de

moyenne drculaire sur P et donc auss cdle de moyenne spadale sur P d’ aprés 2). Méme rai sonnement pour
2 2
f

et N vérifient la propriété de moyenne spadale sur P et

of
— . Enappliquant le résultat 2 fois on aque
ov ou®

donc par linéaité Af auss.

5) Supposonsque f vérifielapropriété de moyenne drculairesur P, alors m(a,b,r) = f (a,b) et donc
om . 1

—(a,b,r) =0 dou d apréslaquestion 4) dela3*™ partie —J'I Af (u,v)dudv =0 soit

or 21 JJo

IJ’D Af (u,v)dudv =0



Mais alors, puisque Af vérifie la propriété de moyenne spadalesur P,

Af (a,b) = %J’J’D Af (u,v)dudv =0 pour r #0 etdonc Af (a,b) =0 pour tout (a,b) O P



