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I - Etude préliminaire

Convergence des séries de Riemann

k
Pour tout = € [k—1,k] C [a,+o0[, f(z+1) < f(k) < f(x) par décroissance de f donc flz+1)dz <
i i k—1
flk)dz < f(z)dz, soit, en effectuant le changement de variable ¢ = 4+ 1 dans la premiere
k—1 g VEL i
intégrale, / fl@)de < f(k) < f(z)dx
k k—1

Si a > 1, on a donc, en appliquant ce qui précede a f: t — tio‘ qui est bien continue et décroissante sur
[1, +oc],

n n
1 " dt 1 1 1 1
Vn e N — — =1 — | =1 — <1
nelN. ) gw < /1 e +[(1—a)t“_1L L R Py e e |
k=1
et la série y nia est une série & termes réels positifs dont la suite des sommes partielles est majorée: elle
n>1

est donc convergente.

Si a < 1, on a dong, en appliquant [1] f: ¢+ % qui est continue et décroissante sur [1, 4+o00],

n

> _ > _ = =
vn €N, k§:1 2 ;;:1 2 /1 - = I(0)]] =In(n) —— +oo

et la série > n% est donc divergente.
n>1
. 1 . .
Ainsi Z — converge si et seulement si v > 1 .
n

n>1

La majoration a été vue au [2], la minoration est immédiate donc Vo > 0, 1 < S(a) <1+

a—1"

Premiére étude asymptotique du reste

Pour a < 1, la fonction ¢ — t% est intégrable sur [1, +oo[ et o déduit de [A.1] :

1 oo dt oo dt 1
Vn € N*, 77:/ 7<Rn(a)</ & -
@ n 1 t*  (a=1)(n—1)*
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1.B.2) La formule de Taylor avec reste intégral & l'ordre 2 entre k € N* et k 4 1 s’écrit

flk+1)=f(k)+ f'(k) + f” / FOk+t)(1—t)%dt.

Or vVt e RY, f'(t) = t%“ 1) = _t(g*‘l’ () = %. On a donc

1 a1 ala+1) [ (1-1)? 1 a1
P =10 = 5~ e+ g [ e = g e

ala+1) (1
avec 0 < A;, < 5 /Oka“dt'

On a done ¥k € N*, f(k+1) — f(k) = 1 — § 1

a+1
Lotl + Ay, avec 0 < Ay, (*27) k;a1+2 .

I.B.3) On peut écrire I'égalité ci-dessus sous la forme k% = f(k)—f(k+1)+ %# — Ay avec A, = O (ﬁ)

La série > (f(k) — flk+ 1)) est une série télescopique qui converge puisque f(n) —— 0 et les séries
k>1 n—o00

kz ka1+1 et kz ka1+2 sont des séries de Riemann convergentes. On a donc, par linéarité de la somme,
>1 >1

“+ o0
R.(a) = f(n)+ % R, (a+1)— > Ag. Or, par sommation de relation de comparaison pour des séries con-
k=n

+oo
vergentes, ona », Ay = O(Rn(oc—|—2)). D’autre part, [1 ] donne R, (a+1) = a +0 ( a+1) et R,(a+
k=n

2) = W—’_O( a+2) :O(ﬁ). Finalement, R, (o) = W—FW#—O(#) .

II - Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

II.A - Nombres de Bernoulli
I1.A.1) Montrons, par récurrence sur p > 1, qu'il existe (ao7 . ,ap,l) € RP tels que

F(bips--sbpo1p) ERPTL VfEC®(I,C), g= Zakf( ) vérifie Z g(J) =f +Zbl,pf(l+p)

k=0 Jj= 1 =1

Pour p = 1, il suffit de prendre ag = 1, alors g = f donc ¢’ = f’ et l’egahte est Verlﬁee
Pour p = 2, prenonsalzf%. Onaalorsg:ff%f’ doncg’+2g =f'— f”+ f- f3)—f/ fof
ce qui est 1’égalité voulue.

P
Si le résultat est vrai jusqu’a p, prenons a, = —by p, et notons g = > apf®) =h— bl,pf(p)- L’hypothese

4 L 1 j ! 7] l -
de récurrence donne 321 ﬁh(] )= f'+ l; bip fHP) done

%lgu):ilh(mr L o0y, pi D)

= J! = J! (p+1) "’
= f + Zbl f(l+p) + ' Z anf (k+p+1) Lpf(erl) Iil b;'i-,!pf(erj)

=2
=f+ z_: by, fEP) 4 1 Za fletptl) _ % blan p+7)
1=2 " (p+1)! k=0 ’ =2 J!

p
=+ bipafPTY CQFD
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II.A.2) o Appliquons ce qui précede a f : t +— e** qui est de classe O™ sur R: on a alors V¢t € R, g(t) =

p—1 p—1
S apf®F () = 3 apaFe® done, pour t = 0 et pour tout z € C,
k=0 k=0

P o) Poq (Pt " 2p—1 a .
0=y () S| 2 %)

j=1 j=1 k=0 =1 Jtk=i
1<5i<p, 0<k<p
D i a p—1 a
i—j 1 k
= agT + E ,'J '’ + E E 7' $l+p
i=2 \ j=1 J: =1 ity

1<j<p, 0<k<p
et

)+ Z byp fUHP(0) = = + Z by pz P

i

Cette égalité étant vraie pour tout x € C, on obtient ag = 1 et Vi € [2,p], . a“,j = 0 donc a;_1 =

j=1
i ai— ptl 1—i
-> . Ceci étant vrai pour tout p, on a bien obtenu ag =letVp>1, a, =— ) % .
Jj=2 ! Jj=2 )
REMARQUE: on peut préférer utiliser f: ¢ +— g—q, qui vérifie f*)(0) = Ok,q-
o Montrons ‘ap| 1 par récurrence sur p: c’est fait pour p = 0 et si c’est vrai jusqu'a p — 1, pour
p+1 ) a . p+1 400
p =1, on a, selon ci-dessus, |a,| = [ > ap_;# < Z ’L—;}J < Z Jl[ s 41 il =e—2< 1. Ainsi
=2 : =2 : j=2J
Vp € N, |ap| <1
¢ La formule de récurrence donne facilement a; = —%, as = ﬁ .
II.A.3) a) Pour |z| < 1, on a, d’apres [1], Vp € N, |apz?| < 1 et donc la suite (apz?) e est bornée. Le lemme

IL.B -

d’Abel donne que le rayon de convergence de ) a,z” est R > 1. Notamment, si |z| < 1, ) a,zP converge .
pEN peEN

tToo 4

b) o Pour tout z € C,e* —1= 3" % donc, par produit de Cauchy de séries entieres sur 'intersection de
g=1 %

leur disques ouverts de convergence, pour |z| < 1,

+o0 Zq —+o0 —+o0 n a )
(" = 1)p(z) = <Z q!) X (Z apzp> = Z Z ZTJ 2" =2z selon [2]

q=1 n=1 \j=1

donc si 2] < 1, (e* —1)p(z) =z .

oOre* —1=0&z€2inZ doncsi0< |z <1,e*—1#0et doncsi0<|z] <1, go(z):ezz_l.

z z/2 —z/2
¢) ¢ On a dong, pour 0 < |z]| < 1, ¥(z) = ¢(2) +% =z gz + % =z 22/2 i—E%/Z = ¢(—z) et, pour |z| < 1,
P(z) = ap + Y apzP. Par unicité du développement en série entiere de la restriction de ¢ & | — 1,1], la
p=2

parité de ¢ donne Vk > 1, agx41 =0 .

¢ La formule de récurrence du [2] ou un développement limité de ¢ donne a4 = —7%—0 .

Formule de Taylor
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I1I.B.1) Si f(z) = o= alors f donc g sont de classe C° sur R et la formule de Taylor avec reste intégral

(1-a)z
a l'ordre 2p entre k € N* et £+ 1 pour g donne
2p 1, 1 1
o0 +1) = 9(0) + 30 00 (8) + gy [ O+ (-0
! !
2p 1 1 /2p—1
:fﬂﬂ+zﬁme”W@+@m“/<§:%ﬂ”mm%+ﬂ>ﬂ—ﬂ%ﬁ
=1 *J0 i=0

wia(atn—2)

a1 donc

Or Vn € N*, Vo € R% | fM(2) = (-1)

. pao(arn-2) [ & w1 0 (atn—2) )
|R(k)| = Z bn—2p,2p(—1) B A Z an—2p-1(—1) @)1k + fya+n-1 (1—t)"dt
n=2p+1 n=2p+1
4p 1 4p
a--(a+n—2) 1 a-(a+n—2) 9
S Z ’bnf2p,2p| a+n—1 + / ( Z ’an72p71‘ atn—1 (1 — t) dt¢
n=2p+1 k (2]))‘ 0 n=2p+1 (k + t)
4p
< Z b |+ M (o n—2)| kGt
X n—2p,2p (2 )| (64 « n
n=2p+1 p):

donc, p étant fixé, 34 € R, Vk € N*, ’R(k)‘ < Ak—@pta)

11.B.2) ERREUR D’ENONCE: la formule donnée n’est pas vraie pour p = 1 car elle s écrirait R, (o) = er

0 (#) en désaccord avec le développement trouvé au [I1.B.3].

D’apres [1], on a R(k) = O (W%) et 2p + o > 1 donc la série kz>:1 R(k) est convergente et on a,

par sommation des relations de comparaison, Y R(k) = O (R,(2p+«a)) = O (W) selon [I.B.1].

k=n
2p—1 .
_ _ _ 1 _ ag gy (ati—2)
Or B(E) = glb+1) = glk) = g avee g(k) = =Sy + 52 (- A= g
donc la série Y (g(k + 1) — g(k)) converge et on a Y R(k) = —g(n) — Ry(a) donc Ry, (o) = —g(n) +
k>1 k=n
> R(k) =—g(n)+ 0O (W) De plus, pour p > 1, ag = ... = ag,—1 = 0 selon [A.3]. Ceci donne

k=n
W > 2, Ra(a) = —(a0f(n) + a1 f'(n) + 4" (n) + -+ ap o f D () + 0 (ppkar )

11.B.3) Pour p = 3, il vient R,(a) = — <(1al)na1 - ﬁ B 127?”1 + Q(OZ?;Olgo(gr;r 2)> +0 (no‘1+5> soit,
1

en particulier, R, (3) = 7.2t # + ﬁ{ — 121nG +0 (#) .

IIT - Polynomes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

ITI.A - Polynémes de Bernoulli
IIT.A.1) Propriétés élémentaires

a) © Montrons l'existence et I'unicité de A,, par récurrence sur n.




Centrale, 2011, MP, Mathématiques 1 5/9

Pour n = 0, Ay est donné directement donc il existe unique et c’est bien un polynome .Et si A,, existe
unique alors soit F' la primitive de A,, qui s’annule en 0, F' est un polynéme et

1 1
(A;LJrl = A, et / A (t)dt = O) = (An = F + C (C constante) et C' = —/ F(t) dt)
0 0

donc la constante C' existe unique et donc le polynome A,, existe unique.

Ainsi les conditions [ITI.1] définissent une unique suite (A")n ¢y de polynomes sur R .

© Montrons, par récurrence sur n, que deg(A,) =n : c’est clair pour n = 0, et si c’est vrai pour n, alors

A (X)=A,(X)= cnx XF avec cn,n # 0 donc A, 1 (X) = Cnk_xht1 | Cni1.0-
n+1 = s k*Ok +1 s

3 2 2
¢ On trouve facilement 4; = X — %, Ay = % % + 1—2, Az = % XT + {_(2

b) Posons Cp(z) = (=1)"A,(1 — x): C, est une fonction polynéme et on a Co = 1, Vn > 1, C (z) =
1 1

(—)"HAL (L —x) = (-1)"M A1 (1 —x) = Choq(z) et / Cp(t)dt = (—1)"/ Ap(1 —t)dt =
0 0 u=

—t
1
(—1)”/ Ay (u) du = 0. Donc la suite (C,, ) vérifie les conditions [IT1.1] et donc, par unicité, Vn, C,, = 4,
0
ce qui donne Vn € N, Vo € R, A,(x) = (-1)"A,(1 —z) .

¢) o Pour n > 2, A,(1) — An(O):f1 fo t)dt = 0 donc Vn > 2, A,(1) = A4,(0) .
o Selon [b], Ag,—1(0) = —As, 1(1—0) = —Agn,l( ) d apres ci-dessus donc Vn > 2, As,—1(0)=0.

n
) c . .
d) o Montrons, par récurrence sur n, que A,(X) = Z ” kX" . c’est clair pour n = 0, et si c’est

vrai pour n, alors A; (X)) = X) = Z c" ka donc A, 11(X) = > (]:’IT),X’“H + Cpqq car
k=0 :
nt1
¢nt+1 = An+1(0). Ceci donne bien A, 1(X) = > CL?%’“X’“.
k=0 '
n+1c n ¢
o L'égalité A, 4+1(1) = Ap41(0) donne alors > L‘,’;l,_—k =0soitVn>1, 7’“]{' =0.
= ! = (n+1—Fk)!
n+1
e) On ¢g = Ap(0) = 1 et, pour n > 1, ¢, = — > 6"'1271,’“ donc, suivant [II.A.2], et par récurrence
k=2

immédiate, Vn € N, ¢, = a,, .

II1.A.2) Fonction génératrice

n n a"I’L n
a) Pour t € [~1,1], |A,(t)z"| = I;O‘“;T;ktk 2" < (kgo k ) 2" < (;;o’w' " < elz|" selon
[II.A.2]. Or Y |z|™ converge si |z| < 1 donc sit € [-1,1] et \z| < lalors . A,(t)z" converge .
neN neN
b) o up @t An(t) 2" est de classe C1 sur [0,1] avec ul,(t) = {?’L_l(t) = > 1, pour z tel que
sin=
|z| < 1fixé lasérie Y u, converge simplement sur [0, 1] selon [a] et Vn > 1, Hu’nH([il] <elz|™ donc > ul,
neN neN

converge normalement sur [0, 1]. Le théoréme de dérivation terme & terme permet de conclure et comme

i Ap1(t) 2" =2 i An(t) 2™, t — f(t,z) est de classe C! sur [0,1] et Vt € [0,1], %(t,z) =z f(t,2) .

o La fonction ci- dessus ebt donc solution de I’équation différentielle ¢y = zy donc vt € [0,1], f(t,z) =

zt

£(0,2)e*. Or £(0,2) = Zan = p(z) done it € [0,1] et 0 < |2 < Talors 3 An(t) 2" = 27
n=0

¢) © ERREUR D’ENONCE: lire z € C* et |z| < 27.
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IIT.A.3) Variations des polynomes de Bernoulli

II1.B -

e*/2 41

z/2
Pour 0 < |z] < 2m, onae® —1 # 0 et ézze_/l t e = Z(ez/Q—l) (75 1) On a donc bien
. 2/2 z/2
si0<[z] <2m, & 1+e—1 26’2/271.
I & z/2 z/2
Ainsi selon [b], 0 1 An<l> n_ ze _ __Z 9 (g)_ _
o Ainsi selon [b], pour 0 < |z| < nZ::O 5) 2 g ] =1 ¢ (5 v(z)

2;::0 an (%)n —

unicité du développement en série entiere en 0, ceci donne Yn € N, A, (

[ee]
> anz™.
n=0

Cette égalité est notamment vraie pour z €]0,1[ et aussi pour z = 0. par

1_1 —1) G -

%) - (2”

a) Montrons par récurrence sur p que, pour tout p € N*, on a les tableaux de variations suivants:

0 oy 1/2 Py 1 z |0 asp 1/2 Py 1
Aya(@)| > 0 o 0 7 Agyi(2)| 07 \o\ 0
z |0 s  1/2 By 1 z |0 s 12 By 1
Ayla) | .0 7 \o\ Aupia(2) | 0 fof N

Pour p = 1, le tableau de de variations de A5 est bien comme indiqué avec ag = %— 2—\1/3 et B = %4— ﬁ,
puis, comme A5 = Ay et A3(1/2) = ag = 0, le tableau de variations de As est celui voulu. On en déduit,

puisque A, = Az que A4 croit sur [0, %} donc Ay (%) = (2% — 1) > a4 ce qui donne a4 < 0 < Ay (%)

et donc, grace a sa stricte monotonie, A4 a une unique racine ay € }0, % [ De méme, puisque A4(1) = ay,
Ay décroit sur [%, 1} et a une unique racine B4 € }%, 1 [ On a donc le tableau voulu pour Ay et donc
= A5(1) = A5 (1/2) = 0.

Si le résultat est vrai pour p, du tableau de Ayp41, on déduit le signe de A, ,, qui donne la décroissance

celui de A5 en sachant que As(0)

stricte de Agpto sur [O, %} et sa croissance stricte sur [%, 1} et, comme pour A, ceci donne, puisque

27}71 —1<0, Agpto (%) < 0 < a4py2 donc Agp4o s’annule une fois et une seule dans chaque intervalle

}0,%[6’5}%,1

Aypys s'annule en 0,
bien ceux attendus.

[. On en déduit le signe de A4p42 donc les variations de A4p43, puis son signe sachant que
5 et 1. Les tableaux de variations de A4pi4 et Aypis s’obtiennent de méme et sont

L [ (3)] -

b) o D’apres les tablaux ci-dessus HAgnH[O A

Max( (%)D mais, pour n >
(1 ke o] < o] o > 1, Vo € 01, [Asne)] < ]

o Puisque Agp11(1 — ) = —As,q1(z), on a HA2n+1H 041 HA ontl || [0.1/2] Mais si z € [0, %}7
|A2n+1(ac)‘ = |A2n+1(0) +wa Agy(t) dt’ = Uo Aoy (t dt‘ < xHAQnHOO car as,i1 = 0 sin > 1. Ainsi
Vn > 1, Ve € [0,1], [Agns(a)| < 122

Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

II1.B.1) a) Montrons par récurrence sur ¢ € N (il est plus simple de partir de 0) que

0=

j=1

4@ 0]+ e [ Ao
0

0
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Pour ¢ = 0, la formule se réduit a f(1) — fo f'(t) dt qui est vraie et si celle est vraie pour g,
comme, par intégration par parties,

1 1 1 1
| arenwa= [ 4,08 00 d = 4010 00)] - [ 4m@re 0,
0 0 0 0
on obtient celle pour ¢ + 1.

b) Puisque A;(0) = —A;1(1) = —% et pour k > 1, Agp(1l) = A2,(0) et Agpy1(1) = Agr11(0) = 0, on en
déduit, pour tout p > 0,

p 1
£~ F0) = 5 (£/(1) + )= Yo (1w - 140 - | Annoferar

II1.B.2) ¢ En appliquant & f;(¢t) = f(k +t), on obtient

(F/(k 1)+ F/(8)) = 3 any (£ (k1) — £ / A1 ()@t + ) dt

N)M—l

flk+1) = f(k) =

k+1

(
(F/ e+ 1)+ 5 0) = i (S# (1) = OV R) = | A5 (0 f O 1)

l\')\»—l

P
>
j=1
P

>
j=1
donc, en sommant entre n et IV, par télescopage,

N+1

FINFD)=f(n) = Y ' (k)+ ;(f (N+1)— Z S (P N+ = () - / Ay () FEP 2 (1) dt

n

et, selon les hypotheses, d’une part, Vj, f(j)(N + 1) —— 0 et d’autre part, en notant € est le signe
N—+o00

constant de fP2) sur [n, 00|, Vt € [n,+oo[, |43, (t) fCPT2(1)] < ||A2p+1|| [0.1]

r

ce qui montre l'intégrabilité de f2P*2) donc de A§p+1f(2p+2) sur [n,+oo[. En écrivant

e fCPH2 (1), avec

frt2) (t)‘ dt = 6/1 FEPE () dt = fFRPHD () — fRPHD(p) sy — 2Pt ()

T—+o0

N P N+1
Zf’(k)=f<N+1>—f<n>—§(f’<N+1>—f’(n>)+Zazj(f< (N4 =) )+ [ Az, ()7 (1) at
k=n j=1 n

ceci montre la convergence de Y f/(k) et donne, & la limite,
k>n

—+o00 1 p ) —+o00
DS R = F = F)+ 5 f (n) = D az; F (n) + / Ay (O (1) dt
k=n j=1 n

—+oo
o L’inégalité vue plus haut donne

+oo
A§p+1(t)f(2p+2)(t) dt’ < HA2p+1H£;1] € / fePE () dt =
—€||Azpt1 ||LOO’1] FEPHY(n) donc , avec le résultat de [A.3.b] , et vu que le signe du majorant est positif,

+oo . a
[ s al < o)

II1.B.3) En appliquant la formule ci-dessus a f(z) = =T aurang p — 1, ce qui est légitime car, comme

1
(1—-a)z*~
on a vu au [ILB.1], f est de classe C™ sur tout [n,+oo] pour n € N*, f < 0, Vn € N* Vo €
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R, f)(z) = (—1)”*1% du signe de (—1)""' et Vn € N, f(®)(z) —— 0, on obtient

T—r+00
+ee * 2p) 1
/ Az, ()PP () dt =0 (n2p+("_1> .

IV - Complément sur ’erreur

IV.A - Encadrement de ’erreur
IV.A.1)Si n = 1 mod 4 alors selon [III.A.3.a], A, < 0 sur [O,l} et A, > 0 sur [%,1}. Donc, I'inégalité

2
Yt € [O, %} , 9(t) <y (%) implique V¢ € [O, %} At ) ( Y=g (%) A, (t). De méme, Vt € {%, 1} , g(t) =
g (%) impliue vt € [§,1], 4 )= g (%) - Ona done t € [0,1], An(t)g(t) > g (§) An(®)
0 car n > 1. Le cas n = 3 mod 4 se traite de méme et on

1 1 1
donc / A (B)g(t) dt > g (2> / A () dt =
0 0
1
peut résumer en Vp € N, (—1)p/ Aogpia(t)g(t)dt >0 .
0

IV.A.2) ¢ Par définition (vue au [II.B.2]) et d’apres [II1.B.3], on a pour p > 1,

Bsp = S10) ~ Bafa) = ) + 5700 = a0 = 5(a) — [ Aa05 % 1)

+o0 +o0o k+1 +oo
o / Azpr (O F D () dt = 3 / ALY / Azpr ()PP (¢ + k) di et en
n k=n
posant, pour t € [0,1], gr(t) = fP+2(t + k), on a g (t) = f(2p+3) (t + k) > 0 (voir [IIL.B.3]) donc on
peut appliquer [1] et on obtient que Vk > fol Agpy1(8) fPPH2) (¢t + k) dt est du signe de (—1)? et donc

S(a)— S, 2p st également du signe de (— )p.
Ceci donne donc Sn74p < S(a) € S, Apt2 €t S, ap < S(a) < Spap-2 -

o Donc 0 < $(a) = Snap < Snaprz = Snap = ~aps2f P (1) doit | $(2) = S gy < |agps2f ()|
et —a4pf(4p) (n) = Nn,4p — §n,4p,2 < S(a) — S, ap—2 < 0 d’ou ‘S — S, ap—2| < |a4 f(4p)(n)|. On a
donc traité le cas ¢ =2p et ¢ =2p — 1, donc Vg > 1, |S(a) — Sn’gq ’a2q+2f(2q+2)( )‘

IV.A.3)On a donc ‘S(a) — 5100,4‘ < agf®(100)]. Or fO)(z) = (—1)53 XAX5X6xT _ _TXx g! (voir

8 2x
[IIL.B.3]) donc ’S(a) - 5100,4’ < 1510716 < 10717

IV.B - §éries de Fourier N
IV.B.1) A,(z + 27) = A4, (% +1- [(% + 1}) = A, (% - [(%D = Ay(x) car V4, [t+1] =[t] + 1.

Va € [0, 2n], /Nlp(z) =4, % qui se prolonge en une fonction continue sur [0, 2] donc, vue la périodicité,

A, € CMa(R,R) .

IV.B.2) ERREUR D'BENONCE: lire A,(z) au lieu de A,(t) dans Uintégrande.

En posant z = 27 ¢, on a déja A / Ap( e~ 2™t qt. Sin = 0, on a donc A / Ap(u)dt =0
—217rnt

car p > 1. Sin # 0, on peut écrire A »(n) = / Ap(u) fPTD(#)dt en prenant f(t) = 7+1 de
0 (—2imn)?
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fagon & utiliser la formule du [ITL.B.1]. Comme A;(1) = A;(0) pour j = 2 et fU)(1) = fU)(0) pour tout

J, il vient
- Ai(1) — Ai(0)
Ay(n) = (=1)P |0 — (—1)2 22—
P .~ 1
soit A,(0) =0 et Vn € Z*, Ay(n) = — Ginn)
IV.B.3) Comme au [1], la restriction de ﬁ a [0, 27| se prolonge en une fonction de classe C* sur [0, 27, donc

A est de classe C*° par morceaux sur R. De plus, la valeur en 271' de ce prolongement est A,(1) donc,

sip>2, A, est continue sur R tandis que si p = 1, 4;(07) = -3 L et A (07) = %
Les theoremes de Dirichlet et de connvergence normale des berleb de Fourier donnent donc

si p =1, la série de Fourier de A1 converge simplement vers A1 sur R\ 27.Z, vers 0 sur 27w.Z .

{ si p > 2. la série de Fourier de A converge normalement vers A sur R ;

+oo 1

IV.B.4) Pour p > 1, on a donc Vx € R, Azp()_— —
n=1 (2i7n)*

[e"® 4 7] et Agy(0) = Agp(0) = agy ce qui

(Lptt
donne ag), = 2517 S(2p) .
IV.C- Comportement de ’erreur
a--(a+2p—2 a-(a+2p—2)(a+2p—1)(a+2
IV.C.1) Pourp > 1 onaf(Qp)( ) =— £Q+2p_li ) f(2p+2)( )= — ( D nis-Zp—&-lp ) P) =
(a+2p — 1)(a+2p) 1o azp2f PP (n) | _ (a+2p —1)(a +2p) S(2p +2)
2 fEP)(n) et, avec [B.4], asy f(2p (n) - An?nZ S(2p) .
agpyaf P12 (n)
IV.C.2) ¢ L’encadrement du [I.A.3] montre que S(o) —— 1 donc, & n fixé, |—£ D) +0o0 et,
a—r—+00 a2pf P (n) p—r+0o0
(2p+2)
notamment, il existe pg tel que Vp > po, %ﬂ(n) > 1 et donc dans I’écriture
agy [P (n)
» n—1 1
Sn,?p: 77.]0( ZQQ fzj)

la derniére somme est somme partielle d’une série (alternée) grossierement divergente.

On en conclut que n étant fixé, la suite (§n72p) ne converge pas vers S(a) quand p tend vers + oo .
1

=

o ERREUR D’ENONCE: ( doit-on) est mal venu qui suggére une condition nécessaire alors qu’il s’agit d’une
condition suffisante.

On choisit p et n pour que la majorant obtenu au [A.2] soit le plus petit possible. C’est la méthode de
sommation au plus petit terme que Poincaré appelait ”méthode des astronomes”.



