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I. Produit de convolution

A. Généralités

1)

2%)

a) Si f € LY(R) et g € Cp(R) alors, & x fixé, la fonction ¢, : t — f(t)g(x—t) est continue et majorée en
module par Papplication intégrable t —|| g || -|f(¢)| : Vexpression (f * g)(z) a donc un sens et, pour tout

z€R, ona |[(fxg)(@)| <llgll -/le(t)ldt, soit || f * glloe <IIfll1 - llglloo-

1
b) Observons que Vt € R, |, ()] < §(|f(t)|2+|g(m—t)|2). Si f et g appartiennent & L?(R), alors t — g(z—t)

est de carré intégrable car un changement de variable affine conserve 'intégrabilité, et il en résulte que (f*g)(x)
est & nouveau bien défini. De plus, d’aprés I'inégalité de Schwarz,

Vz € R, |(f *g)(x /|f |2dt></|ga? t)|? dt,
soit || f* glleo <[ fll2 - 19 ]l2-

Par le changement de variable affine, u = x—t, on obtient directement (f * g)( / fl@—u)g(u) du, ce qui
conduit & I'égalité fxg=g= f dés que fxg est bien défini.

En supposant f et g a support compact, il existe A > 0 et B > 0 tels que f et g soient nulles en dehors

e [—A, A] et [-B, B] respectivement. Si |z| > A+ B alors, par inégalité triangulaire, pour tout ¢t € R, on a
soit |t| > A, soit |z —t| > B, donc dans tous les cas f(t)g(z—¢) = 0 : Papplication f g est donc a support
compact inclus dans [-A — B, A+ B].

B. Produit de convolution de deux éléments de L?*(R)

1)

2%)

3%)

L’application h est uniformément continue si et seulement si

Ve>0, In>0/ Va,yeR, |z—yl<n= |h(z)-h(y)|<e
ou, de maniére équivalente, si et seulement si Ve > 0, In > 0/ Vz € R, Ya € [-n,7], |h(z—a) — h(z)| < ¢,
c’est-a-dire ||Ty(h) — h||eo < € pour tout a € [—n,n].

h est donc uniformément continue si et seulement si lin%] || To(h) — h]|leo= 0.
a—
Ve € R, To(fxg)(x) = (frg)(z—a) = (g% f)(z—a) = /Rg(t)f(x—a—t) dt, soit To(f*g) = g*Ta(f) = Ta(f)*g-

Pour tout z réel, To(f * g)(z) — (f x g)(z) = /]R (f(t—a) — f(t))g(z—t) dt. Les fonctions t — f(t—a) — f(t)

et t — g(xr—t) étant de carré intégrable, I'inégalité de Schwarz donne alors

/ . /
17 2 9)@) = (Fr @) < ([ 1rt=a) = 10F) " x ([ lata—0P ) ",
soit
Ve eR,  |Tu(f*9)(z) - (fx9)(@)] <[Ta(f) = Fll2 x[Igll2;
ce qui conduit & Uinégalité || To(f *9) — f * glloo < Ta(f) = fll2 X Il g]l2-

Si f est continue & support compact, alors elle est uniformément continue sur R (c’est une conséquence facile
du théoréme de Heine en se plagant sur un compact du type [-A — 1, A+ 1], ou [—A, A] contient le support

de f).
D’aprés le I1.B.1%), on a alors lirrb | To(f) — flloo= 0. Or, avec les notations précédentes, / |T.(f) — f|* =
a—r R

At
|f(z—a) — f(x)|* et cette quantité est majorée par (24 + 2) ||T.(f) — flI%, dés que |a| < 1. Par suite,
—A—a

lin%) | To(f) — fll2=0 d’ou, en utilisant I1.B.3°), lin}] | To(f *xg) — f * gllco= 0, ce qui traduit bien I'uniforme
a— a—

continuité de f *g.



5°)

Remarquons que I’ensemble des fonctions & support compact de L?(R) est dense dans L?(R) muni de la norme
| . |]2- En effet, si f € L?(R) et si € est un réel strictement positif donné, on peut trouver A4 > 0 tel que

— +00 B
/ |f]? +/ |f|? < 2. Posons M = sup{|f(z)|, = € [-A, A]} et appelons f I'application définie par
—o0 A

2 2

: € €
fo) = fl@) s [—A- S as Sl f@) = 0 sw R\[-4, 4]
et prolongée par continuité de maniére affine sur R. Alors, || f—f /oo < 2M d’ou || f—f|2 < 2 2M2 X4M? = 42,

ce qui montre bien que toute fonction f de L?(R) peut étre approchée d’aussi prés qu’on veut par une fonction
f de L2(R) a support compact.
Avec les notations précédentes,

ITa(f) = Fll: S NTalf) = TalHlle + 1 Ta() = Fll2 +11F = fll2-

Or | To(f)=Talf)ll2=1f=Fll2 < 2¢ et, daprésle 1.B.4%), || T (f)—f|l2 peut étre rendu inférieur a & pourvu
que «a soit suffisamment petit. On a alors || To(f *g) — f * g lloo < 52 || g|l2 (toujours pour « suffisamment
petit), ce qui établit que f % g est uniformément continue dans le cas général.

C. Continuité, dérivabilité, séries de Fourier

1)

a) Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un parameétre.
Soit h la fonction numérique définie par V(z, t) € R?, h(z, t) = f(t)g(z—t).

— A z fixé, application t — h(z, t) est continue par morceaux et intégrable sur R;

—a t fixé, Papplication = — h(z, t) est continue sur R;

~ (hypothese de domination) V(z, t) € R?, |h(z, t)| <||glle -|f()| avec |f| intégrable sur R.

On peut alors conclure que f * g est continue sur R.

b) Reprenons la définition de l'uniforme continuité :

YVe>0, Ip>0 / VYu,veR, lu—v] <n = |g(u) —g(v)| <e.

<
En particulier, si |[z—y| <7, alors Vt € R, |g(z—t) —g(y—1t)| <&, d’ou

(f+9)@) — (f+9) |</|f edt = |[flle,

ce qui traduit 'uniforme continuité de f *g.

Vérifions & présent les hypothéses du théoréme de Leibniz itéré sur la dérivabilité des intégrales dépendant d’un

parameétre. Avec les notations du I.C.1°),

OPh

oxP
X ) —— OPh .

—a t fixé, Papplication z — ——(z, t) est continue sur R;

OxP
‘ Ph
— (hypothése de domination) V(z, t) € R2, |%(m, 1] <19 |loo -|f(t)| avec |f] intégrable sur R.
z

—a x fixé, les applications t —s — (x, t) = f(t)g® (z—t) est continue par morceaux et intégrable sur R pour

tout p € [0, k];

Le théoréme de Leibniz garantit alors que f x g est de classe C* et de plus

Vke[0,p], VzeR, (fxg)? /f t)g® (z—1).

a) Le théoréme s’énonce de la maniére suivante : si f est une fonction continue, 27-périodique et de classe C!
par morceaux, alors la série de Fourier de f converge uniformément sur R et sa somme est égale & f.

b)- Si g est 2w-périodique, alors Vo € R, (f *g)(z+27) = (9 * f)(z+27) = (g * f)(x) par un simple report
dans l'intégrale, donc f % g est également 27-périodique.

— De plus, toute fonction 27-périodique continue étant bornée sur R, le I.C.1%) nous indique que f * g est
continue. En outre, f * g est méme de classe C! en vertu du I.C.2°).
D’aprés le théoréme rappelé au a), f*g est somme de sa série de Fourier sur R et la limite est méme uniforme.

— Enfin, le n-iéme coefficient de Fourier ¢, (f *xg) (avec n € Z) est donné par

en(fxg) = % Ogﬂ(/R f(t)g(:c—t)dt)e—"”“”dx.



Or lapplication F : (z,t) — %f(t)g(m—t)e_"m satisfait les hypothéses du théoréme de Fubini sur les
intégrales doubles. En effet,

- F est continue sur [0, 27] X R;

-a x fixé, t — F(z, t)dt est intégrable sur R;

- Papplication = — / F(z, t)dt est continue par morceaux et intégrable sur [0, 2x].
R

On a donc ¢, (f *g) = // F(z, t)dtdx.
0,27] xR

2m

De plus, comme & t € R fixé, © — F(z, t) est intégrable sur [0, 27], que (facilement) t — / F(z,t)dx est
0

2m

continue et que Vt € R, F(z,t) da:‘ <9 lloo -|f(t)], le théoréme de Fubini s’applique aussi en changeant

l’ordre des intégrations, d’ou

co(fxg) = /R (% OQFf(t)g(m—t)e_i”w dx) dt = /R (f(t)e_i"t.217r/02ﬂg(x—t)e_m(w_t) da:) dt.

27
Or, par changement de variable affine (et 27-périodicité de g), 2—/ gz —t) e ™= dz = ¢,(g), ce qui
TJo

conduit & la formule

n(f * ) /f e "Mt dt x cu(g).

D. Approximation de 1’unité

1)

Soit z un réel fixé et a un réel strictement positif donné. Pour tout n € N,

(f 02) (@) = () = (60 f)(a) / b ~ i) d.

La continuité de f au point z garantit l’existence de ¢ > 0 tel que V¢ € [—¢, €], |f(z—t) — f(z)|] < a. Par
inégalité triangulaire et positivité de l'intégrale, on a alors

—£ g

|[(f % dn)(2) = f(z)] < on(t)f(x—=t) = f(z)|dt + /

— 00 —£

+oo
abu()dt + [ 8,(01f(a=0) - )]t

—& —& —E&

Or On (&) f(z—t) — f(z)|dt < 2| flloo dn(t) dt, d’onr nllg-loo On(t)|f(z—t)— f(z)| dt = 0 en utilisant

“+oo
la définition d’une appromimation de I'unité. De méme, lirf / On(t)|f(z—t) — f(x)|dt = 0 et on peut donc
n—-—+0oo e

£

trouver o € N tel que Vi > ng, |(f % 6,)(x) — f(z)] < 2a+ / ab,(t)dt, d'on |(f *0,)(2) - f(@)] < 3a

—&

vu que 4, est positive et que / 6, = 1.
R

Ceci montre, qu’a z fixé, la suite de terme général (f x d,)(x) converge vers f(z), ce qui traduit bien la
convergence simple de la suite de fonctions (f * 0, )nen vers f.

Si f est continue & support compact, alors f est uniformément continue sur R. En particulier, o étant a
nouveau un réel strictement positif donné, il existe € > 0 tel que Vz € R, Vt € [—¢, €], |f(z—t) — f(2)] < a.
La suite du raisonnement est ensuite identique a celui du I.D.1°) : il existe ng € N tel que Vn > ngy, Vz € R,
|(f *0,)(z) — f(z)] < 3a, mais le caractére uniforme de e par rapport a la variable 2 montre que la suite de
fonctions (f * d,)nen converge cette fois uniformément vers f.

a) Pour tout n € N, la fonction h, est clairement positive, & support compact et continue par morceaux (et
meéme continue si n > 1).

Deplus,/ n( / (1—¢t*)"dt =1,
R >\

Montrons que si € est un réel strictement positif donné (avec ¢ < 1 sinon ce qui suit est trivial), alors
—&

li h,(t)dt = 0.

Wi (=0

Une minoration évidente fournit déja A, > (1 —¢).(1 — &2)™ et il en résulte que

1 /1—t*\n
viel-1 - 0l < 7—(;75) -



La suite de fonctions (hy)nen converge donc simplement vers la fonction nulle sur [—1, —¢[ et, |h,| étant ma-

jorée par la fonction constante égale a 1 intégrable sur cet intervalle, on déduit du théoréme de convergence
—€

—£ —£

dominée que lim hy(t)dt = 0. Enfin, h, étant nulle sur |—oc, —1[, on a bien lim hyp(t)dt = 0.

n—+oo [ 4 n—+oo J
+oo
On procéderait de méme avec / hn(t) dt, ce qui montre que (hy)nen est une approximation de 'unité.
—&

o0

11
b)- Si f est continue & support compact inclus dans [— 3 5}, alors f x h,, est continue & support compact

_ 1 1 337 . ) ) .
inclus dans [—5 -1, 3 + 1] = [—5, 5] d’apreés les questions I.C.1°) et 1.A.3°).
11 1 Y2 o .
“Deplus, Ve € [~ 2 o], (Frha)@) = (hax @) = o [ FO(1—(@-1)?)"dt (vuque 2~ appartient
2° 2 An —1/2
11 .
a [~1, 1] pour tous z,t € [— 3 i] ). En développant (1 — (z —t)?)" selon les puissances de =, il est clair que

11
(f * hy)(z) s’exprime comme un polynéme en z sur 'intervalle [— 3 5]

1 1
c)— Soit f une fonction & valeurs complexes continue sur un segment [a, b] de R avec —5 <a<b< 3 On

1 1](
5 3 par un

1 1 -
simple prolongement affine entre —5 et a, et entre b et 5) Cette nouvelle fonction f satisfait les hypothéses

peut alors prolonger f sur R en une fonction continue f & support compact inclus dans [

du I.D. donc (f xhp)nen est une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f sur R donc
vers f sur [a, b].

— Enfin, si a et b sont quelconques, on se rameéne au cas précédent par une transformation affine sur la variable
en remarquant que si 6 est une fonction affine non constante, (g,)nen converge uniformément vers g sur un

intervalle I siet seulement si (gn06)n en converge uniformément vers gof sur 6=1(I) et que P est polynomiale
sur I si et seulement si P of est polynomiale sur 6 1(I).

Le théoréme de Weierstrass s’ensuit alors dans sa généralité.

4°) Sl existait une fonction g € Cy(R) telle que Vf € L*(R), f*g = f, on aurait en particulier Vn € N, §,xg = d,,.

Or la suite de fonctions (6n * g)neN converge simplement vers g d’aprés I.D.1°) alors que la suite de fonctions

1

(02) nen ne saurait converger simplement vu que h,,(0) = o et qu’on a ligl A = 0 (en majorant par exemple
n n——+oo

(1 —t%)" par (1—|t|)® dans l'intégrale).

En conclusion, il n’existe pas de fonction g € Cyp(R) telle que Vf € L*(R), fxg= f.

I1. Transformée de Fourier

Partie A.

Vérifions a nouveau les hypothéses du théoréme de continuité pour les intégrales dépendant d’un parameétre.
Soit A la fonction numérique définie par V(z, t) € R2, h(z, t) = f(t)e’* .

— A 2 fixé, I'application ¢ — h(z, t) est continue par morceaux et intégrable sur R;

—a t fixé, Papplication © — h(x, t) est continue sur R;

~ (hypothese de domination) V(z, t) € R?, |h(z, t)] < |f(t)| avec |f| intégrable sur R.

La transformée de Fourier f de f est donc continue sur R.

— Enfin, Vz € R, |f(z)| < / |f(t)|dt donc f est bornée sur R.
R

B. Transformée de Fourier d’un produit de convolution

1°) a)- f et g étant continues et intégrables avec g bornée, le I.C.1°)a) montre que f * g est continue. Une
fonction étant intégrable si et seulement si son module Pest, |f| *|g| a un sens et, de maniére immédiate,
|f *g] <|f|*lg|, Vapplication |f|=|g| étant également continue sur R.

Il en ressort que, pour tout A € RT,

[ ired@ar < [ ane@ar = [ ([ iouse-nia) o

— o



La fonction (z,t) — |f(t)|.]g(x —t)| étant continue et positive sur D = [—A, A] x R, lintégrale double

|f(t)|.|g(ac—t)| dtdz est bien définie et est donnée par l’expression ci-dessus.

Comme t —> / t)]-lg(x —t)| dz est elle-méme continue sur R, le théoréme de Fubini pour les fonctions

A
positives entraine que / |f(®)]-]g(z—t)|dt dz vaut aussi / (/ [f()].|g(z—1)]| da:) dt¢, d’ou
D —A

R

A(/Zlf(t)|.|g(z—t)|dx)dt - /R|f(t)|(/1| (e—0)|dr) d /|f / |(y)|dy)dt

A—t A
Or / 9@ dy <|lgllr, ce qui montre que / I + g|(x) dz est majorée par la constante || £|li x [lgll et,
—A—t —A

par conséquent, que f x g est intégrable sur R.

— Appliquons & nouveau le théoréme de Fubini, cette fois pour les fonctions sans valeurs absolues.
L’application (z, t) — f(t)g(z—t) est continue sur R x R, de méme que z — / f(t)g(z—t)dt. Comme
R

f * g est intégrable sur R, on peut écrire

/(f*g) /RXRf g(z—t)dt da.

De plus, t — / f)g(z—t)dz = f(t)/ g(y) dy est continue et intégrable sur R donc, d’aprés le théoréme
R

R
de Fubini,

[ Geo@as = [ (s0.[ away)ar =[x [

b) z désignant un réel fixé, les applications f et ¢ deéfinies par

VLER,  f(t) = f(e et g(t) = g(t)e ™
sont continues et intégrables sur R et § est bornée. D’aprés le a), / fxg= / fx / g
R R

R
: / ) dt = f(x), / 3(t) dt = §(z) et
R R

[ Fri = [ ([ o tg@=-ne o0 ag)ar = [ (7@ ay = Fryfa.

Par suite, m = f X g.

2°) Un contre-exemple

Soit f l’application paire, nulle sur [0, 2] et définie sur chaque intervalle de la forme [n, n+1] (avec n entier
tel que n > 2) par :

1 2 3
fn) =0, Vie [n+$,n+ﬁ], ) =n, Ve [n+$,n+1, F(t) = o,

L . 1 2 3
et prolongée par continuité de maniére affine entre n et n + — ainsi qu’entre n + — et n+ —-
n n n

Alors f est continue par construction et est de plus intégrable sur R étant donné qu’elle est positive, paire et

n+1 2
que Vn > 2, / f(t)dt = —, terme général d’une série convergente.
n
n

1 2
En prenant g = f, la quantité (fxg)(0) n’est toutefois pas définie. En effet, f(t)g(—t) = n? sur [n-l-—g, n+—
n n
n+1

1
donc ft)g(=t)dt > — x n? = =, terme général d’une serie divergente, ce qui montre que Iapplication
n n

positiven t — f(t)g(—t) n’est pas intégrable sur [2, +oo[, donc que (f *g¢)(0) n’est pas défini.

C. Sinus cardinal

o ACT 7. " |t| —izt " —izt "t —izt Ot —ixt : N

1°) Par définition, k,(z) = / (1 - —)e dt = / e "t dt —/ —e "t +/ —e "t dt soit, aprés
“n n n 0 n _an

transformation par changement de variable t := —t dans la derniére intégrale :



2°)

3°)

~ n . 2 n
kn(z) = / e~ @tdt — 7/ tcos(xt) dt.
-n nJo
—Si z # 0, une intégration par parties fournit
I;'n(m) =

2sin(nz)  2nsin(nz)

" — — (1= cos(nz)),

- nx
expression qui se simplifie en k,(z) = ngo(T)

~Si 2 =0, un calcul direct donne k,(0) = n = n@(0), ce qui peut servir a controler le calcul ci-dessus étant
donné que la fonction k, doit étre continue d’apreés le II.A.

1
L’application ¢ est continue donc localement intégrable sur R. De plus, ¢(z) = O+Oo(—2), avec T — —;
x x

intégrable au voisinage de +00. Comme ¢ est de plus paire, on en déduit qu’elle est intégrable sur R.

— Pour tout n > 1, 'application K, est continue et intégrable sur R et, par changement de variables :

n ne 1
/Kn(ac)dx = 5 w(?) dz = f/ p(y)dy = 1.
R T JR ™ Jr

De méme, si € est un réel strictement positif donné,

Foo n [T nz 1 [toe
Kn@de = o= [ o) e = = [ pt)ay
= n

- 2n T Jne/2
. . ne
qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o vu que lim — = +oo.
n—+oco 2
—&
On procéde de méme pour K,(z)dz, ce qui montre que (K,),>1 est une approximation de 'unité.

— o0

D. Inversion de Fourier

1)

2%)

N

Observons pour commencer que, f étant continue, I,(¢) a bien un sens en tant qu’intégrale de Riemann sur le
segment [—n, n] et on a

1 . )
) = 5= [ k@ ([ 1@ ay)eeaa.
27
L’application (z, y) +— ky(z)f(y)e®* ¥t étant continue, ainsi que z — ky( / f(y)e™¥ dy —ite e
théoréme de Fubini montre que
1
L0 = o [ ([ m@rwe ) ae = o [ k@ rwe ayde.
2r Jr MR RxR
De méme, y —> / ko (2) f(y)e* =8 dz = / ky(2)e® =1 dz est continue (en appliquant comme on I’a
R

déja fait le théoréme de continuité des intégrales dependant d’un parameétre) et est de plus intégrable sur R du

/ ky ()€ =0 dm‘ < / kn = n.
R R

Le théoréme de Fubini s’applique une fois de plus et on peut écrire, en échangeant ’ordre des intégrations :
/ fly / e d:v) dy,
1

L,(t) = by Rf(y)/’fcn(t—y)dy = (f*Ky)(t).

fait f est intégrable et que

soit finalement

— La suite (K,)n3»1 étant une approximation de l'unité, le I.D.1°) assure, qu’a ¢ fixé, hm (f*K )(t) = f(¢).

1
— Par ailleurs, la suite de fonctions continues (j,),>1 définies par Vo € R, j,(z) = Tkn(x)f(—w)e’m converge
m

1 . )
simplement vers la fonction (continue elle aussi) j : z +— Q—f(—m)e_”m et on a I’hypothése de domination
T

1 . ~
Vn e N*, Vz € R, |jn(z)] < —|f(—ac)| avec f intégrable sur R. D’aprés le théoréme de convergence dominée, il

n—-+oo

. 1 L
vient lim I, ( / f(—z)e ™ dz, soit encore lim I,(t) = —/ f(z)e™™ dz al’aide du changement
Qﬂ- n—-+co 21 R
de variables z :

Par unicité de la limite, on peut donc conclure sur la formule d’inversion de Fourier f(t) = — / f(z)e da.



II1.

Convolution et dimension finie

Partie A.

1)

3%)

*

L’application ¢ qui, & toute fonction g de Cy(R) associe g, est clairement linéaire de L'(R) dans (L'(R))

Montrons que ¢ est injective : pour cela, il suffit de prouver que son noyau est réduit a {0}, c’est-a-dire que si
g est un élément de Cy(R) tel que Vf € L' (R), ¢,(f) =0, alors g est la fonction nulle.

Soit A un réel positif donné et f, Papplication continue & support compact définie par

— 1 1
falt) = 900 sur [FAAL fat) = 0 s R\[—A— - A+ 2]
et prolongée par continuité de maniére affine sur [— A— l, A] et [A, A+ l]
n n

De fagon immédiate, la suite de fonctions (f,) . définies par V¢ € R, f,(t) = fa(t)g(—t) converge simplement
vers la fonction continue par morceaux f donnée par

f@t) = |g(=t)]> sur [—A,A] et f(t) = 0 sinon.

On a de plus 'hypothése de domination Vn € N*, Vt € R, | fn(t)| < h(t), ot h est la fonction continue par
morceaux et intégrable définie par

ht) =|lgl> sur [-A—1, A+1] et h(t) = 0 sinon.

A
D’aprés le théoréme de convergence dominée, il vient alors lim fa(t)g(=t)dt = / lg(—t)|? dt.
R —A

n—+00
A
Or, Vn € N*, /fn(t)g(—t) dt =0, dout / lg(—t)|> dt = 0. L’application t — |g(—t)|> étant continue et
R —A

positive sur [—A, A], on a donc Vt € [-A4, A], g(—t) =0, et comme A a été choisi arbitrairement, g est bien
I’application nulle.

L’injectivité (et la linéarité) de ¢ permettent alors de conclure que (gi,ga2,-..,9p) est libre si et seulement si
(01> @Paas---+0g,) est libre.

— Si le rang de la famille (f,)nen est fini alors, sans nuire a la généralité, on peut supposer que la famille
(fo, f1,-- -, fp—1) est libre et que tous les f, avec m > p sont combinaisons linéaires de fo, f1,...,fp—1. Il en

p—1
résulte que K = (] Ker f.
k=0
Or Ker fi est le noyau d’une forme linéaire non nulle donc posséde un supplémentaire Gy dans E de dimen-
p—1
sion 1. Par suite, ( N Ker fk) + (Go +G1+--- —f—Gp,l) = FE, ce qui montre déja que K est de codimension
k=0

finie inférieure ou égale a p.

Si la codimension de K était strictement inférieure & p, il existerait un premier entier ¢ < p—1 tel que

g—1

dim (Go+ Gy + -+ Gy—1) =q et G4 C (Go+G1+ -+ Gy_1) et on aurait aussi () Ker fr, C Ker f,. En
k=0

notant u; un vecteur directeur de G, la famille (ug,u1,...,u4_1) serait libre et, comme (fo, f1,..., fy—1) lest

également (dans 'espace dual E*), la matrice (f; (ui))oq j<q_1 Serait inversible, d’ou lexistence d'un vecteur

colonne X =*(Xg, A1,...,A\g—1) tel que M.Y =Y ou Y désigne le vecteur *(f,(uo), foy(u1),-- -, fo(ug—1))-

g—1

Les formes linéaires f; et Aofo+ A1 fi+---+Ag—1fy—1 coincideraient sur () Ker fi et sur Go+G1+---+Gy_1
k=0

donc seraient égales : contradiction.

On peut donc conclure que la codimension de K est précisément égale au rang de la famille (f,,)nen si celui-ci

est, fini.

— Si le rang de la famille (f,)nen est infini, on peut, quitte & renumeéroter, supposer que (fo, f1,..., fp—1) est
libre, ol p est un entier arbitrairement choisi. Le raisonnement ci-dessus montre alors que la codimension de
K est supérieure ou égale & p, donc infinie vu le choix arbitraire de p.

— On remarque (pour la question suivante) que, plus généralement, si (f;);c; est une famille quelconque de
formes linéaires sur E, alors la codimension de K = [ Ker f; est égale au rang de cette famille. En effet, soit
iel
ce rang est fini et on se raméne au premier cas étudié, soit ce rang est infini et on peut appliquer le raisonnement

du second cas a une famille libre (fio,fil, cen f,-p_l) de cardinal aussi grand que l’on veut.

Dire que f appartient & N, équivaut a ce qu’il appartienne & [\ Ker o1, (4).
a€R
D’aprés le ITI.A.2°) (et en utilisant sa remarque finale), la codimension de N, dans L'(R) est égale au rang



4%)

de la famille (¢7,(g)) .z Ce rang vaut encore celui de la famille (T,(g)) 5 selon le IIT.A.1%).
On peut alors conclure que la codimension de N, dans L'(R) est égale a la dimension de V.

a) On vérifie de maniére immédiate que T, (g) = e~ %¥®.g avec g non nulle. La dimension de Vy est donc 1 si
bien que la codimension de N, dans L'(R) vaut 1 pour cet exemple.

b) Notons ¢, la fonction (de Cy(R)) définie par V¢ € R, ex(t) = e**. La famille (g9,€1,...,60—1) est alors
libre.

n—1

Soit g = ) & : clairement, V; est inclus dans V = Vect(so,al,...,an,l) donc N, est de codimension au
k=0

plus n dans L!'(R).

De plus, (TZkﬂ/"(g))o<k<n—1 est une famille libre : en effet, I’expression des composantes de ces vecteurs dans

la base (gg,€1,...,6n—1) de V donne une matrice de Vandermonde de paramétres e2km/n 0 < k < n—1, deux
& deux distincts.

On a donc bien exhibé une fonction de Cp(R) telle que N, soit de codimension n dans L'(R).

B. Hypothése A

1)

Si g vérifie 'hypothése A alors, pour tout f € L(R), le produit de convolution fxg est de classe C* d’aprés
le I.C.2°) et on a de plus Vo € R, Vk €N, (f*g)*)(z) = / F)g® (z—t)dt = (f * g ().

R
Il en ressort que la suite (Ng(k) ) kEN
finie p dans L*(R), cette suite est constante & partir d’un certain rang ¢. La suite (Vg(k) ) EN
constante a partir du rang ¢ et, ces espaces vectoriels étant de dimension p, la famille (g(‘”,g(q“), e ,g(‘”p))
est liée si bien que g satisfait une équation différentielle linéaire & coefficients constants.

est croissante au sens de I'inclusion. En particulier, si Ny est de codimension
est donc également

Les solutions (non nulles) d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants s’écrivent de maniére

générique sous la forme : ;
= E Py (z)e™ ",
k=1

ol z1,22,---,2, sont des nombres complexes deux & deux distincts et Py, P, ..., P. des polynémes non nuls de
C[X].

Montrons par récurrence sur Uentier s(g) = E deg P, que si une telle fonction g vérifie ’hypothése A, alors

tous les polynomes Pj sont constants et que Vk € [1,r], Re(z) =0.

— Le résultat est immédiat si s(g) = 0.

— Supposons le résultat vérifié jusqu’a l'ordre s—1. Soit g une fonction du type précédent telle que s(g) = s.

-Si r =1, le comportement asymptotique de g au voisinage de +oo et de —oo montre (par croissances comparées

des exponentielles et des fonctions puissances) que Py est constant et Re (z1) = 0.

-Si r > 2, soit £ un entier donné de [1, r]. La fonction définie par h(z) = ¢'(z) — z¢9(z), c’est-a-dire par

h(z) = i (P(z) + (2x — 2¢) Py(z)) €%, a également toutes ses dérivées bornées et satisfait 0 < s(h) < s — 1.
k=1

Par hypothése de récurrence, tous les polynoémes P; + (z—z¢)Pj; sont constants, ce qui entraine que Py est
constant pour tout k # £ et que Re(z;) = 0 pour tout indice k tel que Py + (21, —z¢) Py # 0, ce qui est réalisé
également pour k # £. Le caractére arbitraire de ¢ prouve alors que tous les polynomes Py sont constants et
que tous les z; sont imaginaires purs, ce qui conclut le raisonnement.

Réciproquement, toute fonction de la forme g(z) = E prePRT ot pi,pa,...,p, sont des constantes complexes
et B1,02,..., 0, des constantes réelles, vérifie I’ hypothese A et est telle que N, soit de codimension finie d’aprés
le TI1.A.47).

C. Cas général

1)

D’aprés le ITI1.A.3°), la dimension de V, est égale & n et cet espace vectoriel posséde une base de la forme
(Ta,(9): Tay(9), - - -, Ta, (9)) avec ai,as,...,a, €R.

En notant m; (), ma(a),...,m,(a) les composantes de T, dans la base précédente, on a bien trouvé des réels
ai,as,...,a, et des fonctions mq,ms,...,m, d’une variable réelle tels que, pour tout réel a,

n

Ta(g) = Zmi(a)Tai(g)'

i=1



2%)

)

5°)

6°)

a) Remarquons pour commencer que les e, définissent bien des formes linéaires sur F' et que F* est de

dimension p. Soit ¢ (< p) le rang de la famille (e;),cr et (€q,,€qs,.-.,€q,) une sous-famille libre maximale
de celle-ci. Pour tout = € R, la fonction e, est combinaison linéaire de eq,,eq,,...,€q,, ce qui signifie qu’il
existe des fonctions ¢, cz,...,c, telle que

VfEF, VzceR, flz) = Z flag)cg(z).
k=1

L’espace vectoriel F' est alors de dimension au plus ¢ (notons que I’éventuelle continuité des fonctions ¢; n’entre
pas en ligne de compte si on considére F' comme un sous-espace vectoriel que F(R,C)).

On a donc g = p, ce qui conduit au résultat demandé.
b) Raisonnons par contraposition.
2
- Si la famille (fi, fa,..., fp) est liée, alors il existe A1, A2,..., ), non tous nuls tels que > Ay f, = 0, donc

k=1
Det ( fi(aj))l <ij<p = 0 car les lignes de la matrice correspondante satisfont la méme relation de liaison.

b
— Si Det (fi(aj))1<ij<p = 0, alors il existe A1, Az,..., A, non tous nuls tels que Vj € [1, p], > Aieq, (fi) = 0.
<ig< =
Comme (€q,,€q,,---,€q,) engendre F*, toute fonction e, en est combinaison linéaire, si bien que Vz € R,

p p
> e (fi) =0, clest-a~dire Y A\;f; =0 : la famille (fl, foyeen, fp) est donc liée.
i=1 i=1

La famille (T, (9),Tas(9),---.Ta,(g)) formant une base de N,, le III.C.2°) garantit l’existence de réels

a1,as,...,a, tels que la matrice M = (T, (9)(a;))

; 1<ij<n soit inversible. Or, pour tout « réel,

M-t (ml(a)amQ(a)ﬂ B 7mn(a)) = t(g(a'l_a)ag(G/Q_a)a s 7g(an_a))7
d’ou (par résolution d’un systéme de Cramer)

t(ml(a)amQ(a)a s 7mn(a)) = Mﬁl't(g(al_a)ag(a@_a)a s 7g(an_a))'
La matrice M étant & coefficients constants, il en résulte que si g est de classe C*, alors toutes les fonctions
mi,Ma,..., M, le sont aussi.

D’apreés les résultats de la partie I., T, (h.*xg) = Ty (g%h,) = To(g)*h,. De plus, le rang de la famille (Ta (g))aGIR

étant fini, le rang de la famille (Ta (g) * h?“)aem Pest aussi, par linéarité de application f +—— f x h,.

Par suite, V.4 est de dimension finie, inférieure ou égale & celle de V.

Supposons que 'application f — h, * f, définie de V, dans V}_ .4, ne soit pas injective a partir d’un certain
rang.
Pour une infinité d’indices 7, on peut alors trouver des fonctions non nulles f, de V; telles que h, x f, = 0.

n
Chaque f, peut s’écrire (relativement a la base définie dans le III.C.1°)) sous la forme f. = > A; . Ta;(g), ot
i=1
Al A2,0y 005 Ap,r sont des scalaires non tous nuls.
Quitte & normaliser, on peut supposer que on a [\ ,|*> + [Aas|* + -+ + [An > = 1. La sphére unité S pour
la norme hermitienne usuelle de C" étant compacte, on peut trouver une extraction (ry)ren telle que la suite
infinie des (Alﬂ“k B R /\n,rk) converge vers un certain élément ()\1, Aoyenn,y /\n) de S. La suite de fonctions

n

(fre) pen converge alors vers la fonction f = > ATy, (g) de V, de maniere uniforme étant donné que la fonction
i=1

g est bornée.

En remarquant que || oy, % fr, — by, % flloo < || fry — [l / g (8)dt = || fry — lloe, il résulte e ce qui précede
R
que lim || by, * fr, — hp % flloo=0, soit lLm || Ay, * f|leo= 0. Or, d’aprés 1.D.1°), la suite de fonctions
k—+o00 k—+o00
(hrk * f) pen converge simplement vers f : la limite précédente montre alors que f est la fonction nulle, ce qui

est impossible vu que (A1, A2, ..., A,) # (0,0,...,0).

En conclusion, V},, ., et V, ont la méme dimension pourvu que r soit suffisamment grand.

On vérifie facilement, en appliquant de maniére itérée le "théoréme de prolongement de la dérivée", que ’application
h, est de classe C"~! (et que toutes ses dérivées k-iémes jusqu’a l'ordre r—1 sont nulles aux points —1 et 1).
De plus, étant a support compact, toutes les fonctions dérivées h&’“) avec k < r—1, sont bornées sur R. D’aprés

le I.C.27), h, % g est de classe C"! sur R.
En prenant r suffisamment grand, dimV}, ., = dimV, et, plus précisément, f +—— h, x f définit un isomor-

n
phisme de Vj sur Vi, .. Comme Ty (h, * g) = Y m;(a)Ty, (hy * g), la question III.C.3°) appliquée & h, x f

i=1



7)

montre que mq,Mma, ..., m, sont de classe C"1.
L’entier r pouvant étre choisi aussi grand que ’on veut, my,ms,...,m, sont donc de classe C*°.

Le caractére C* des applications mq,ms,...,m, entraine de maniére immeédiate celui de l'application a —
T, (9)(0), c’est-a-dire celui de I’application a —— g(—a) : la fonction g est donc de classe C™.

De plus, les formules de Cramer du II1.C.3°) montrent que mgy,ms,...,m, sont bornées.

Il nous reste & établir que les fonctions my,ms,...,m, ont leurs dérivées k-iémes bornées pour tout entier
naturel k. Pour cela, observons qu’a partir d’un certain rang, h, % g satisfait les mémes propriétés que g.

Plus précisément, comme T, (h, * g) = h,. * T,,(g) et que lapplication f+—— h, * f est injective pourvu que r

soit suffisamment grand, m,(a), ms(a),...,my(a) représentent également les composantes de T, (h;, * g) dans
labase (Ta, (hr9), Tay(hy*g),...,Ta, (hy*g)) de Vi, .y En appliquant a nouveau le II1.C.3), chaque m;(«)
s’écrit comme combinaison linéaire (& coefficients constants) de (h,*xg)(a1—«), (hr*xg)(as—a), ..., (h.xg)(a,—a).

Or la fonction h, * g est de classe C* et, pour tout k& € N et tout = € R,
(b x9)V(2) = [ HO@-0g(t)
R

Comme g est bornée et que h,(ak) est continue & support compact, il en résulte que (h, * g)(k) est bornée et, en

réinjectant, mgk),mgk),...,m%k) sont bornées sur R.

L’application g satisfait alors ’hypothése A et on peut conclure que les fonctions g telles que N; soit de
codimension finie sont exactement celles de la forme g(z) = i preP T ot pi,pa,...,pr sont des constantes
complexes et (31, Bs,..., 3, des constantes réelles. =

10



