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Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

A. Equations algébriques réciproques.

n n
1. Si P = Y apX¥il vient u,(X) = 3 an_r X" ce qui prouve que u,, est bien une application de R, [X] dans
k=0 k=0
lui-méme. Elle est clairement linéaire et involutive donc w, est bien une symétrie de R, [X] par rapport & P | J{0}
parallelement & D J{0}. O

n
2. Tl résulte immédiatement de ce qui précede que P = > axX* appartient & P (resp. D) si et seulement ay = a,_j
k=0
(resp ar = —an—_j) pour tout entier k entre 0 et Int(n/2). O

3. Soit R réciproque (donc non nul). Si R est constant alors R = ag # 0 et si R est de degré n > 1 alors ag = ta,, # 0
donc dans les deux cas 0 n’est pas racine de R. [
Soit désormais R un polynoéme réciproque admettant une racine z. Alors R est forcément de degré n > 1 d’apres

ce qui précede et R(l) =+—R(x) = 0 donc 1 est également racine de R. [J
x x x

Soit R € D de degré n. Il vient X"R(%) = —R(X) donc R(1) = —R(1). Ainsi 1 est racine de tout élément de D.

O
Soit R € P de degré 2n + 1. 1l vient X2"+1R(%) = R(X) donc —R(—1) = R(—1). Ainsi —1 est racine de tout

élément de P de degré impair. [

4 e Supposons P et () réciproques de degrés respectifs p et ¢. Il vient X”P(%) =& P(X) et X‘JQ(%) = Q(X)
avec €1 = *1 suivant I’espece de ces deux polyndmes. Alors R est de degré n =p+ q et :

X"R(%) = X’H‘qP(%)Q(%) = £162P(X)Q(X) = €162R(X) donc R est réciproque et son espece est donnée par
E1€2.

e Supposons désormais R et par exemple P réciproques. On note toujours p et ¢ les degrés de P et de @, ’espece de

R étant donnée par €. Il vient XPJ”IP(%)Q(i) =eP(X)Q(X) d’une part et

X
XPHP(£)Q(5) = XPP()XIQ(5) = &1 PO X9Q(

X X %) d’autre part.

1)
X
cP(X)Q(X)

=e¢ X)) ce qui prouve que @) est réciproque
- P(X) 1Q(X) ce qui p que Q proq

Ainsi la fraction rationnelle X qQ(%) est-elle égale a

d’espece donnée par eeq .
e FEn conclusion si R = PQ et si deux de ces trois polynémes sont réciproques alors le troisieme ’est également et
soit ils sont tous trois de premiere espece soit deux sont de seconde espece et le troisieme de premiere espece. [

5. On note que X —1 € D donc si P € P alors D = (X — 1)P € D par la question précédente.
Réciproquement si D appartient & D alors 1 est racine (question 3.) donc il existe un unique polynéme P tel que
D = (X — 1)P et la question précédente implique que P € P.
En conclusion D € D si et seulement si il existe P € P tel que D = (X —1)P. O

6. Si P € P est de degré impair alors 1 est racine et on prouve exactement comme ci-dessus :
Un polynéme P de degré impair est élément de P si et seulement si il existe D € D tel que P =(X +1)D O

7. L’unicité en cas d’existence est évidente car si P et () sont deux polynémes convenant ils prennent la méme valeur
en une infinité de réels.

Pour l'existence on raisonne par récurrence sur p.

Soit le prédicat &, :«Il existe un polynome P, de degré p tel que XP + % =P, (X + %) »

&p et &1 sont vrais. Supposons & vrai jusqu’au rang p avec p > 1. Il vient alors :

1 1 _ 1 1 1 .
= (X + X)(Xp + ﬁ) —(XP71 4 Xp_l) = (X + Y)PP(X + X) —P1(X + f) par hypothese

de récurrence ce qui prouve bien que £,41 est vrai. [

8. Soit R réciproque n’admettant ni 1 ni -1 pour racine. Alors R est réciproque de premiere espece et de degré 2n
pair par la question 3.
Comme R est réciproque de premiere espece il existe d’apres la question 7 un polynéome P de degré n tel que

%R(X) =P(X + %) Donc x # 0 est racine de R si et seulement si P(z + l) =0 O
x
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Ce polynome n’est pas unique ni méme son degré car par exemple le polynéme (X2 + 1) P convient également. En

effet (X + X)Q + 1 n’admet aucune racine réelle. [J

B. Un probléme de dénombrement.

9. SiueS;jouuc S{ - on a évidemment 0 < ug < j pour tout k£ de 1 & 7. Donc ce sont deux ensembles finis. [

1+1
Siue€ Siy1jona Yy, u,=jdonc Z u < j puisque u;4+1 € N ce qui prouve que I'application proposée, notée ¢,
k=0 k=0
i+1 it1
est bien définie. Elle est injective car si ¢(u) = ¢(v) on a ux = v pour k de 0 & ¢ et comme Y, up =j = >, v
k=0 k=0

on a également u; 11 = v;41 ce qui prouve que u = v. Elle est surjective car si v € S} ; en notant a = j — Z Vg on
k=0
a p(u) = v ot u est I'élément de S;11 ; défini par up = v, pour k de 0 a i et ujr1 =a. O
10. S}, est clairement la réunion disjointe de S; j11 et de 5] ; de sorte que s} ;1 = sij+1+s;; O
Donc sj_ gt = SHLJH + si41; en changeant i en i+ 1. Or Si+1,j+1 est équipotent a S} ;4 par la question 9. De
sorte que si,q ;11 = i ;41 + iy, O

11. Soit pour n > 2 le prédicat &, :«s} ; = C,_; des lors que i + j = n»
e Comme 7 et j sont des entiers strlctement positifs, seul le couple (i,7) = (1, 1) est tel que i + j = 2. L’unique
élément de S7 ; est le couple (1,0). Donc s} ; = 1. Or on a aussi CH_J 1 = C1 =1 ce qui prouve que & est vrai.
° Supposons désormais & vrai jusqu'au rang n > 2 et soit un couple (i,7) € N* x N* tel que i +j =n + 1.

Premier cas : ¢ = 1. Alors S} ; = S}, est clairement constitué des suites (1,u1) avec 0 < u; < n — 1 donc
s, =n= C; et E,41 est bien vrai.

Deuxieme cas : j = 1. alors S} ; = S}, | ne comprend qu'un seul élément : (1,0,0,...,0) et s} ; = 1 = C} et .11
est encore Vrai.

Troisiéme cas 1> 2etj > 2. Alors d’apres la question 10 on a s; ; = s{_; ; +s; ;_; et par hypothese de récurrence

=C L+ Cn L = C! et 1a encore &, est vrai.
En conclusmn le prédicat est vrai pour tout entier n > 2. O
Par la question 9 on a s;41 ; = s} ; donc s; ; = s;_; ; = Clﬂ o pour i > 2.

Par ailleurs sq ; est clairement egal a 1 et dans ce cas CZ tjo = C = 1 également.
En conclusion s; ; = Ciﬂez pour tout (7,7) € N* x N*. O

C. Polynéme caractéristique d’un produit de matrices.

12. Soit A inversible. Il vient det(AB — AI,)) = det (A(BA - )\In)A‘l)) = det(BA—\,) VAeC
Ainsi ® 25 = P4 car la différence admet une infinité de racines. [
13. Supposons désormais ni A ni B inversible.

La suite (Ag) avec A, = A — %In converge vers A et Ay est inversible pour k assez grand car comme 0 est valeur

propre de A, % n’est pas racine de ®4 pour k > Kj.

On a det(ApB — A\I,) = det(BA; — A\I,,) pour k > K, par la question précédente.

Or par continuité du produit matriciel (application bilinéaire sur un produit d’espaces de dimension finie) , la
suite (A B — AI,) converge vers AB — AI,, lorsque k — 4o00. La continuité de la fonction déterminant (application
multilineaire sur un produit d’espaces de dimension finie) implique alors que det(Ax B —AI,,) e det(AB—\I,,)

De méme det(BAy, — \,) det(BA — \I,)

Par unicité de la limite on a ainsi det(AB — Al,) = det(BA — Al,,) VA € C et donc P45 = Ppa comme
précédemment. []

D. Etude spectrale de certaines matrices.

14. s; ; = CH_J 9 = Czﬂl 5 = 8;,; de sorte que S est symétrique réelle donc ortho-diagonalisable. [

Sin=0alors S = (s11)=(1) et g =X — 1.

Sin=1alors S = (1 ;) et ®g = X? —3X + 1. S est alors semblable & diag(\, %) avec A =

3+
2

=
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Sin=2alors S =

—_ =

11
2 3)etdPg=X3-9X249X—1
3 6

15. t — P(t)Q(t)e~" est continue donc localement intégrable sur [0, +oo[ et P(t)Q(t)e™t = 0(%2) au voisinage de

+00 ce qui prouve que v est bien définie sur R,,[X]?. Elle est clairement bilinéaire, symétrique et positive. En outre
(P, P) = 0 implique que P2(t)e~t = 0 pour t > 0 puisque t — P?(t)e~t est positive et continue. Ainsi P admet
une infinité de racines donc est le polynome nul. Ce qui établit finalement que v est un produit scalaire. [

L[ Ti+j+1) G+
16. ’lﬁ(Bl,Bj) = Z'—]'/O t e'dt = Z']' = Z']' = CZ-JFJ- = Si+1,5+1-
Ainsi S n’est autre que la matrice de 1 dans la base B ce qui établit que S est définie positive. [

Il en résulte que S est derang n+1. O
i
Par ailleurs par définition méme de S; ; et S} ; on a clairement s} ; = > s; ; ce qui se traduit matriciellement par
j=1
S’ = 8T ou T est la matrice triangulaire supérieure inversible définie par Ej =1 pour j < i.
DoncrgS ' =n+1. O

17. La formule de dérivation de Leibniz montre que fi(j) (t) = P, ;(t)e™t ou P, ; est un polynéme de degré i et de

valuation max(0,7 — 7). (1).
Par croissances comparées on a donc f; j(t) = o(tF) quand t — +oc pour tout entier k. (2) O

i ) i1
En particulier en explicitant la formule de Leibniz pour j = i il vient L;(t) = Y (—1)i** v tk de sorte

k=0 (i — k)I(K!)?
que cela définit un polynéme L; de degré i (coefficient dominant l') et la famille £ est libre (échelonnée en degré)
7!

donc constitue une base de R, [X] O

i too
(_'1') Ii,j avec Ii,j = / tjfi(l) (t) dt.
1:7: 0

Sij=0eti>1onalp= lim FED @) = f70) =0—0=0 dapres (1) et (2).

Si 1 < j < i une intégration partie entre 0 et A suivie d’un passage a la limite montre (toujours grace a (1) et (2))

+oo )
que Ii,j = —j/ tj*lfi(z—l)(t)dt'
0

11 vient 1/)(LZ, BJ) =

too
Par itération I; ; = (—1)jj!/ fi(lfj)(t) dt =0 d’apres (2) puisque i — j > 0.
0
Ainsi ¢¥(L;, Bj) = 0 deés que j < i ce qui prouve que la base £ est orthonormale car L; est orthogonal &
VeCt(Bo, Bl, ceey Bifl) = lel[X]
Compte-tenu de l'expression de L; ci-dessus et du fait que 1(L;, X*) = 0 pour k < i il vient

i +oo _1\¢ +oo . _1\¢
W(Li L) = (L, ) = ,l/ Lttt = 22 / i mar=""r,
1! i Jo (h* Jo ()= 7
—+o0
Or par un calcul ci-dessus on a I;; = (—1)%’!/ fit)dt = (=1)4!T(i + 1)

= (—
0
Ainsi ¢(L;, L;) = 1 et la famille £ est bien une base orthonormale de R, [X]. O

1) (i),

4 , J P 4 ) i
19.Ona7(X9) = (X -1)7 = Y (-1)7Cj X" et 7 1(X7) = (X +1)7 = }_ C; X". Donc
i=0 i=0
T est la matrice triangulaire supérieure telle que u; ; = (—1)*™7 C;:ll pour 1<i<j<n+1 O
U est la matrice triangulaire supérieure telle que u; ; = C;:ll pour 1 <i<j<n+1 O

J o
L’expression de L; trouvée a la question 17 s’écrit également L;(X) = > (=1)'*C} B; donc P, =T [0
i=0
D’apres la question 16 on a S = M(y,B). Or M(¢, L) = I,,11 donc I,41 = 'T'ST soit S ='UU. O

Or det(U) = 1 car U est triangulaire supérieure avec uniquement des 1 sur sa diagonale. Ainsi det. S =1 O
D’apres la question 16 on a S’ = ST donc (puisque detT'=1) on a det S’ =1. O

20. DU se déduit de U en multipliant chaque ligne i par (—1)*~! et (DU)D se déduit de DU en multipliant chaque
colonne j par (—1)7=% de sorte que DUD se déduit de U en multipliant chaque terme de U par (—1)"*7.
Compte-tenu des expressions de T et U ci-dessus on a donc DUD =T = U~! soit (DU)? = I,,11. O
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De S = 'UU on tire alors S~! = U~"U~! = (DUD)(*D'U'D) = DU*UD car D ='D et D?> = I,,1;
ce qui prouve (puisque D = D~!) que S™! est semblable & U'U. O

21. On a donc @y (X) = g1 (X) =det(X T, — S~ 1) = det(XS — I,,11) puisque det S~ = 1.
Ainsi Bpepr(X) = (—X )+ det(%]nﬂ _5) = (—X)"“(I)S(%).

Mais par ailleurs par la question 13 on a Oyt (X) = @eyy (X) = Pg(X).
Ce qui prouve que ®g est un polyndéme réciproque de premiere espéce si n est impair et de seconde sinon. [

FIN
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