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4. S, constitue une valeur approchée de S & 10~2 [respectivement 10~ ] pres, si 5 < 1072 [resp. T 10797 ;
n n

n = 50 [resp. n = 5.10°] convient, ce qui, dans le deuxiéme cas, est beaucoup trop grand si on tient compte de
I’erreur cumulée sur le demi-million de termes & additionner.

Partie Il
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1. Onnoteraicia : t —

1—(1—t—t2/2+ 0(t?))

t ~
En0:a(t) = =1+ 5 + o(t) donc a admet un prolongement de classe C! (et méme
C*° en utilisant un développement en série entiére) en 0.

A est définie sur R tout entier.
+00 -t
De plus, a est C* sur R ; De méme, b est C> sur RY, et I’intégrale / - dt est impropre convergente en

T
—t

+00, car - < e ten+oo.

B est définie sur R7 (Iintégrale définissant B3(0) est impropre divergente en 0)

A et B sont C* sur leur domaine de définition comme primitives d’une fonction C* , donc a fortiori continues et
dérivables.
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(@) Soita:ur—e ™ —(1—u);alorsa(0) =0eta’(u) = —e* > 0 pouru > 0donc a(u) > 0surR,.
Soit B :u— 1—(1+ue ™ B0)=0etpf(u) = —ue™ < 0 pour u > 0 donc B(u) < 0; Alors
1—u)?
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() Siu c [0,1], e —u?e™ <1 —udonce ™ —1+u < u?e”"; Posons u := — pour t € [0,n]
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el —(1—-—) =e —(1-uw)"<e — 14+ nu < nu’e < —€e " = —e " et d’autre part
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En appelant K, I’intégrale convergente / t?e7tdt =3,0< I, < / “etdt < 22 0< LI <
0 o n n

2K

+oo t2 K +oo
/ —etdt< = et0< I3 / e~fdt <e"donc0 < S, — (A1) — B(1)) < +e " tend
1 n

n n
vers 0 en +oo.

Par passage a la limite, ‘ S =A(1) — B(1) ‘
Partie 11

Alx)—A(1) = /lz ! —te—t dtet B(z)—B(1) = — /j eT—t dt; Par soustraction, A(xz) — A(1)+ B(z) — B(1) =

/j % =Inz donc S = A(z) — B(z) — (A(z) — B(z) — A(1) — B(1)) = A(z) — B(z) — Inz
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t t z
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(b) x — —— est décroissante comme produit de fonctions décroissantes ; De plus :
x

To ~ 4, 2555 donc xg = 4, 5 convient.
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intégration: A(x) = —dt = = ; (avec un rayon de convergence
g () /0 : 2 RS CE] 2 ¢ y g
n=0 nz1
o . . (="
infini, comme celui de e*) an =
n.n!
apix™t! n.n! x 1 ..
b) |2t~ | = 2. = < 1pour0 < z < n; Donc ™| est décroissante et
(b) anx™ x(n—i—l)(n—i—l)! n+ln+1 = P SESN jana"]

tend vers 0 (puisque z" < n! quand n — +o0).
Toutes les conditions du théoréme spécial des séries alternées sont vérifiées, et donc

—+oo
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< lanpa"] = ————.
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On prend alors x := x¢ = 4, 5, puis n assez grand pour que |A(z) — A, (x)] < (avec A, ( Z apl)
< |2 — A(zo) — Inzo| + |A(x0) — Apy (z0)] < |S — A (zo) —
< 21072
3

; n = 13 convient ; Alors |S — A, (x0) — In x|
Inzo — B(xo)| + [B(wo)| + [A(z0) — Ay (20)]

Ap,(z9) — Inxzq est une approximation a 102 prés de S ; on trouve | S ~ 0, 58

En fait, Mapledonne S = 0, 57721566490 . . .
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o 1 Lt :
1. Pourz >0, festC™® surRy x Ry;Pourz €] —1,0[, e ".¢* 0 - et/ = converge, donc F'(z) existe.
0
2. t — t% " (resp. t — t"e~") est continue sur ]0, 1[, (resp. |1, 4+-oco[) et 1%~1 = 1%¢~% = 1, donc ¢ est continue

sur]0, 1], ]1, +oco[ et en 1, donc sur R7 .
Sia<a<bth<t®<tsite]0,1[ett® <* < tPsit > 1donc, par intégration sur ]0, 1] puis |1, +oc],
|f(z,t) < o(t) pour tous ¢ €]0, +oo[etz € [a, b].
1 1 +oo “+oo
D’autre part/ o(t)dt = / t%e~ " dt converge (en 0, t%e~ ! ~ t® eta > —1) et/ o(t)dt = / thetdt
0 0 1 1
converge (en +oo, tPe~t < e t/?).

Il en résulte que f(x,t) est dominée indépendamment de 2 €] — 1, +oo] par une fonction ¢ d’intégrale absolument
convergente, ce qui implique la continuité de ¢ | — 1, +oo[ conformément au programme de PT.

0 . . .
3. a—f = t"e~'Int existe et est clairement continue sur [a, b] x]0, +oc[; pour montrer que F est de classe C* sur
xr
. i I 0 _
] — 1, 400, il faut montrer une propriété de domination analogue sur a—f =t"e Int.
xr
—t%"Int si t€]0,1] of Foo

Poson = . » oty Alors | == < nver r

osons () { teting  si ts1 oA (x,t)| < (t) et ; ¥(t) dt converge, cal

t—0 -1 t—
—t%tIint < t@=1/2 gt aT > 1 —thetInt ' L et/?,

+oo
Finalement F est C! et| F'(x) = / t“e "t Intdt |
0

+o0 +o0 —t
00 e ,
4. / e flntdt = [—e" hnf]zr —/ - dt = B(1) ; De plus (en remarquant au préalable que (1 —
1 1

1—e?

1 1
dt = [(1-e")Int], —/ Inte~tdt =0 —/ Int.e* dt

1
e ") Int ~ tlnt — 0en0) A(1) = /
0 0 0

—+oo
donc B(1) — A(1) = / Inte~"dt = F'(0) Comme S = A(1) — B(1), F'(0) = —S.
0
t t)2 a—at/27. , PTER _at/2 oo t
5. Pourtoutz > 0,e ' Int = e **/2e 22 In¢t < e/ ,donc/ In te~** dt converge.
1

t—0 1 “+o00
Deplus,e”**Int < Intet / Int dt donc / In te~"* dt converge.
0 0
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