
BANQUE PT MATHS IB – CORRIGÉ 2000

Partie I

1.
t

t+ n
= 1 −

n

t+ n
donc

∫ 1

0

t

t+ n
dt =

∫ 1

0

1 −
n

t+ n
dt = [t − n ln(t+ n)]

1
0 = 1 − n

(

ln (n + 1) − lnn
)

=

1 − n ln

(

1 +
1

n

)

donc
1

n
− ln

(

1 +
1

n

)

.

Or 1 − n ln

(

1 +
1

n

)

= 1 − n

(

1

n
−

1

2n2
+ o

( 1

n2

)

)

= 1 − 1 +
1

2n
+ o

( 1

n

)

donc un ∼
1

2n2
; Deux séries à

termes positifs et équivalent ayant la même nature, Σun converge.

2. Sn =

n
∑

k=1

uk =

n
∑

k=1

1

k
− ln

(

1+
1

k

)

=

n
∑

k=1

1

k
−

n
∑

k=1

(

ln (k + 1)− ln k
)

=

n
∑

k=1

1

k
− ln (n+ 1) par ¡¡télescopage¿¿

des termes.

En passant à la limite quand n → +∞, S = lim
n→+∞

Sn.

3. Pour t ∈ [0, 1],
1

n+ 1
6

1

t+ n
6

1

n − 1
donc

1

n+ 1

∫ 1

0

t dt 6 un 6
1

n − 1

∫ 1

0

t dt et, puisque
∫ 1

0

t dt =
1

2
,

1

2

(

1

n
−

1

n+ 1

)

6 un 6
1

2

(

1

n− 1
−

1

n

)

.

Or
∞

∑

k=n+1

(1

k
−

1

k + 1

)

=
1

n + 1
et

∞
∑

k=n+1

( 1

k − 1
−

1

k

)

=
1

n
donc

1

2(n+ 1)
6

∞
∑

k=n+1

uk =
1

2n
:

1

2(n+ 1)
6 S − Sn =

1

2n
.

4. Sn constitue une valeur approchée de S à 10−2 [respectivement 10−6] près, si
1

2n
6 10−2 [resp.

1

2n
6 10−6] ;

n = 50 [resp. n = 5.105] convient, ce qui, dans le deuxième cas, est beaucoup trop grand si on tient compte de
l’erreur cumulée sur le demi-million de termes à additionner.

Partie II

1. On notera ici a : t 7→
1 − e−t

t
et b : t 7→

e−t

t
.

En 0 : a(t) =
1 − (1 − t − t2/2 + o(t2))

t
= 1 +

t

2
+ o(t) donc a admet un prolongement de classe C1 (et même

C∞ en utilisant un développement en série entière) en 0+.

A est définie sur R tout entier.

De plus, a est C∞ sur R
∗

+; De même, b est C∞ sur R
∗

+ , et l’intégrale
∫ +∞

x

e−t

t
dt est impropre convergente en

+∞, car
e−t

t
� e−t en +∞.

B est définie sur R
∗

+ (l’intégrale définissant B(0) est impropre divergente en 0)

A et B sont C∞ sur leur domaine de définition comme primitives d’une fonction C∞ , donc a fortiori continues et
dérivables.

2.
∫ 1

0

1 − (1 − u)n

u
du

v:=1−u
=

∫ 1

0

1 − vn

1 − v
dv =

∫ 1

0

n−1
∑

k=0

vk dv =

n−1
∑

k=0

1

k + 1

Alors
n

∑

k=1

1

k
=

∫ 1

0

1 − (1 − u)n

u
du t:=n.u

=

∫ n

0

1 − (1 − t
n )n

t
n

dt
n

=

∫ n

0

1 − (1 − t
n)n

t
dt =

∫ 1

0

1 − (1 − t
n )n

t
dt+

∫ n

1

1 − (1 − t
n )n

t
dt =

∫ 1

0

1 − (1 − t
n)n

t
dt + lnn−

∫ n

1

(1 − t
n)n

t
dt
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3. (a) Soit α : u 7→ e−u − (1 − u); alors α(0) = 0 et α′(u) = −e−u − 1 > 0 pour u > 0 donc α(u) > 0 sur R+ .
Soit β : u 7→ 1 − (1 + u)e−u; β(0) = 0 et β′(u) = −ue−u

6 0 pour u > 0 donc β(u) 6 0; Alors

(1 − u)2e−u
6

(1 − u)2

1 + u
6 1 − u.

(b) Pour α ∈ [0, 1], (1 − α)n+1 − (1 − α)n = −α(1 − α)n
> −α donc, par sommation, (1 − α)n

> −nα

(c) Si u ∈ [0, 1], e−u − u2e−u
6 1 − u donc e−u − 1 + u 6 u2e−u; Posons u :=

t

n
pour t ∈ [0, n]

e−t −

(

1 −
t

n

)n

= e−nu − (1 − u)n
6 e−nu − 1 + nu 6 nu2e−nu

6
nt2

n2
e−t =

t2

n
e−t et d’autre part

e−t −

(

1 −
t

n

)n

> 0.

(d) Alors Sn − (A(1) − B(1)) =

∫ 1

0

e−t −
(

1 − t
n

)n

t
dt−

∫ n

1

(

1 − t
n

)n

n
dt+

∫ +∞

1

e−t

t
dt =

∫ 1

0

e−t −
(

1 − t
n

)n

t
dt +

∫ n

1

e−t −
(

1 − t
n

)n

t
dt+

∫ +∞

n

e−t

t
dt = I1 + I2 + I3

En appelant K2 l’intégrale convergente
∫ +∞

0

t2e−t dt = 3, 0 6 I1 6

∫ 1

0

t2

n
e−t dt 6

K2

n
, 0 6 I1 6

∫ +∞

1

t2

n
e−t dt 6

K2

n
, et 0 6 I3 6

∫ +∞

n

e−t dt 6 e−n donc 0 6 Sn − (A(1) −B(1)) 6
2K2

n
+ e−n tend

vers 0 en +∞.
Par passage à la limite, S = A(1) − B(1) .

Partie III

1. A(x)−A(1) =

∫ x

1

1 − e−t

t
dt etB(x)−B(1) = −

∫ x

1

e−t

t
dt; Par soustraction,A(x)−A(1)+B(x)−B(1) =

∫ x

1

dt
t

= lnx donc S = A(x) −B(x) −
(

A(x) −B(x) − A(1) − B(1)
)

= A(x) −B(x) − lnx

2. (a) Pour tout t ∈ [x,+∞[, 0 6
1

t
6

1

x
donc 0 6

∫

∞

x

e−t

t
dt 6

1

x

∫

∞

x

e−t dt 6
1

x

[

e−t
]∞

x
6

e−x

x

(b) x 7→
e−x

x
est décroissante comme produit de fonctions décroissantes ; De plus :

e−x0

x0
6

10−2

3
pour

x0 ≈ 4, 2555 donc x0 = 4, 5 convient.

3. (a)
1 − e−t

t
=

1

t



1 −
∑

n>0

(−t)n

n!



 =
1

t





∑

n>1

(−1)n−1tn

n!



 =
∑

n>1

(−1)n−1tn−1

n!
=

∑

n>0

(−1)ntn

(n+ 1)!
donc par

intégration : A(x) =

∫ x

0

e−t

t
dt =

∑

n>0

(−1)ntn+1

(n+ 1)(n+ 1)!
=

∑

n>1

(−1)n−1tn

n.(n)!
; (avec un rayon de convergence

infini, comme celui de et) an =
(−1)n

n.n!

(b)

∣

∣

∣

∣

an+1x
n+1

anxn

∣

∣

∣

∣

= x.
n.n!

(n+ 1)(n + 1)!
=

x

n+ 1

1

n+ 1
6 1 pour 0 6 x 6 n; Donc |anx

n| est décroissante et

tend vers 0 (puisque xn � n! quand n → +∞).
Toutes les conditions du théorème spécial des séries alternées sont vérifiées, et donc
∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

akx
k

∣

∣

∣

∣

∣

6 |an+1x
n| =

xn+1

(n + 1)(n+ 1)!
.

4. On prend alors x := x0 = 4, 5, puis n assez grand pour que |A(x) − An(x)| 6
10−2

3
(avec An(x) =

n
∑

k=1

akx
k
0)

; n = 13 convient ; Alors |S − An(x0) − lnx0| 6 |S − A(x0) − lnx0| + |A(x0) − An0
(x0)| 6 |S − A(x0) −

lnx0 − B(x0)| + |B(x0)| + |A(x0) −An0
(x0)| 6

2

3
10−2.

An0
(x0) − lnx0 est une approximation à 10−2 près de S ; on trouve S ≈ 0, 58

En fait, Maple donne S = 0, 57721566490 . . .
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Partie IV

1. Pour x > 0, f est C∞ sur R+ × R+; Pour x ∈]− 1, 0[, e−t.tx
t→0
∼

1

tx
et

∫ 1

0

dt
tx

converge, donc F (x) existe.

2. t 7→ tae−t (resp. t 7→ tbe−t) est continue sur ]0, 1[, (resp. ]1,+∞[) et 1ae−1 = 1be−b = 1, donc ϕ est continue
sur ]0, 1[, ]1,+∞[ et en 1, donc sur R

∗

+ .

Si a 6 x 6 b, tb 6 tx 6 ta si t ∈]0, 1[ et ta 6 tx 6 tb si t > 1 donc, par intégration sur ]0, 1[ puis ]1,+∞[,
|f(x, t) 6 ϕ(t) pour tous t ∈]0,+∞[ et x ∈ [a, b].

D’autre part
∫ 1

0

ϕ(t) dt =

∫ 1

0

tae−t dt converge (en 0, tae−t ∼ ta et a > −1) et
∫ +∞

1

ϕ(t) dt =

∫ +∞

1

tbe−t dt

converge (en +∞, tbe−t
6 e−t/2).

Il en résulte que f(x, t) est dominée indépendamment de x ∈]−1,+∞[ par une fonctionϕ d’intégrale absolument
convergente, ce qui implique la continuité de ϕ ] − 1,+∞[ conformément au programme de PT.

3.
∂f

∂x
= txe−t ln t existe et est clairement continue sur [a, b]×]0,+∞[; pour montrer que F est de classe C1 sur

] − 1,+∞[, il faut montrer une propriété de domination analogue sur
∂f

∂x
= txe−t ln t.

Posons ψ(t) =

{

−tae−t ln t si t ∈]0, 1[

tbe−t ln t si t > 1
; Alors

∣

∣

∣

∣

∂f

∂x
(x, t)

∣

∣

∣

∣

6 ψ(t) et
∫ +∞

0

ψ(t) dt converge, car

−tae−t ln t
t→0
� t(a−1)/2 et

a− 1

2
> −1; −tbe−t ln t

t→+∞

� e−t/2 .

Finalement F est C1 et F ′(x) =

∫ +∞

0

txe−t ln t dt .

4.
∫ +∞

1

e−t ln t dt =
[

−e−t ln t
]+∞

1
−

∫ +∞

1

−
e−t

t
dt = B(1) ; De plus (en remarquant au préalable que (1 −

e−t) ln t ∼ t ln t → 0 en 0) A(1) =

∫ 1

0

1 − e−t

t
dt =

[

(1 − e−t) ln t
]1

0
−

∫ 1

0

ln t.e−t dt = 0 −

∫ 1

0

ln t.e−t dt

donc B(1) −A(1) =

∫ +∞

0

ln te−t dt = F ′(0) Comme S = A(1) −B(1), F ′(0) = −S.

5. Pour tout x > 0, e−xt ln t = e−xt/2.e−xt/2 ln t
t→+∞

� e−xt/2, donc
∫ +∞

1

ln te−xt dt converge.

De plus, e−xt ln t
t→0
� ln t et

∫ 1

0

ln t dt donc
∫ +∞

0

ln te−xt dt converge.

En posantu := xt, I(x) =

∫ +∞

0

e−u ln
(u

x

) du
x

=
1

x

∫ +∞

0

e−u(lnu−lnx) du =
1

x

(∫ +∞

0

e−u lnu du− x

∫ +∞

0

e−u du

)

;

I(x) =
1

x

(

−S − lnx

∫ +∞

0

e−u du

)

= −
1

x
(S + lnx).
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