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Question préliminaire

Une CNS pour qu'une matricA appartenant M (R) soit diagonalisable est que:
r
- le polynome caractéristique d® soit scindé:det(A—Ald) = (-1)" ﬂ (A=A)% etque
=1

- Ok D{].,Z,..r}, Ker (A=A, ld) soit de dimensiomr, .

Partiel: Algorithme de Babylone.

. . , g |:un+1:un+2\ln
Soient les deux suites réelléd, ) .y et (V,) oy définies paru, =v, =1 et UNnON,

Dvn+1 = un +Vn
On pose enfinp, = %n E
n

2
1) Onap,,, =Ap, avecA:% 1E

1
2) det(A-Ald) :‘ =(1-A)? =2, les valeurs propres d& sont doncl—+/2 et1++/2.

1-A

A appartenant aM , (R) et ayant deux valeurs propres distinctes est donc diagonalisable.

3) On fait une petite récurrence.
U, etV, sont strictement positifs. Supposobls et V, strictement positifs, alordl,,; = U, + 2V, et

V, =u, TV, sont strictement positifs.

u
4)  Montrons quelJnON,—/2=1. Cestvrai poum =0.

n

n

u, +v

n n

Par ailleurs on peut écrire =1+ guantité qui est strictement plus grande que 1 puisque

Vv

n+l




h—ﬁ u—"—\/E On a:

n+l

* Montrons quelIn[J N,

o Uy (1—x/§)u”+2—x/§‘ Ja-1
h—ﬁ:—un Vi —\/E: Vi —\/E: Vi = u_n—\/E et
Vn+1 un-l-vn i*‘l i"‘l i"‘l Vn

Vn Vn Vn
un Z un+1 1 un
comme\/E —1<1 d’une part, et +1> 2 d’autre part, on peut écrire: —\/E < E — —\/E .
Vn Vn+1 vn

5) La suite%% est convergente et a pour IimK& . En effet I'inégalité précédente assure que:
n m\

< EH quantité qui tend vers 0 quanml —» .
0

bW
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n

b
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6) 'Onaque{u—"—ﬁ
\'

n

u _
< %H(\E —1) et donc—" sera une valeur approchéev@ 2107 pres dés
O

n

que%g(ﬁ —1) £107%. En fait, puisqu'il s'agit d’approche{/E , je ne retiendrai que le fait, par
+1
exemple, qua/2 <15 (2<1,5% = 2,25, et donc on cherchera tel que%g <107,

n=5 fournit &g =0,01562% et n=6 fournit &ET =0,007812¢. Par conséqueﬁltJi est
20O R0 Vg

z N -2 \ .
une valeur approchée d& al10™ prés. On ale tableau suivant:

n 0 1 2 3 4 5 6
Un 1 3 7 17 | 41 | 99 | 239
Vi 1 2 5 12 | 29 [ 70 | 169

239
Onadoncy/2 =——=141420118.
na onc\/_ 160 1

On retiendray/2 =1,41 21072 prés, par défaut. (L412 =1,9881< 2) .

1
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2

U

n

Una _ /5

n+l

* L'inégalité peut étre améliorée. En effet, on avait seulement retenu que

1
\/E —1<1, or on peut assurer en fait qu@ -1< > (cf J2< 15 déja utilisé). Dés lors on peut

écrire:



h_\/ﬁ <%

V

n+l

U

n

BEH(\/_ -)<= &H inégalité, qui par un

. . u . -
raisonnement analogue au précédent, permet d’assureﬂq@et une valeur approchée d/é alo
vz

et par SUII%

n

pres.
Pour informaltion1 Eg =~ 3,05.107. Uz _ 239+2x169 = 577
240 v, 239+169 408

On retiendra\/E =1,4142 210 pres, par défaut. (ZI.,41422 =1,99996164 2).
Rq: la machine fournit/2 = 1,41421356:

=1,41421568t.

Partie Il: Etude d’une réaction chimigue

Numeérotons les réactions de la fagon suivante:
(1) O +H, > OH +H", 2 OH +H, - H,0+H", B H"+0, - OH™ +0*
0n
1) Caleuldep, , p, . P, P, =[{0N), L

Hh, b
BlE
EbE

Seule la réaction (1) peut avoir lieu et a l'ingtartl on a donc 1 radicaDH ~, 1 radical

EOE
BlE

Seules les réactions (2) et (3) peuvent avoir lieu et a I'imsta@ on a donc:
1 radicaH " issu de (2)
1 radicaDH ~ et 1 radicalO?™ issus de (3)

HE

dong, = [1[.
Els

Calcul dep,. Les trois réactions peuvent avoir lieu:

n=0 llya1lradicalO” , pas de radicaH * ni de radicalOH ~, donc p, =

H * et plus de radicaD?", donc p, =

(1) fournit 1 radic&DH ~ et 1 radicalH *
(2) fournit 1 radicdH *
(3) fournit 1 radicDH ~ et 1 radicalO?™ |

HE
2L
i

eton adong, =




2) Matrice A telle quep,,, = Ap,, .
0, radicauxO?” donnento, radicauxOH ~ et 0, radicauxH * dans la réaction (1),
(oh),, radicauxOH ~ donnent(oh), radicauxH ™ dans la réaction (2),
h, radicauxH * donnenth, radicauxOH ~ et h radicauxD*" dans la réaction (3),
O o,,=h, B) 0 15 B) 0 1E
Ona donc:E(Oh)n+1 =0, +h, soit p,,, =1 O 1rp,, doncA=[1l O 1[.

H1n+1:0n+(0h)n B]‘ 1 OH B]‘ 1 OE

-A 0 1
3) detA-Ald)=|1 -A 1|=-AA*-D+(1+A)=—-(A+D(A?-A-1). Les valeurs
1 1 -
propres déA sont: =1, 1_£/§ , 1+2\/§ et doncA est diagonalisable. Il existe donc une matrice
P
ol o0 0 g
inversible telle queA = PBO # 0 Bj_l et par suite
0 0
Jo o ¥
0 2 O
Et—l)“ 0 o U
J5f] 5
A" = PB 0 > E 0 B:’_l. Deés lors,p, = A"p, = A" D[ s'écrit, en notant
O O HoF
|:| + 5 i |:|
40 ° HeHE
2
a a" T B (-)"u E
u u n
—_ @ 1 ||E -1 HJ 1 1 E n - |:| - \/g |: .
P=mb b b'reeP =v v V', A'0OF=P 5 V[ et par suite
© o ot wow wk oy O . C
+ SE C
W
2 §"F

o, =au(-1" +a'vE%£H +a''w +2\/§§

soit 0, =a(-D" + 'BE‘%\EE + VE-‘-Z\EE aveca, B,y trois constantes réelles.




4) On détermined, 3,y avec les conditions suivantes:

0
O 0, =1l=a+p+y O a+p+y=1
Epl=0=—a+l_\/§ﬁ+l+\/§y d’'ol %_\/3,8+3+\/§y:1 ce qui fournit enfin
s, B e

- a=
502:1:a+325ﬂ+3+25y -

soit

I et :LL
25 VT o0
B 1 |:| _\/g n ) +\/§ n[

on—z—\/g J5+1) 5 H+(\/§ 1)@%@%

Ra: Il fallait peut-étre se contenter de vérifier gge= O n'était pas possible dans le systéme précédent, puis
dire quey >0, cary <0 conduirait a0, <0 pour N assez grand, ce qui n'a pas de sens dans I'expérience

étudiée. Mais alors la question (5) est un peu redondante...

5) La suite(0, ),y tend vers+ oo quandn — +co. En effet

1-45 = 0,62<1 implique ~5
2 2
1+2\/§ =1,62>1 implique %\E

Partie lll: Diffusion d’'un gaz

Dm—»o et

0 [T — +co  ce qui démontre le résultat annoncé.

I Il

1) Soit P = (pi’j) une matrice dél, (R) dont le terme générique ef ;. NotonsQ, = PB, .

r
Le terme générique d@, estq; ; (n) = Zl P by ().

r
lim g; ;(n) = Zl P, b ; =0 ; terme générique de la matri€g = PB.
n-oo ! — ’ ’ ’

Donc(PB, ) converge verd?B. Méme type de calcul pour justifier q8,P) .y converge vers

BP.
Conclusionsi (B, ),y converge verd alors (PB,) v et (B,P).on convergent ver$Bet BP.

H 1
2) SoientQ:EF3 2[, I:% OE, R:%I

%



Q est diagonalisable car symétrique réetletQ — Ald) = % -A g @%g et les valeurs propres de
[l

° e
i

ol

5 1
Q sont doncg et —E. Des lors il existeP inversible telle quéQ = PP

B o -
:PDD O
EO

et par suite

HL

B’ +=PBP" avecB, =

0
0O 6 D ﬁ
. 0 0 0 _
Mais alors(B, ),y converge ver OE (PB,) . converge verd OE: OE ot enfin
0 0 0
(PBn)P_1 converge ver% O%_l = % OE soit LITO Q"= OE

3) ¢ Les valeurs propres de— Q sont: 1—2 = l et 1+ L Z

6 6

0 n’est donc pas valeur propre tie- Q, donc| —Q et inversible.

e Ona(l —Q)(I +Q+Q%*+...+Q") =1 —Q™" et donc d'aprés ce qui précéde
im(l —Q)(I +Q+Q*+...+Q") =1 et par suite
lim (1 -Q™ (1 -Q)U +Q+Q* +...+Q"))= (I ~Q)™ en appliquant (1) avec

P=(1-Q etB, =(1 —Q)(I +Q+Q? +...+Q") et on a donc finalement:
im(l +Q+Q* +..+Q") = (1 -Q)

cnlr—\

O

:
L
L
;

. 0
4) calcul delim A". A peut s’écrire par blocs sous la form@:= g E On a alors:
N oo

0
2= en faisant un produit par blocs.
(1+Q) |

3 _E? OE o " _E? Q" OE
= et plus généralemer\” = de sorte que
(I1+Q+Q?% | (1 +Q+Q*+.Q"™) |

o 0 o 0
A '%?(l -Q)* l%’%“ Q)

5) Notonsg,(n), g,(n),q,(n),q,(n) les quantités de gaz contenues dans les résepjrKR,, R,
R4

au bout den heures d’évolution du systéme. On aura au boytde 1) heures:



0 of

£+ = 6,0 =260 -6, + 2 6, ()
odR

6 2 (n+1)

SR

1
O 1 1 1 %
Fe(+) =6, -6 -26M+>aM mnng 5 5 O Oqm,mc
B A (n+1) = 4, (n) + = gy (n) ! égs(”*l)m_gi 0 1 o%m
B ? 4(I'l+l) Eﬁ 1 4(”)
5 Ay (N+2) =, (M) + 2, () S0 1@

HlE

c’est a dire, avec des notations éviden@s; = Aq,. On en déduig, = A"q, = %

F

Ell 0 Oor
g, a donc une limite quantl — oo qui est g = 1 [ On doit calculer(l —Q)™.
HE0-Q7 | %

0z -if N

(I_Q):%l EZE de sorte quél — Q)™ = 7% 2%—?g BE et enfin
2 3

NIAN|wWO O
R O O
o o
gty

mnjnampmin s L
111
g

. o . 4 3
Conclusion au bout d’un temps infini, il N’y aura plus de gaz déjsetR,, etil y aura7| dansR; et 7|

dangR,.

Partie IV: Un cas plus général

1) Pour montrer qu’une valeur propre de est aussi valeur propre dA, on montre queA et ' A ont le
méme polynome caractéristique. Or en effigt(A— Ald) = det( (A—Ald)) = det(A-Ald) .

2) Soit X un vecteur propre dé associé A : XZ 0 et AX=AX.
Soity un vecteur propre deA associé J: y#0 et tAy =uy.
Supposongd\ # U, et calculons YAX qui est un nombre réel, donc qui sera égal & son tranposé.

d d
YAEYAXEAYX =AY Xy et (YA X AY="XUy =H'xy = uZ XY,

L'égalité des deux quantités, av&c U , implique ! yx=0.




3) A admetd valeurs propres distinctes, do¢ est diagonalisable.
On suppose de plus ql;\ni:| > |)\2| >...> |)\d| .

Soit X, un vecteur propre dé associé 3, et Y, un vecteur propre deA associé a .

a (X,y)- tyx est un produit scalaire siR? , c’est en effet le produit scalaire qui fait de la base fixée de
R? une base orthonormée.

b) Une famille de vecteurs propres #e, associés a des valeurs propres distinctes, est une famille libre.
(X,1 X,,..X4) est donc une famille libre dR", elle possédel éléments dans un espace de dimension

d,

1 d
c’est donc une base &' .

c) Soity, un vecteur propre deA associé ;. Onaquedk #Zi,'y. X, =0 c'est a direy, est
yl i y| k yl

orthogonal &, . Sion avait égalemeﬁtyi . =0, on aurait quey; serait orthogonal a tous les
vecteurs

d'une base dR", donc serait le vecteur nul, ce qui n'est pas le cas. If)ypq =a #0,eten
prenant

yi = 3 on aura:y'; estun vecteur propre dé associé 4, et'y' x =1.
a'i
Conclusion:On peut donc choisir la famillgy,, Y,,...Yy) de telle sorte queLli D{].,Z,..d} ,
tYi X =1.

4) Oi D{].,Z,..d}, on poseA =Xy, .
* Soiti#j AA =x'"yX 'y =x0y; =0.
e soit 1i<sd AZ=x'yx'y, =xly, =x'y, = A.

d d
5) * Pour montrerZ A =1 il faut montrer queZ A agit sur tout vecteur de la bab¥,, X,,..X;)
1=

comme le fait I'identité, c’est a dire laisse invariant chaxjueOr en effet

d d d
EZA ka) :szityi B(k = in(tyixk) =X, car'y,% =0 pouri # k.
= |:| | = |:| 1=
d

* Pour montrerZ A A = A on procéde de la méme fagon:
1=

d d d
EZAiA ka) = EZAiXityi B(k = ZAiXi (tYiXk) = A X = AX, cafd.
= |:| I = |:| 1=

6) CalculdeA". Les matricesA et A, commutent entre elles d’apres (4). Par consequent:

d d d
A? = EZ)MA g = Z)\?Az +2 ZAi)\jAAj = Z)\?A en appliquant (4).
I=! U 1=] i [E

1<i<y=d



d
Par une récurrence immédiate on montrerait4lie= Z)\i"A :
1=

d
7 1n A" = Z%%‘A Or pouri = 2, <1, etpar suite%%‘ -0 .
Aj_ = 1 1 n- oo

. 1 n
Conclusion:— A" - A

n-oo
1

1

d
8) Reprenons la formuld\" = Z)\i"A :

s A =1
s |Al<1
n'a pas de lijtestl car A #0

* Si |)\1| >1 alors A" ne peut pas converger, car sion a/Alt — B on auraitin A" - B soit
n-oo n-oo

1

* Si |)\1| <1 alors |)\i| <1 pour i = 2 etalors A" converge versgp

B B
PR A or e 0 alors queA, # 0 d'ou la contradiction.
n- o n- o
1 1

0 pour A O
Conclusion: A" converge poun, D]— 1,1] vers[] P ! ] 1'1[
0A pou A =1

9) On retrouve certains résultats des parties | et Il grace aux résultats précédents.

* Pour la partie |
Les valeurs propres d& étaientl—~/2 et1++/2 doncA, =1- J2 et A =1+ V2, donc

:

B2 F

-~ Vecteur propre deA associé d + \/E . =20 + B =0. On prendray, = EQ\:F L pour que

2 1 1
'yv.x, =1. Dés lorsA = —[=
Y% A E{@E 20

n
A" ne converge pas, mais———

AP
(1+ \/E)n n?oo A&

-- Vecteur propre dA associé d + \/E . =20 + 2 =0. On prendrax, =

RS

111
T

2

i
C eton aque
:



= = = [ L et on retrouve que
@++2)" EE @+2)" Ej EMD 1 1 1 (1“5)E
V2 2 V2

Un V2
v, -

* Pour la partie Il

Les valeurs propres d& étaient —1, 1_£/§ , 1+2\/§ et on a donc:
A =1+2*/§, A, =-1, et A, =#.

n

Comme précédemme/" ne converge pas, mais——— — A
+4/50 "
2
0
1+ f a+y=0 A++/5F

-- Vecteur propre déA associé al-l-—\/g E On prendrax, = [(B+ \/g[
2 1+ \/_
=0 B+5E

-

1+4/5 grl+£/_a+ﬂ+y=0 Br5L

- Vecteur propre deA associé &———: [] ! \/— fournit LI+ \/_ L mais alors
+

g - 25B+v=0 B+5F

J+5F Bv5E
[B++/5L.OL++/5C= (3++/5)1++/5 +1++/5 +3+/5) = (3++/5)(5+3./5) = /5(14+ 6y5)

38t st
BrsL

et on choisira dongy, = [1++/5C pour que' y; X, =1. Dés lors on a:

J5(14+65) 6\/5) Es */_E



Hl+\/§ H8+4\/§ 6+2+/5 8+4\/§E
a:;EBH/E +5 1+45 3+\/§):—E14+6\/§ 8+45 14+645C
J§(14+6J§)Eg+£ J§(14+6\/§)§4+6£ 8+ 445 14+6\/§E

A"00
0, 8+4/5 6+25 8+4.5
o 1 0 8 ! E’L4+6\/§ 8+ 4.5 14+6\/§%&E

qoh,0- —=——~=
N=TN VBA+6VE) R +
E‘%a‘ E‘%E‘th Al H4+6/5 8+4/5 14+6J5HpF

et on a donc que
0, _ 8+4f5 _42+5) _2(2++5) _2(2++5)15-75) _ 2(-5++/5) _5-1
+\/ga‘ "-=\5(14+6/5 30+14/5 15+745 -20 - 20 25

Ainsi

2

—_ + —_
Cestadire 0, = \/g 151;\/3@ et onretrouve lavaleurdg , Yy = \/E 1

oo 2[5 2 25

Partie V: Etude d’'une population
Je décide de définir les choses ainsi:

a,, b,, c, sontles nombres d'insectes étant respectivement dark feannée, 2™ année, 3°" année
de vie au cours de 'année 1, aveca, = b, = ¢, =1000.

eme

Au cours de cetté année, c’est a dire au cours de I'annédin®

* LescC, insectes qui sont dans |eBF"™® année donnent naissanc€insectes qui seront dans lelir*®
année au cours de I'anngée-1, puis meurent.
* Parmi lesb, insectes qui sont dans leBF™ année, tous donnent naissance & un insecte qui sera donc

. b .
dans s4%" année au cours de 'annéet 1, et seuIsZn seront dans leu8®™ année au cours de

'année
n+1.

. . . ere 2 a'n a'n eme -
* Parmia, les insectes qui sont dans léuir annee,? meurent et? seront dans leu2™" année au

cours de 'annéa +1. Par suite on a:



]

11
@nﬂH % n H @n E
|:‘pn+j_ D: 0 n D: Al:bn |:
(2
&n+1 H D 1 n H &n E
+ 2 °H
4
-A 1 1
det(A-Ald) = % A 0|=-A-=(-A —1) =-A° +A +% dont les racines sont:
0 1 -A
4
A= —& 0-080, A, = —%, et A= Ll [00,30. Nous sommes donc dans le cas ou
A" 5 0 et donc[b (O On va donc vers I'extinction de cette vilaine espéce d'insectes..

=+, ET”EbE

Fin.



