Banque PT 1999 : Mathématiques 11-B

Premieére partie

1 La droite vectorielle de base €3 et le plan de base
(é1,€3) sont stables par f

1 010
Eirx'Ey=[0]x(0 1 0)=10 0
0 0 0

1 2a 0 1 0 0
F=(0 1 0 et 'tF=1[2a 1 0| =G
0 0 1 0 0 1

f(e3) = e3 donc la droite vectorielle de base €3 est stable par f.

o O

d’on

f(e1) = ei et f(e3) = 2aeq + €3, vecteurs qui constituent une famille généra-
trice et libre (base !) du plan vectoriel image du plan de base (€7, €3), sont
des vecteurs de ce plan. Par suite, le plan vectoriel de base (€1, €3) est stable

par f.

2 Les valeurs propres {y;}1<;<3 de go f sont stricte-
ment positives

1 0 O 1 20 0 1 20 0
GxF=[2a 1 0]x|0 1 0]=1]2x 4a°+1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1—A 20 0
det(Gx F—A3)=| 200 402+1-=X 0
0 0 1—AX

det(GxF—\3) = (1=-X)[(1-X) (402 +1-X)—4a?] = (1-N)[A\*—2(202 +1)\+1]
Le discriminant réduit du polynéme entre crochets est :

A = (202 +1)? —1 = 402(a® +1).

Comme Vo2 = |af, I'ensemble des valeurs propres (réelles) de go f est donc
{202 + 1+ 2]alva? + 1,202 + 1 — 2|alva? + 1,1}, ou encore : {2a% + 1+
200/02 + 1,202 + 1 — 20/02 + 1,1},
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Le produit des 2 valeurs propres qui ne sont pas égales & 1 vaut 1 comme
produit des zéros d’un polynéme du second degré, et sont donc de méme
signe. Or, au moins une des deux est strictement positive (évident sur les
formules ci-dessus). Donc les 3 valeurs propres sont strictement positives et
on peut donc les numéroter de sorte que gy > po. De plus pipe = 1 = us.

3 Vecteurs u] = aeq + €3 et up = beq + €3

a) Relations sur a et b pour que 4} -ux =0 et f(uy)- f(uz) =0

w1 — ae1 + €3 et up — bey + €3, donc w1 - us — 0 si et seulement si ab+1 — 0.
f(ui) = af(ei) + f(€2) = (a +2a)ei + €
f(uz) =bf(e1) + f(€e2) = (b+2a)er +é3
f(uy) - f(us) — 0 si et seulement si ab+ 2a(a +b) +402+1 =0
Donc ui -u2 = 0 et f(ui) - f(u2) = 0 si et seulement si :
ab—+1 = 0
{ab+2a(a+b)—|—4a2+1 =0
ce qui équivaut & :
ab = -1
{a+b = —2a

Donc uy - uz = 0 et f(ul) - f(u2) = 0 si et seulement si a et b sont racines de
I’équation 22 + 2ax — 1 — 0, soit :

{a,b} = {—a+Va2+1,—a— Va2 +1}
b) Détermination de a et b pour que B et (f(ui)), ;.5 soient

des bases orthogonales

Si Uz = €3, U] = a€1 + €3 et up = béq + €3, alors U3 est orthogonal & 47 et 43.
Pour que (u1, u2, u3) soit une base orthogonale, il faut et il suffit d’avoir :

i - 0
De méme (f(1;));<;<3 est une base orthogonale si et seulement si :
f(ui) - f(uz) =0

Par suite les deux propriétés sont acquises simultanément si et seulement si
a et b prennent les valeurs trouvées dans la question précédente.

Nous avons alors le déterminant des vecteurs de la base B dans la base
canonique By :

0
det g, (B) = 0Ol=a-0
1

o~
(==
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Donc B sera de sens direct si et seulement si a > b, donc si et seulement si

a=—-a+vVot+1letb=—a—+va?+ 1. Dans ce cas,

W = (—a+va?+1)e +e;
uwpr — (—a—+vVa?+1)er+é;

Uz — €3

4 B est une base de vecteurs propres de go f

go fu1) = (—a+vVaZ+1)(€ +263)+ 2061 + (40 + 1)€3)]
- (a+va2+1)é +[202 +1+2ava? + 1)é
Or (2% + 1+ 2ava? +1)(—a+ Va2 +1) = a+ Va2 + 1, donc 4j est un
vecteur propre de go f de valeur propre 202 + 1 + 20v/a? + 1.
De méme :
go fuz) — (—a—+va®+1)(e +26) + [2a€1 + (402 + 1)é3]
= (o — Va2 +1)e + 2% +1 —20va? + 1)é3

Or (202 +1—2ava? + 1)(—a — Va2 +1) = a—+va?+ 1, donc 4} est un
vecteur propre de go f de valeur propre 202 + 1 — 20v/a? + 1.
FEvidemment, 43 est un vecteur propre de g o f de valeur propre 1.

— L

1

[y

5 Valeur de 0 telle que s = r,! o f soit symétrique,
de valeurs propres > 0

Avec les conventions de ’énoncé :

cos@ —sinf 0
Rg — | sin0 cosf@ 0

0 0 1
cos@ sin@ 0 1 2 0 cos 0 200c080 +sind 0
S =1 —sinf@ cosf 0 0 1 0]=1|-sinf —2asinf@-+cosf@ 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
S est symétrique si et seulement si 2acos f + sinf = — sin § c’est-a-dire si et
seulement si sin@ = —a cosf. Alors :
cos 0 acosl 0
S=| acos® (2a%+1)cosf 0
0 0 1

L’équation caractéristique associée & § est :

cosf) — A acosf 0
acos (222 +1)cos@—X 0 |—=0
0 0 1—A
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soit :

(1—=X) [((20[2 +1)cosf — A) (cos@ — \) — a? cos? 0} =0
(1= 2)(A? = 2(a® + 1) cosd A+ (o + 1) cosf) — 0
Résolvons I’équation A2 — 2(a? + 1) cosf A + (a® + 1) cosf = 0.
A = (a? +1)%cos?0 — (a® + 1) cos? 0 = a?(a® + 1) cos? 0 > 0.
LLes valeurs propres autres que 1 ont le signe de la somme des racines soit de

T
cos 0. Pour qu’elles soient positives, il faut choisir § dans }—5, 3 [, soit :

0 = —arctan(a)

Deuxiéme partie

1 FEtude de suites

Opy — f(Omg), Ominy1 — g(Op,) et Jan — f(OmMiny1), avec :

1 20 100 1 20
F—l0o 1 0], G2 1 0] e aGr—[2 5 0].
00 1 00 1 00 1

p =3+2v2, g =3 —2y2 et pz = 1.

o= (\/5 — 1)é1 + €3 est vecteur propre de g o f de valeur propre f.
1y = (—V2 — 1)éi + €3 est vecteur propre de g o f de valeur propre po.
u3 = €3 est vecteur propre de go f de valeur propre uz = 1.

a) Etude des suites (z,),en et (Zn)neN

Zo = 20, les deux suites (25),,eN et (2n) ey SONt constantes, tous leurs termes
sont égaux a zp.

b) Etude conjointe des suites (m,),cy et (Pn),eN

Op,, — f(O_;nn), donc pour tout entier n > 0, 9, = Yn.-
Omny1 = g(Op,,), donc pour tout entier n > 0, Tpt1 = Tn.

Par suit i et seulement '<~ ) t( )
ar suilte $n neN COnVerge S1 et seulement s1 .’I)n neN COnVerge e yn neN

converge si et seulement si (g]n> N converge.
ne
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2 Etude de la suite convergente (m,,), .y

a) Om est un vecteur invariant par go f

Pour tout entier naturel n, go f(Omy) = OMpy1, d’ot :

{.’,Un+1 = Zn + 2y
Yn+1 — an + 5yn

Par suite si (mn> oy Converge vers m de coordonnées (x,y, z), on aura :
n
r = x + 2y
y = 2¢ + oy
z = oz (= 20)
Done Ormn est invariant pargo f.

b) Définition géométrique de m

On en déduit que Orn est un vecteur propre de go f de valeur propre 1. En
résolvant le systéme précédent, on trouve que m est nécessairement le point
de coordonnées (0, 0, ).

3 FEtude de la matrice M/

xl T
M, 1Iz — yqlz - Q~ ! Yn
2 Zn

a) Identification de M/

M/, représente la matrice de Om,, dans la base B.

b) Relation de récurrence liant M, et M}
Comme O_7’nn+1 =go f(O_’;nn),

M1 = Mp(go )M,

g 0 0
M'llz—i—l— 0 pe 0 |M,

c’est-a-dire :

0 0 M3
3+2v2 0 0
M, = 0 3—-2v2 0| M)
0 0 1
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Par suite 2, 1 — (34 2v2)2,, ¥h11 — (3 —2V2)y,, et z},,1 — 2/, et donc

@, — (34 2V2)"ag
Un = (3= 2v2)"y

2! = zg

¢) Condition nécessaire et suffisante pour que la suite (M,;) N

soit convergente
Comme 3 + 2v/2 > 1, pour que (Mé) N Converge, il faut et il suffit que

zgy = 0. <y’ll>neN tend vers 0 et (z;) = (26

neN )nGN.

4 FEtude de la suite (M) pen

a) Condition nécessaire et suffisante pour que la suite (mn> N
ne
converge

La suite (mn> N converge si et seulement si zf = 0 donc si et seulement si
ne

mgo appartient au plan TT engendré par u3 et u3.

Son équation est donc :

r —v2—-1 0

Y 1 0
Z 0 1

=

c’est-a-dire :
z+(V2+ 1)y =0
b) Les points m, et p, appartiennent a des droites

Si g appartient & Il sans appartenir a la droite vectorielle de base (€3),
alors g + (v/2 + 1)yo = 0 sans que (2q, %) = (0, 0).

Alors pour tout entier naturel n, 2, = 0 donc wn+(\/§—|—1)yn =0etz, = 2.
Donc les points m,, appartiennent a la droite (A) dont les équations sont :

(A){w+(\/§+1)y ~- 0

z = 20

Quant aux points py, ils appartiennent a la droite (A’) = f(A).
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c) Construction géométrique des points m, et p,

10

1 m(n+1)
-1 p(n+1)

—2- (Delta)

p(n) m(n)

(f(Delta))

Si mg est un point de 11 tel que zg = 0, Omg = yh @ (yh £ 0) et pour tout
entier naturel n, Omy, — (3 —2v2)™yo iy = (3 — 2\/5)”0_’;710

Donc m, se déduit de mg par une homothétie de centre O et de rapport
(3 — 24/2)". Bien entendu, my, 1 se déduit de mn, par une homothétie de
centre O et de rapport (3 — 2v/2).

Pour tout entier naturel n, les points m, (notés «m(n)» sur le dessin) ap-
partiennent a la droite A (notée «(Delta)» sur le dessin) du plan z = 0,
dirigée par le vecteur ¢ = (v/2 + 1)&; — &, passant par O.

La droite A’ (notée « (f(Delta)) » sur le dessin), ensemble des points p,, (notés
«p(n)» sur le dessin), est une droite du plan d’équation z = 0 dirigée par le
vecteur f(t) — (V24 1)é&1 — (21 + &) — (v/2 — 1)& — &, passant pas O.
Pour chaque valeur de n, g, = y, car la deuxiéme ligne de F est [0,1,0]. py,
est le point de A’ ayant la méme ordonnée que m,,.

D’autre part, les abscisses de p,, et m,41 sont égales, donc la droite p,my41
est paralléle & ’axe des . On peut donc obtenir myy1 & partir de p, en
cherchant l'intersection de A avec la paralléle & Oy passant par p, (voir le
dessin).
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Troisiéme partie

1 Etude des endomorphismes définis positifs

a) Si un endomorphisme est défini positif alors ses valeurs
propres sont strictement positives

A étant une valeur propre de ¢ et Z étant un vecteur propre de ¢ de valeur
propre A,

@) =2-(A\E) =\N&-Z) >0
Comme &+ & > 0 (car & étant un vecteur propre est différent de 0, on a bien

A > 0).

b) Si les valeurs propres d’un endomorphisme ¢ sont stricte-
ment positives alors il est défini positif

¢ étant un endomorphisme symétrique, il posséde une base propre orthonor-
male (U7, U2, U3) associée (respectivement) aux valeurs propres réelles (A1, A2, A3)
supposées ici strictement positives.

I étant un vecteur non nul de R3, il existe trois réels x1, 2 et 23 non tous
nuls tels que & — x107 + XoUs + T3Us.

Alors

H(F) = P(@1U1 + @2Vy + 23U3) = M@1V1 + Aot + A32373
et
- (f)(f) = )\1513? + )\2113% -+ )\3513% >0
Donc ¢ est défini positif.

¢) go [ est symétrique et défini positif

Mp(gof)=Gx F='F x F.

Alors G x F) ='"F x'G =G x F = Mp,(go f)

Donc g o fest un endomorphisme symétrique.

Soit #Z un élément quelconque de R® : Z = 2167 + 2065 + x3€3.
Alors (g o f)(Z) a pour matrice

x1
(*FF) | 2
z3
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et donc

1
Z-(go f)(Z) = (z1 a2 wg)-tFF(wg)

z3

. ((m1 9 ws)tF>(F(i;)>

x3

— t(b‘(i;)) F(i;))
. e @

(Produit scalaire de f(Z) avec f(Z))
Comme Z #£ 0 et det(f) >0, f(Z) £0

f(@) - f(@) >0

et donc :

Finalement,
Z-(go f)(Z) >0

et donc g o f est un endomorphisme symétrique défini positif.

2 Etude d’une famille orthogonale (@), ;.

a) Si (ﬁi>1<,<3 est une base orthogonale de vecteurs propres

de go f, (f(’lfi)>1<.<3 est aussi une base orthogonale

On désigne respectivement par A1, Ao et Az les valeurs propres de 7, s et
3. Les réels A1, Ag et A3 sont strictement positifs.
Pour tout couple (i,7) tel que 1 <i<3,1<j<3eti#j,

faw)- fay) = (FU) < (FUy)
= "W x'"F X F xUj
= Ui(A\U;)
= )\thin
— 0

Donc (f(ui))lgigg est une base orthogonale.
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b) Si (ﬁi>1<,<3 et (f(a’i)>1<,<3 sont des bases orthogonales, alors

(Ui)lsigs est une base de vecteurs propres de go f

Pour tout couple (4,7) tel que 1 <i<3,1<j<3eti#j,

€ (go f)(i;) = tUz’ (GF)U;

= ( 'F) - (FU;)

- UF Uz) (£'U;)

= (Uz) /()
Par suite (go f)(4;) a des composantes nulles sur les @; pour i £ j. Donc u;
est un vecteur propre de go f et (11’1) est une base de vecteurs propres

1<i<3

de go f.

3 Etude d’une base orthonormale de vecteurs propres
B = (i;),<;<3 de g o f, de valeurs propres u;

3
a) Démonstration de ‘FF — ZuiUitUi

=1

Soit h I'endomorphisme de R® de matrice dans la base canonique :

3
— Z Uit U
=1

Calculons la matrice de h(ux) dans la base canonique pour tout entier k,
1<k <3,

3
M. (h(iix)) = > us(UitUs) Uk—Zuz i("UiUk) = iU
=1

i=1
Donc
h(tix) =y = (g o f)(Uk)
h coincidant avec (g o f) sur une base de R® est égal & (go f). Donc :

3
tIPF’:ZEE:LM[htCQ
i=1

3
b) Calcul de S* avec S => NU'U; et A\s = /i

i=1
Posons I — {1,2,3}.
> NNUIUUG U,

(i)l
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Pour j — i, tU;U; — 1 et pour § /£ 4, 'U;U; — 0 puique la base (ﬁi)1<,<3 est

orthonormale. Donc

S* = > ANUIUUSU; ='FF
(i.4)€r?

L’endomorphisme s de matrice S est un endomorphisme sy-
métrique, défini positif.

3
tg _ ot T
S g; i Us UZ)
= ZM t<UitUz)
=1
= i )\Z UitUi
g — g

Donc s est un endomorphisme symétrique.
Soit Z un élément quelconque de R® @ @ = z1u) + 2oUh + x3us.
La matrice de s(Z) dans la base canonique est :

MBC(S(f)) - (i AiUitUi> (i kak> = i AiwiUi
=1 k=1 =1

car pour k # i, tU;Uy = 0 et pour k = i, tU;U; = 1, comme ci-dessus.

Alors : ; s R
- S(Cf) - (Z fl;kUk) X Z )\Z{ISZ‘UZ' - Z )xﬂ)?
k=1 =1 i=1

Donc s est un endomorphisme symétrique défini positif.

4 Décomposition de f en la composition d’un en-
domorphisme symétrique défini positif et d’une
rotation

a) R= FS~' est une matrice orthogonale

R~ FS~ldonc 'R~ %(S~1)'F — S71 I} car S est symétrique.
Donc :
R'R = F ST 871K
= F(ST)?iF
= F(S$)TF
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Comme S%2 ='F F,

R'R = F(FPPp)iF
= Fplp)iE

Donc 'R = R™! : R est orthogonale.

b) Décomposition de f en la composition d’un endomorphisme
symétrique défini positif et d’une rotation

F = RS est équivalent & f =ros.
R étant une matrice orthogonale, r est une isométrie de R?,

1

det(r) — det(R) — det(F) x det(S™1) — SUEYEN
1A2A3

det(F) >0

Donc 7 est une isométrie positive de R®, donc une rotation vectorielle.
(On a déja montré dans la question 3.b de la troisiéme partie que s était un
endomorphisme symétrique défini positif.)

5 Expression de R a P’aide de @) et ()

a) B’ est une base orthonormale de R?

Pour 1 <14 < 3,
T(Tfl) = ’U/i
r étant une isométrie, transforme une base orthonormale en une base ortho-

normale.
Donc B’ est une base orthonormale de de R®.

b) Expression de R a I’aide de Q et @'

R peut étre interprété comme la matrice de passage de la base B 4 la base
B

@ est la matrice de Idps (application identique R3 — RB), I’espace de départ
R® étant rapporté a la base B, lespace d’arrivée R? étant rapporté a la base
B, puisque les colonnes de @ contiennent les composantes de (1, w2, U3)
dans la base B..

(@")~! est la matrice de Idps, I'espace de départ R? étant rapporté a la base
Be, l'espace d’arrivée R® étant rapporté a la base B’, puisque les colonnes
de @' contiennent les composantes de (12’1, '(;’2, 1;’3) dans la base B..

Donc

R=Q x'Q
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6 Image par f d’une sphére centrée en O et de
rayon p

f transforme le vecteur & = z1t1 + 22Uz + 23Uz en le vecteur § = y1u/1 +
yg’u/g + yg’u/g tel que y1 = A\1x1, Yo = oo, Y3 — Asxs, donc :

v

Yo
:Al s —_—

f— y_g
A2

T —
A3

X9 et x3

m tel que Om = & appartient a la sphére de centre O et de rayon p si et

seulement si :

2 2 2 2
rit+x3+ax3=0p

donc si et seulement si :

=1

y3 v N v
(M1p)2  (A2p)?  (Aap)?

dans la base B'.

Donc I'image par f d’une sphére centrée en O et de rayon p est un ellipsoide
de centre O dont les axes sont portés par les axes de coordonnées du repére
(O, B'), les longueurs de demi-axes étant A1p, Aop et Azp.

Appendice : procédure en langage Maple V pour le
dessin de la question 4.c de la deuxiéme partie

FHHH R R R R R R R R R R R R R

figl:=proc()

#H R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R

# Programme MAPLE V pour d\’essiner une figure pour la

# question II.4.c de 1’\’epreuve II.B de la banque PT 1999.

# Mode d’emploi : sous Maple V (pour MSDOS et MS Windows *)

# read ‘T:\\monrep\\M99DT2Fc.txt"‘;

# o\‘u T:\monrep\ est le chemin d’acc\‘es MSDOS du fichier, puis

# fig1();

# Mode d’emploi sous Maple V (unix, Linux, FreeBSD,...)

# read ‘monrep/M99DT2Fc.txt°;

# o\‘u monrep est le chemin d’acc\‘es unix du fichier, comme

# /home/daniel/tex/d836 puis

# fig1();

FHHHH R R R R R R R R R R R R R R R

local g_1,g_2,g.3,g_4,g_.5,g_m_n,g_m_npl,g_p_n,g_p_npl,g_delta,g_deltap,\
x_m_n,y_m_n,x_m_npl,y_m_npl,x_p_n,y_p_n,x_p_npl,y_p_npl,\
x_delta,y_delta,x_deltap,y_deltap;
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with(plots):

# Si on veut faire des essais sur ’ecran, commenter interface,
# cad les trois lignes suivantes. Pour obtenir un fichier

# PostScript, d\’ecommenter ! Pour modifier le dessin, etc...
# changer \‘a votre convenance suivant 1’0S, les chemins...
#interface(plotdevice=postscript,\
#plotoutput="‘/home/daniel/tex/d836/M99DT2Fc.eps‘,\
#plotoptions=‘noborder‘):

# les 2 droites Delta et Delta’
g_1:=plot((-1/(sqrt(2)+1))*x,x=-1..10,y=-5..1,scaling=CONSTRAINED) ;
g_2:=plot((1/(-sqrt(2)+1))*x,x=-1..10,y=-5..1,scaling=CONSTRAINED) ;

# \’Etiquette pour le point m(n)

x_m_n:=8.0:
y_m_n:=evalf(x_m_n*(-1/(sqrt(2)+1))):
g_m_n:=PLOT(TEXT([x_m_n , y_m_n-0.50], ‘m(n)‘));

# \’Etiquette pour le point m(n+1)
x_m_npl:=evalf(x_m_n*(3-2*%sqrt(2))):
y_m_npl:=evalf(y_m_n*(3-2*sqrt(2))):
g_m_np1:=PLOT(TEXT([x_m_np1+0.80 , y_m_npi], ‘m(n+1)‘));

# \’Etiquette pour le point p(n)

y_p-n:=y_m_n:

x_p_n:=evalf (y_p_n*((-sqrt(2)+1))):
g_p_n:=PLOT(TEXT([x_p_n + 1.0 , y_p_n-0.50], ‘p(n)“));

# \’Etiquette pour le point p(n+1)
x_p_npl:=evalf(x_p_n*(3-2*%sqrt(2))):
y_p_npl:=evalf(y_p_n*(3-2%sqrt(2))):
g_p_npl:=PLOT(TEXT([x_p_npl + 0.7 , y_p_np1-0.40], ‘p(n+1)));

# \’Etiquette pour la droite Delta
x_delta:=x_m_nx*x0.6+1.0:

y_delta:=y_m_n*0.6:

g_delta:=PLOT(TEXT([x_delta , y_delta], ‘(Delta)‘));

# \’Etiquette pour la droite Delta’
x_deltap:=x_p_nx*1.440.70:
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y_deltap:=y_p_n*1.4:
g_deltap:=PLOT(TEXT([x_deltap , y_deltap], ‘(f(Delta))‘));

# trac\’e de la droite m(n)p(n)
g_3:=PLOT(CURVES([[x_m_n,y_m_n],[x_p_n,y_p_nl]l)):

# trac\’e de la droite m(nt+1l)p(n+1)
g_4:=PLOT(CURVES([[x_m_np1,y_m_npi], [x_p_npl,y_p_np1]])):

# trac\’e de la droite m(n+1)p(n)
g_5:=PLOT(CURVES([[x_m_npl,y_m_npl]l, [x_p_n,y_p_nll)):
display([g_1,g.2,g_3,8_4,8_5,g_delta,g_deltap,g_m_n,g_m npl,g_p_n,g_p_npll):

end;
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