Banque PT — Math II-B

I. Préliminaires.

1 V(z,y) € B2 |z+yl? = (e +yz+y) = (z,2)+ (@9 + (y.2) + (1. y) = 2> + 2(x,y) + [ly[|* don

¥(@.y) € B2, 2z,y) = o +y]? — |2l — lly[* |

2. a. Si{z,y) =0, 'inégalité & prouver est triviale.
Sinon, = # 0g et A?||z|? + 2\ (z, y) + ||ly||? est un trindme en X qui ne prend que des valeurs > 0 pour tout
A de R, car c’est |[Az + y||?. Donc son discriminant est < 0. Dans les deux cas,

@,y € B2, [(z,9)] < |lall |||

b. Dans le premier cas I’égalité a lieu si et seulement si x = 0g ouy =0p.

Dans le second cas 1’égalité a lieu si et seulement si le discriminant est nul, ce qui équivaut pour le trindome
a I'existence d’une racine double Ay, qui vérifie donc : Aoz +y = 0p.

Dans les deux cas :

‘L’égalité a lieu si et seulement si la famille (z,y) est lide. ‘

c. Soit C([0, a], R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, a], & valeurs réelles. (f,g) — [ fg est

une application de (C([0, a], R))2 dans R qui est :

— symétrique (commutativité du produit de fonctions);

— linéaire & gauche (calcul dans l'e.v. et linéarité de I'intégrale);

— définie positive : Vf € C([0,a], R) \ {0}, [ f? > 0 par le théoréme de stricte positivité des intégrales.
Cette application est donc un produit scalaire sur C([0, a], R) et grace a 1'inégalité de Schwarz, on a :

/Oaﬂt)g(t)dt‘ < \/(/Oan(t)dt> ([ o).

1 1
3.Vx e B, o¢(z,0p)= 3 (N?(z +0p) — N*(z) — N*(0g)) = —§N2(OE).
© est linéaire & droite donc ¢(z,0g5) = 0. D’ou N(0g) = 0.
1
Ve e E, ¢z, —x)= { 2 (N?(0p) = N*(z) = N*(=z)) = =N?(z) car N(~z) = N(z)

Zo(x, ) (linéarité a droite)
Donc, comme N est & valeurs positives : N(x) = \/p(z, z).

Y(f,9) € (C([0,a],R))?,

‘ N est la norme hilbertienne associée a . ‘

II. Equivalence de normes.

1. L’image du segment [0, 1] par ’application continue p est un segment [po, p1]; comme pour tout = de [0, 1],
p(x) >0, [po, p1] C R et en particulier po > 0.

De méme, 'image du segment [0, 1] par I'application continue ¢ est un segment [go, ¢1] inclus dans Ry car
pour tout z de [0, 1], g(x) > 0.

‘H existe trois réels positifs pg, p1 et g1 tels que : Vo € [0,1], 0<po <plx)<p1 et qz)<q. ‘

2. a. L:vw fol fv est une application de H dans R; on a déja rappelé au I.2.c qu'une application du
type (f,g) — foa fg est bilinéaire; la linéarité de L en résulte.

L est une forme linéaire sur H.
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b. On vérifie comme au I.2.c que (u,v) — fol uv + u'v' est une application de H? dans R symétrique et
linéaire a gauche. Elle est positive, grace a la positivité de I'intégrale. Montrons qu’elle est définie : soit
u € H tel que fol u? +u'? = 0. Alors comme la fonction u? + u/? est continue et positive sur [0, 1], par le
théoréme de stricte positivité des intégrales, Vo € [0,1], u?(x) +u?(z) = 0. Les deux termes de la somme
étant > 0, on a nécessairement Vo € [0,1], u?(x) = u?(z) = 0 et en particulier, u = 0.

‘ (-,-) est un produit scalaire sur H. ‘

c. On vérifie comme ci-dessus que (u,v) — fol quv + pu'v’ est une application de H? dans R symétrique,
linéaire a gauche et positive. Montrons qu’elle est définie : soit u € H tel que fol qu?> + pu'? = 0. On
en déduit : Vo € [0,1], q(x)u®(z) + p(x)u'?(z) = 0. Les deux termes de la somme étant > 0, on a
nécessairement Vo € [0,1], p(z)u?(z) = 0 et comme p(z) # 0, c’est v'(x) qui est nul. Donc u est une
fonction constante. Comme u(0) = 0, c’est la fonction nulle.

‘ b est un produit scalaire sur H. ‘

3. a. On peut appliquer I'inégalité du I.2.c avec a = 1 a la fonction f et a toute fonction v de H :
1 12 , | 1/2
o= () ()"

1/2
Comme v'? > 0, f v? < fl v2 +v'2 d’ol a fortiori, en notant v = (fol f2) :

[3v=0, weH, |LE) <]

1/2 1/2
b. Par I'inégalité de Schwarz : |b(u, v)| < /b(u,u)b(v,v) (fo qu? + pu’ ) (fol qu? +pU’2) _

fol qu® +pu'? < fol qu?+pu'? < 5]01 u? +u'? = 6||ul|? avec § = max(p1,q1) > 0. L’autre intégrale se majore
de méme, donc :

(36 >0, V(u,v) € B2, [b(u,v)] < olfulJo]. |

4. a. Pour toute fonction v de H, et pour tout x de [0, 1] : v(z) + Jov o V' (t)dt  donc

Dl = [ v O] < (7 100" (7 v a2 < vE (o <>dt) doi

1
Vv € H, Vz € [0,1], v*(z) §x/ V2 (t) dt.
0

b. Pour toute fonction v de H, ||v||* = fo v (w dx—i—fl 2(x)dr < fo ( fl V2 (t )dt) dx—i—fo t)dt =
(foxdx—i—l) Loty dt =2 [ '2()dt
Do ol < %2 [0t < § 2 p(000)dt < 2 (a07(0) + pO0(0) = 20(0,0)
3
Vo e H, pollo]* < Sb(v,v).

5. Si uy et ug sont des fonctions de H vérifiant : Yo € H, b(uy,v) = b(uz,v), alors Vo € H, b(u; —uz,v) =0
donc u; —ug € H+* = {0y }. Donc

6. a. Une fonction u est dite de classe C! par morceaux sur [0, 1] 8’il existe une subdivision o = (zi)o<i<n
de [0, 1] telle que pour tout i de [1,n], la restriction de u & |a;_1,x;[ se prolonge en une fonction de classe
C! sur [z;_1,;]. o est alors dite adaptée & u.

Si w et v sont dans G, v’ et v’ sont continues par morceaux sur [0, 1] et on étend la définition de (u,v) par

(u, v) Z/ )+ (£)v'(t)) dt ol (xi)o<i<n est une subdivision adaptée & uv + u'v'. On peut
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montrer de plus que Z / )+ () (¢ )) dt est indépendante du choix de la subdivision adaptée

a uv 4 u'v', et on peut encore noter (u,v) = fol uv +u'v’.
On définit de maniére analogue b(u, v) avec u et v dans G.

b. Siv e G vérifie b(v,v) =0, alors » ;" ; f;;l qu? +pv"? =0 ol (z;)o<i<n est une subdivision adaptée
qu? +pv'?. Cette somme de termes > 0 est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, donc Vi € [1, n],
f;;l qu? +pv'? =0 ol v désigne par abus le prolongement continu sur [z;_1, x;] de la restriction de v’
& ]z;—1, ;. On en déduit, de méme qu’au IL.2.c. que v est constante sur chaque intervalle [z;_1, x;]. Par

continuité de v, cette constante est la méme sur chaque intervalle de la subdivision, et comme v(0) = 0, v
est la fonction nulle sur [0, 1].

I1I1. Equation de Sturm-Liouville.

1. Dans le cas particulier p: x +— e *, g=0et f: x — —2ngmcos(2nomrz), I’équation —Cf—z(pu') +qu=f
s’écrit %(e‘”u') = 2ngmcos(2nomx) dott: INER, e *u’ =sin(2nogmz) + A puis
u' = sin(2nomz) e*® + X e®”.

f e2n0TIT AT {0 — +21 e(a+2n0ﬂ'z)z d’oit
nomt
: az _ ax 2nom ax
[ sin(2noma) e** do = m sin(2nomrz) e* — TN cos(2n07rx) e et
— « 3 ax 2nom QT 2
U= iz sin(2nomz) e* — T inT cos(2nomz) e @y A S +p, (\p) €RAE
A 2
L. .. . N a + = 2+7}1[;:T772
Les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0 conduisent & ¢ O
Ao 4= 2o o
a 2-i-4n 2
. . . _ _ 2nom .
qui a pour unique solution p =0, A = ey sl Donc :

u = et (ﬁnﬁw? sin(2nomz) + Cﬂi’i#(l — cos(2n07rx)))

2. _C?_I(lpul) —1i-qu =f d0n1c pour tO;lt vde H, — fol %(pu')v + fol quu = fol fv, et en intégrant par parties :
— [pu'v]y + f, (pu')g—; + [y quv = [, fo.
v(0) = v(1) = 0 donc le terme tout-intégré est nul; il reste fol pu'v' + quv = fol fo, soit b(u,v) = L(v).

‘ (1) et (2) impliquent (3). ‘

Si u est solution de (3), alors b(u,v) ne dépend que de v; on a done, si ug est aussi une solution de (3),
b(u,v) = b(ug, v) pour tout v de H. D’apres le IL5., on a u = ug, d’olt 'unicité. Comme il est admis que le
systéme constitué par (1) et (2) posséde au moins une solution,

‘ (3) admet une unique solution u dans H. ‘

3. a. Avec u solution de (3), on a, pour tout w de H :
J(u+w) = $b(u+w,u+w) — L(u+w) = 1 (b(u,u) + 2b(u, w) + b(w, w)) — L(u) — L(w)

= (3b(u,u) — L(w)) + (b(u, w) — L(w)) + 2b(w, w) = J(u) + £b(w, w) > J(u)
Il en résulte, en posant w =v —u :

\VoeH, J(u) <J()|

b. Avec ug € H tel que Vv € H, J(ug) < J(v), on a, pour tout réel \ et tout w de H :
J(uo + Mw) — J(ug) = lb(uo + Aw, ug + Aw) — L(ug + Aw) — J(up)

2 (b(uo, uo) + 2Xb(ug, w) + Ab(w, w)) — L(ug) — AL(w) — J (ug)
2b(uo, uo) L(uo)) — J(ug) + Ab(ug, w) — AL(w) + ’\—;b(w, w)
= A\(b(uo, w) — L(w)) + )‘—;b(w,w)

m02dt4cb.tex - page 3



Donc, pour tout A de R, )‘;b(w,w) + A(b(ug, w) — L(w)) > 0. Pour w # 0, on a un trindme en A de

signe constant donc son discriminant est < 0, ce qui équivaut a (b(uo,w) — L(w))2 < 0 soit encore a
b(ug, w) = L(w). Si w = 0, cette égalité est encore vraie donc :

\Vwe H, blug,w) = L(w). |

4. a. Pourtout wde W: w—u= (w—mw(u))+ (mw(u) —u) avec w —mw(u) € W et mw(u) —u € Wto
donc par le théoréme de Pythagore : b(w —u, w —u) = b(w —mw (u), w — 7w (v)) +b(mw (v) — u, Tw (u) — u)
d’ot :

Vw e W, blw—u,w—u)>b(rw(u) —u, mw(u) —u).

b. u désigne toujours une solution du probléme de Sturm-Liouville, et uy est un élément quelconque de G.
Condition nécessaire : si uw = mw (u), alors uy € Im(my ) = W.

De plus, en notant z = u — uy, 2 est dans W donc pour tout v de W :

b(u,v) = bluw + z,v) = b(uw,v) + b(z,v) = b(uw,v). Comme u vérifie (3), on a b(uw,v) = L(v).
Condition suffisante : si uy € W et b(uw,v) = L(v) pour tout v de W, alors, en posant z = u — uyy,
b(z,v) = b(u,v) — b(uw,v) = L(v) — L(v) = 0 pour tout v de W donc z € W+*. On a u = uw + z avec
(uw, z) € W x Wb donc uyy est le projeté orthogonal de u sur W pour le produit scalaire b : uy = my (u).

uwy € W

Etant donné uy dans G, il y a équivalence entre : uy = 7w (u) et {Vv W, bluw,v) = L(v)

c. uw désigne ici Ty (u), et on a : uy = Zle ;.
En appliquant la propriété : Yo € W, b(uw,v) = L(v) pour v = ¢;, (i € [1,d]), on a :
Vie[l,d], b (Z;l:l ap;, <pi) = L(y;) donc, par linéarité a gauche et symétrie :

(a1, ..., aq) sont solutions du systeme : Vi € [1,d], 25:1 b (@i, ;) aj = L(pi) (4).

La matrice B de ce systéme est la matrice de la restriction de la forme bilinéaire symétrique b a W dans
la base (¢i)i1<i<a- En notant V' le vecteur colonne des coordonnées dans cette base de v € W, on a :
BV =0=tWBV =0« b(v,v) =0= v =0 car b est définie. Donc rg(B) =d et

‘Le systéme (4) est de Cramer. ‘

IV. Approximations de la solution u.

1. a. Courbede ¢; : [0,1] — R
T — { 1— @ six € [xi_1,$i+1]
0 sinon
1 +£
[0) Ti—1 Ti41 1

b. Commengons par constater que pour tout ¢ de [1,n], ¢; est dans G, donc W,, = vect(y;)1<i<n €st un
1 sii=yj

sous-espace vectoriel de G. De plus, pour tout (i,7) de [1,n]?, pi(x;) = {0 .
sinon
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Donc, si ¢ = > 1 1 tipi, on a: p(z;) = t;.

‘Vi e [L,n], ti=plx;). ‘

Supposons que 'on ait Y., t;0; = 0. Alors, d’apres ce qui précede, pour tout ¢ de [1,n], t; = 0g(2;) = 0.
Donc la famille (¢;)1<i<n est libre.

‘ (¢i)1<i<n est une base de W,,. ‘

c. Soit (i,7) de [1,n]? vérifiant |j — i| > 2. |z;—1, i1 [N[zj-1, 2j41] = 0 donc p;(z) # 0 = ¢;(x) =0 d’oun
pour tout z de [0, 1], ¢;(x) ¢;(z) = 0.

Sur [0,1]\ {zo, ..., Znt+1}, chaque fonction @; est dérivable et on constate de méme que pour tout x de cet
ensemble, p;(z) ¢} (z) = O

1
Donc b (p“ (p] Z"+ o qpip; +p(pz(pj = 0.

¥, 5) € [1,n]? tel que |j — i > 2, blps, ;) = 0]

1 .

5 osiw€lrig,
2. a. ¢} est Vapplication de [0, 1]\ {z;—1, Z;, z;+1} dans R définie par : z — L sizelry, wig]
0

sinon
Avec p(z)=e * (a«#0)et g=0,0n a:

Ti41 Com ] Tit1 . .
o) = [ fremerde = e [-52] 7 = (e < omemen) =y (ememDh — emaliriy
—ai « e~ 2sh(ah) —aj
:16 h(h h):sag) ih_
(Pz 1, 9i) / e dx = # (e—azi —eTTi-1) = 04}7,2 (e—aih _ e—a(i—l)h)
ah —a(z 1/2)h( —ah/2 _ eozh/Q) — _QSh(ic}yL}ZL/Q) e—a(i—l/Q)h-
D’ou :
IMeD o gisy
. ) — 1+
Vi) = —72“1&32?/2)@‘“7)" siijet]j—il<1
sinon
b. Dans le cas n = 2, le déterminant du systéme (4) est :
b(e1,01) blp1,92)| Me““h —we—?ﬂh/2
b(ga, 01)  b(p2,92) M —sah/z 2shah) 2
46—2ah sh(ah) _ sh(ah/Q)e_ah/z Je—3h ) )
a2ht | —sh(ah/2)eh/? sh(ah)e—h = o (sh®(ah) — sh®(ah/2))
de—3n 324¢~

= T sh®(ah/2) (4ch®(ah/2) — 1) =
On retrouve bien que le systéme est de Cramer.

=3 sh?(ar/6) (4ch®(a/6) — 1) # 0

3. a. Remarquons au préalable que pour tout ¢ de [0,n + 1], w,(x;) = u(x;), donc w,, est une fonction
affine par morceaux qui interpole u aux points de la subdivision (;)o<i<n+1-
Pour établir I’égalité, comparons les dérivées des deux membres sur |z;_1, z;[.

D’une part : Vo € [z;_1,2;], u(z)— wn(z) = u(z) — (u(wi—1)pi—1(z) + u(z;)p;i(x)) donc :
Vo €lzimy, zf,  (u—wy) (z) =v/(z) — +(—ulzi—1) +ulz)).
D’autre part : (t,y) — f; u’(2)dz = u'(t) — v/ (y) est une fonction continue sur [x;_1,2;]%. Il en résulte,

par le théoreme de continuité des intégrales & parametre, que la fonction ¢ : ¢ +— f;;l ( f; u”(2) dz) dy est
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continue sur [z;_1, z;]. Par le théoréme fondamental du calcul intégral, il s’ensuit que la fonction ¥ : x +—
1z 1 , , , 7.
# [y, ®(t)dt est de classe C' sur [2;_1, 7], et que pour tout = de [;_1, 2] :

W)= bo) = 3 [ ([T az) dy=E 2 ()~ () dy = w(e) — b (u(e) — ulei).
On a donc, pour tout x de Jz;—1, 2;[, (u—w,) () = ¥'(z). Comme u—w, et ¥ sont continues sur [z;_1, ;]
et que (u—wy)(zi—1) = ¥(x;—1) =0, on a bien (v — wy)(z) = ¥(z) pour tout z de [x;_1,z;].

1 xT X t
Vo € (o1, 3], u(®) —wa(z) = E/ (/ (/ u”(2) dz> dy) dt.
ZTi—1 Ti—1 Yy
b. Supposons y < t. Alors, en adaptant le I.2.c. (borne 0...) :
t t 1/2 t 1/2 z; 1/2 x; 1/2
/ u'(2)dz| < (/ 1dz> (/ u"?(2) dz> < (/ 1dz> (/ u"?(2) dz)
Y Yy Yy Ti—1 Ti_1

. 1/2
< 12 </ U"Q(z)dz> car [y, ] C [zi1,i].

On arrive & la méme majoration si y > ¢t. Donc, pour tout z de [x;_1, ;] :

. _ _ 1/2
u(z) — wa(x)| < £ [ (f;; [ (2) dz‘ dy) at< i [r (fffl <h1/2 (f; u"(z )dz) > dy> dt
) 1/2 1/2
< % ;71 <h3/2 (f;;l u"Q(z) dz) > dt = h1/2 (f : ) //2( )dz) (.Z‘ _ xi—l)

. 1/2
< h3/? (/ u?(z) dz) .

Vo € [zimy, i),  |u(®) —wa(z)| < B3/ (/

c. On a vu au a. que pour tout = de Jzi_1,z;[, v/ (z) —w)(z) = ¥'(z) = + [ (fyz u”(2) dz) dy et
1/2
(fzil u"?(z )dz) ,ona:
) 1/2 ) 1/2
W (@) — wl@)| < k[0 R (f Cu(a)de) Ay = ([ () ds)

~ xT
comme, grace au b., | [/ u”(z)dz

i—1

. 1/2
Vo €lzion, i,  |W/(x) —w!(z)] < h1/? (/ u?(2) dz) :

i—1

4. Notons pour abréger M; = f * 4"?(z)dz. En utilisant les majorations des deux questions précédentes :
lu = wn)|? = S L7 (w0 — wy) 2 (W —wp)? < I ORIMG + M = Y h(RAM; + hM;) =

h2(h2+1 Zn+1 fzw 112 dz_hQ(h2+1 f uIIQ dZ

Comme h < 1 5;0naa fortzom :
h
o=l < 22 ([ ey a2)
0

Interprétation : la suite (wy)n>1 converge vers u au sens de la norme ||.||, donc aussi au sens de la norme

1/2

v — 1/b(v,v) (puisqu’on a vu au II. que ces normes sont équivalentes).
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