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PROBLEME.
Soitl, l'application définie sur I'ensemble R,[X] des polynômes de degré inËrieur ou égal à

n, à coefficients réels par la relation :

fn@: o
âvÊç8@ = llrt** l)+P(El.

l. Montrer quief, est un endomorphisme de R"[X].
2. Soient P un élément du noyau defn et § et Tles polynômes définis par :

§(,1) : P(x) - P(q,r(n : P(x) +P(0).
a. Prouver par récurrence que pour tout entier naturel n,

b. Démontrer que pour rour 
"n 

,", nurlÏ) 
: (-1)'P(0)

S(2k):0'T(2k+ 1) :0'
c. En déduire que le noyau defn est réduit au vecteur nul et quef, est un automorphisme

de R,ffi.
3. Soit (E*)««, la famille de polynômes définie par:

V/r e {0, 1,...,n| fp : J)t@).
Justifier que la famille (Er)o**", est une base de R,l,Y].
Prouver que :

i. V/r e {0,1,...,n)
ii. .Oo : 1.

E*(X+ l) + Ek(x) : 2X.

iii. Pour tout k de {1,2,...,n| Etest de degré fr et que Er$) +87.(0) : 6.

iv. Pour tout k de {1,2,. . .,nl le polynôme dérivé E'r de Ep vérifie : Eï: 7ç go-r.

c. Calculer explicitement les polynômes 81,82,,83, puis donner les valeurs de
E'(q,E2(0),Er(0).

Montrer que :

V/r e {0,1,...,n) ErQ -E : Çl)kEr(X).
En déduire que pow tout entier naturelp non nul :

EzpQ) : Ezp(t) : Ezp-tfll : O.

Utilisez la formule de Taylor pour prouver que :

E,(n: » ( f)toO>x*u.
Ê0

En déduire l'expression explicite du polynôme Ea.

Démontrer que pour tout entier naturel n non nul :

n-l

E.(o): _*»(i)ruo,
t=0

a.

b.

4.

5.

6.

7.

8. Donner l'expressio:r explicite du polynôme.E5,
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PROBLEME.

Indice de concentration d'une variable discrète.
SoitXune variable aléatoire réelle discrète positive, définie sur un espacs probabilisé

({l,B,p), de fonction de repartition F16, admettant une espérance Ë(,Y) non nulle, d'univers image
X(O) : {xr ( tz (. . . ( "r,}, n étant un entier naturel non nul.

Le plan étant rapporté à un repère orthonormé (Ou,Ov), pour tout entier I compris enfie 1 et
n, on note Miles points de coordonnées (u;,v;) tels que

(i

| ",:Zpfx: rol : Fx(xi)
) k-t

l.-i$-.-,,,--,
| ', 

: Eln Z.*rPL : xk)

t "\," k:t

on appelle courbe de Gini de x, la ligne polygonale obtenue en joignant les points
O,M1,M2,...,M, et on appelle Indice de concentrationle réel I(X) égal à deux fois l'aire de la
portion de plan comprise entre la diagonale du carré unité et la courbe de Gini.

On rappelle que l'aire d'un trapèze est donnée par la formule :

Ajre du trapèze - (Grande base + Petite base).hauteur 
.

2

I . On suppose que X suit une loi de Bernouilli de paramène p.
a. Représenter la courbe de Gini de X.
b. Monker que son indice de concentration est égal à I - p.
c. SoientXr etXz deux variables aléatoires, indépendantes, suivant la même loi de

Bernouilli queX.
i. Donner la loi de la variable VYr - Xzl.
ii. Montrer que :

r(h : E(Wt {zl)
2E{x)

2. On suppose maintenant que X suit une loi uniforme d'univers image X(O) : <l ,2, . . . ,nl .

a. Démontrer par récurrence que :

S *, - n(n+ t)(2n + l)
*--__-__6-.

b. Exprimer, pour tout entier i compris entre I et n , les réels z; et yi en fonction de j et de
n.

c. Vérifier que pour tout entier i compris entre 1 et n - I :

V;a1*V;:##

d. En déduire quel'Indice de concentrationdeXest égal à:I(n:+
e. SoientXr etXz deux variables aléatoires, indépendantes, suivant la même loi uniforme

queX.
i. Donner la loi de la variable l& * Xzl.
ii. Montrer que :

, v\ - E(l\ - Xzl)r\'a'' - *-zET 
rnt rrnaz leTournez la page s.v.p.
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Indice de concentration d'une variable exponentielle.
SoitXune variable aléatoire réelle suivaut une loi exponentielle de paramètre I > 0, de

densité/. On note F'/ l'application réciproque de la restriction de la fonction de répartition Fx
de Xaux réels positifs ou nuls.

On définit les fonctions Qx et hrpar :

vxe[0,+col 8x@):#lmA*
Vx e f0,1[ hx$) = Qx(r]@))

1.

2.

Rappeler l'expression de la fonction de répartition de X.
Justifier I'existence de fj et montrer que :

vx e [0,11, r?(x) : -*h(1-x).
Exprimer Q*$) en fonction du réelr ) 0.

En déduire l'expression de hx en fonction du réel.r.
Montror que I'on peut prolonget hxpar continuité en l. Le prolongement est-il dérivable en

1 ? Que dire de la demi-tangente à la représentation graphique de à; au point 1.

Calculer la dérivée de ftx sur I'intervalle [0, 1[. Dresser le tableau de variation de hx.
Montrer qae hx est convexe sur [0, ] [.
On appelle courbe de Gini de X ,lareprésentation graphique de hx relativement à un repère

orthonormé (Ox, @).Donner son allure.
On appelle Indice de concentration deX, le réel I(X) égal à deux fois l'aire de la portion de

plan comprise entre la diagonale du carré unité et la courbe de Gini.
a. Calculer(X). 

+æ

b. Montrer que l'intégrarc [ Q*$)llx)dx est convergente et que :

o*

r(x):t-rlQx@)JU)dx.
0

3.
4.
5.

6.
7.

8.

9.


