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EXERCTCE 1.

§oit n un entier naturel non mrl, on considère E : RrtX] l'espace vectoriel sur lR
des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

Pour tout entier naturel j, aî note PU) h dérivée j-ièrne de p.

On définit la famille de polynômes (P1,)o.u*, par :

Po(X) : I et Vlr e {1, ..,n} , Ph6)- '({;k!*
1. (a) Prouver que la farnille (Po, Pt,..., Pn) est une ba.se de ,8.

(b) Montrer que pour tout entier k appartenant à {1, .., n} , on a :

Pi,6+1) :Pr-t(X)

puis, pour tous les entiers /c,i vérifiant 1 ( 7 < k < n, donner une
relation entre pf) 6) el Pk-j(X * j).

(c) Soit P €. E, justifier l'existence d'un (n * l)-uplet (or, or, .., an) € Rr.+1
tel que :

p : aopo * a1p1+ ... + clnpn :ÿooru
k:0

Vj e {0, l,..,nI , PU)(j) : *i.

Ainsi on a établi la relation :

vP e .8, P: É p@g)pn.
l:0

On considère l'application u définie sur E par :

VP e E, z(r)(X) : P'(X + 1).

(a) Etablir que u est un endomorphisme de.E.

(b) Ecrire la matrice A de l'endomorphisme u d.ans la base (po,pt,,,.,,pn)
de,E.



(c) Determiner le rang de A ainsi que ses valeurs propres.

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ? ({Ine réponse o,rganxentée
attend,ue)

On définit sur ^E x E l'application (.,.) p* ,

I
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-r)

V(P, A) € E x E, (P,81: É ptt)17r;qtt)(r).
Ic:0

(a) Démontrer que (.,.) définit un produit scalaire sur .8.

(b) Justifi.er que la famrille (Po, Pt,..., h) est une base orthonormale de E.

EXERCICE 2.

On considère :

o la fonction rp définie sur IRi par :

vt e 1R|, p(t) : exP (ü) - 1

t

o la fonction ÿ définie sur IR.i par :

vteRi, ü(t):t-+-h(r).

r U l'ouvert de IR.2 défini par :

-'("* (ï)

U:]0,+*[': {(r,y) c]R, I r>0etg>0}.

o f : u --+ lR la fonction déûnie sur l'ouvert t/ et à valeurs réelles par :

Y (r,y) e U, f @,ù : rÿ - g, : exp (yln(r)) - exp (rln(g)) 
"

où exp(s) dêsigue l'exponentielle du réel s c'est-à-dire que exp(s) : es. on
admet que 

"f est de classe C2 gur [J.

L'objectif de cet exercice est de prouver que la fonction / n'admet aucun extremum
sur U.

1- Etudier les variations de t/ sur R|, calculer ÿ(1) et prtuiser le signe de ü,

Tournez la page s.up.
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Prouver la comrergence de la sêrie »+ et calculer sa somme.
n)-L

*oo

Soit ü € Ri.Exprimer ta somme Ë # en fonction de p(r) etln(t). On

ad,mettm la conuergence d,e cette"s*,e,

Justifier que :

Vt e 10,1[, ,p(t) < tn(r), Vr e ]t,**[, 9(r) > tn(r).

5. Soit
si:

(r,y) e U. Montrer que (r,y) est un point critique de / si et seulement

( *>1, a>t;
I

j tn(r)ln(y) : 1.

I y"-' : sa-L h(r).

6. Soit (*,u) e [/ un point critique de /. Justifier l'existence d'un réel t € Ri
tel que :

I * :exp (t) , u :*, (;) 
'(

I e(t) : In(r).

Prouver que (e, e) est l'unique point critique de /.
En comparant les signes des fonctions ü r-+ l@," * ü) et t r-+ f(e*t,e),
justifier que .f n'admet aucun extremum sur [/.

PItOBLEME
La partie I consiste à justifier que les variables Yn: max(Xr,..,Xn) & Zo --fL 1).

» + possèdent la même loi lorsque (Xr, .., X,) est une famille de mriables aléa-

-o
i.:1
toires mutuellement indêpendarrtes suivant la même loi exponentielle de para,mètre
1.

La partie II a pour objectif d'établir que, pour chaque variable aléatoire X pos-
sédant une densité / avec / continue sur R1 et 1 nulle sur IR* , il n'existe aucune
variable aléatoire Y à densité dérivable g sur R.*, nulle sur Ri et vérifiarrt g-d : l.
La partie IIÏ consistera à étudier les valeurs propres et vecteurs propres de l'application

7.

8.
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linéaire introduite à la partie II..
Les parties f, II et III sont largement indépendantes.

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un même espace
probabilisé (CI,1., P) .

Soit X une variable aléatoire, rappelons que :

o Fx désigne sa fonction de répartition défi.nie par : Vü € IR., Fx(t): p(X ( r).

o X suit la loi exponentielle de paramètre o e ]0. *oo[ si et seulement si sa
fonction de répartition est définie par :

( g siü<o;Fx(t): 
{, -exp (*at) si ü ) o.

où exp(g) désigne l'exponentielle du Éel y c,est-à-dire que : exp(g) : sa.

On considère une suite (X"),,.p* de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes suivant la même loi exponentielle de paramètre 1. Pour tout entier naturel
n non nul, on note Y, et Zn les deux variables aléatoires définies respectivement
par :

Yn : max (X1, X2, .., Xn) : 
rurë,Xr,

7 X, _X, *...*{" _$æ

où max(Xr,..,Xn) désigne le maximum des valeurs de X1 ,..,Xn.
Pour finir, on désigne pæ fn Ia fonction déflnie sur IR pa,r :

! f"A): o si t < o;

t /"(r) : r,. exp (-ü) (1 - exp (-r))"-t si ü ) 0.

1. On considère un tableau X de nombres réels de taille 2011 (c'est-à,-d,ire <<X: arraa[l...2011] of real>>) préalablement rempli.

(a) Ecrire un prograrnme en Pascal calculant et affichant les réels :

Tournez la page s.v.p.

max (X [1] , x [2]) et max (X [1] , x [2] , x [3]) .
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(b) Ecrire un programme en Pascat calculant et a,ffichant le rêel :

max (X [1] , x 121,,..,,x [2011]) : ,&3îr, (x [i]) .

2. (a) Pour tout réel ü, exprimer le réel Fv^(t) à l,aide des réels Fr.(ü), ... )

F**(t).
(b) Pour tout réelü, donner alors I'expression de Fy"(t) en fonction de ro et

t en distinguant le ca.s f < 0 et le cas t > 0.

(c) Vérifier alors que la fonction /, est une densité de probabilité de la
variable aléatoire Ç.

3. (a) Préciser la fonction de répartition de la variable aléatoire lry+.
n*l

(b) Démontrer que L+ est une variable aléatoire à densité et proposer- n|l
une densitê dn+t.

i
4. Pour tout réel r, vérifier Oue : / ??. exp (rzt) (t - exp (-t))"-' 4g : (exp(s) - 1)" .

0

5. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, Zn est rrne
variable aléatoire à densité dont /" est une densité. Indication : Pour

l'héréüté, on renxarquero, que Zy ,. - 7 * Xn+l.
z*1 - ""- îT1.

PAIïTIE II. Existence et unicité de la solution
d'une êquation diffêrentielle.
On désigne par .E l'ensemble des fonctions / continues de [0, *oo[ dans ]R telles

*oo
r

que l'intégrale I V(t)ldf cornerge. On admet ç5re E est un lR-espace vectoriel.
J
0

Pour toute fonction / appartenant à E, on considère l'équation diffêrentielle

(Dù,a-v':f
dont I'inconnue est la fonction ÿ : R+ --+ iR qui est dérivable sur IRa. On fixe dans
cette partie une fonction / appartenant à .8. Pour tout rêel positif û) on note :

+oo
r

kr@): exp (r) / "*p 
(-t) l(t)dt.

J
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1. Soient g,ÿ deux fonctions appartenant à.8, dérivables sur lRç et vérifiant
l'équation (D7). On introduit la fonction â définie sur 1R". par :

Vr € IRa, h(r) : (p(*) - rlr@))exp (-r)

(a) Prouver que la fonction h est constante sur JR1.

(b) En utilisant le fait que la fonction p - 4) appartient à ,8, montrer que

9:ÿ.
Nous avons ainsi établi qu'il existe au plus une solution dans E à
l'équation (27) lorsque f e E.

*oo

2. Pour tout réel positif r, justifier la convergence de l'intêgrale [ "*, (-t) ltt)dt.
J

+oo
t'

3. Etablir que la fonction ky : î. r* exp (e) / .*p (-t) f tt)dt est dérivable sur
J

IRç et que : r

Vr € IR.,., kt@) - rc\(r): f (*).

4. on suppose uniquement dans cette question que "f est à .yaleurs dans lRa
c'est-à-dire que :

Vr€lR+, f@)à0.
(a) Vérifier les relations suivantes :

*oo

(o) : Vr€R+, 0(ky(z) ç [f(r)ot,
J^

AA
@) : yA€ R+, I n,ç*1a* : kilA)- kr(o) + [ f@a*

o{
*oo

(b) Prouver que l'intégrale I nrç*1a*converge et que :
J
0

I n,ç*1a. : | ,r- exp (-r)) f (r)d,r.
00

Tournez la page s.v.p.
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On revient au câs général où / : IR+ * IR prend des valeurs non nécessaire-
ment positives.

*oo
r

Montrer que f intêgrale I lkt@)ldr converge.
t,

Soit X une variable alêatoire possédarrt une densité / avec / continue sur
1R.1 et / nulle sur IRi.

Justifier qu'il n'existe aucune densitê g dérivable slrr JR*, nulle sur lRi et
vérifiant g - g' : / sur JRa.

A la partie If, on a établi que si / appartient à .8, il existe une unique fonction

*æ

lcy : rl-+ exp (r) [ "*, (-t) l(t)dt
J

appartenant à "E telle que :

k7-ktr:f'
On considère alors l'application p définie sur.E par :

Vf e E, p(l): kr.

1. Etablir que p est un endomorphisme de.E,

Définition : on ili,t que le réel À est ualeur propre de g s'i,I e*i,ste une
fonction f d,e E non id,enüquement nulle telle que p(l): À"f. On d,it que I
est un uecteur propre de g associ,é à, la ualeur propre À et on appelle so,u,s-

espace propre d,e g associé. à 
^ 

I'espaee uectoriel

Ex(p): {f e E telle que ,p(f): xfI
La suite de cette partie est consacrée à la détermination des valeurs propres
et des vecteurs propres de p.

2. Pour tout réel e ) 0,, on considère Ia fonction /, définie sur 1R.". pa,r :

Vr € IRn, l"@): exp(-ar).

Vérifier que .f" appartient à E, que /o est un vecteur propre de p et préciser
la valeur propre associée.
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soit À une valeur propre de <p et I e E un vecteur propre associé à la valeur
propre À.

(a) Montrer que À est nécessairement non nul.

(b) Etablir 
^que / est dérivable et vérifie l'équation diffêrentielle : f, :

('- *) ,

(c) Pour tout réel positif r, donner l'expression de /(r) en fonction de À,
o et d'une certaine constante.

(d) Montrer que À e ]0,1[.

Préciser l'ensemble Sp(g) des valeurs pïopres de cp et, pour chaque valeur
propre À de cp, proposer une base de l,espace propre E»(p).


