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% BANQUE FILIEREPT ¥  Epreuve de Mathématiques I-A
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Les quatre parties sont presque indépendantes:

seule la question 3 de la Partie II fait appel aux résultats de la Partie 1.
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Partie 1

Soient a, b et c trois réels fixés. On définit par récurrence la suite (vn)n>0 de la maniére
suivante: vp = a, v; = b, v2 = ¢ et pour tout n > 0,

— Un42 + Un+1 + VUp
Un+3 = 3 .

Pour tout n > 0, on définit le vecteur

Un+2
Vn = Un+1
Un
On pose également
‘ 1/3 1/3 1/3
A= 1 0 0
0 1 0

1) Montrer que pour tout n > 0, V41 = A X V,,. En déduire par récurrence que pour tout
n>1,
Vo= A" x V.

2)
a) Montrer que 1 est valeur propre de la matrice A.

b) Déterminer les deux autres valeurs propres (que I’on notera A, et A3) de A. Sont-elles
réelles? Calculer leur module. ‘

c) A est-elle diagonalisable dans R? A est-elle diagonisable dans C?

3) 3
a) Montrer que (si n est un entier supérieur a 1) les trois valeurs propres de A™ sont 1, A3
et AZ.

b) En déduire qu’il existe trois nombres complexes a, 3 et v (que 'on ne cherchera pas a
calculer) tels que pour tout n > 1,

Un = a+ AT + A3,
c) Montrer que pour tout z €] — /3,3,

lim z"(vp, — @) =0.
n—>00

Montrer que la suite v, converge vers « et que o € R.
4) On pose pour tout n > 0,

Wn = Un + 2Un41 + 3Un+2-
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Montrer que pour tout n > 0, wp4+1 = wn et en déduire que

a-+2b+ 3¢
a;—G———.

Partie I1

On se donne dans cette partie une suite (un,n > 0) & valeurs réelles qui converge vers un
nombre u > 0. On suppose de plus qu’il existe u €]0, 1] tel que

. Un -Uu
lim =0.
n—oo u®

1)
a) Déterminer le rayon de convergence p de la série entigre ) ., unz™.

b) On définit le rayon de convergence 5 de la série entiére 3 oo (un — u)z™. Montrer que
p2>1/p.
2) Pour tout = €] — p, p[, on pose

U(z) = Z uRx"
n>0
et pour tout = €] — g, g[ on pose
Ulz) = Z(Un —u)z™.

n>0

a) Montrer que pour tout z E] - P, p[,
Uz) = U (z) + .
1-z

b) Montrer que U est continue sur {—1,1] et en déduire que

lim AU(1 = h) = u.
h—0+

3) On suppose dans cette question que la suite (un)n>0 est égale a la suite (vp)n>o définie
dans la partie I et que limy, o0 v > 0.

a) Exprimer pour tout z €] — p, p[, (3 — £ — 2 — 3)U(z) sous la forme d’un polyndme de
degré deux dont on calculera les coefficients (en fonction de a, b et ¢).

b) En déduire ’expression explicite de U(z) et vérifier que

2% +3
lim RU(1 - h) = 220 +3€
h—+0+4+ 6

Partie 111

On fixe dans cette partie un entier £ > 3 et k nombres réels ag, a1, -ag—1. On définit
alors par récurrence la suite (z,)n>0 de la maniére suivante: pour tout j € {0,1,---,k—1},
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‘:Ej = aj et pour tout n > 0, T, est la moyenne des k nombres Z,,,Zpy1, ) Tntk—1 CESL
a dire
_ Tnt+Tpyrt o Tnpk—i
xn+k - .
k

On définit pour tout n > 0, M,, (respectivement m,) comme étant le plus grand (respec-
tivement le plus petit) élément de I’ensemble {z,, Zpn i1, -, Znik—1}- Autrement dit:

Mn = max(xm ZTn+iyr" a$n+k—1)

My = min(xna Tr41s° ", xn-}-k—l)-

1) Montrer que pour tout n > 0, My, > Zpik > my,. En déduire que (M, )n>0 est une suite
décroissante et que (my),>0 est une suite croissante. -

2) En déduire que les deux suites (Mp)n>0 et (Mn)n>0 sont convergentes. On pose alors
L =limpy00 My et I = lim, o0 m,. Montrer qu’alors L > [.
3) Montrer que pour tout n > 0,

M, + (k-1)m,

4) On montre dans cette question par 'absurde que L = [. On suppose donc (uniquement
dans cette question) que le nombre € = L — | est strictement positif.
a) Montrer qu’il existe ng > 0 tel que pour tout n > no,

b) Montrer qu’alors pour tout n > no,
Tn+k 2 l +€/k2.

En déduire alors que pour tout j > no + k, m; >l +¢/ k2. Conclure.
5) En déduire que la suite (zn)n>0 est convergente.
6) On définit maintenant pour tout n > 0,

k-1

Yn = Z(J + 1)$n+j =Zn+2Tp41 +3Tny2+ -+ KTnik—1-
7=0

a) Montrer que pour tout n > 0, Yn41 = Yn-

b) En déduire que
lim 7. = ao +2a1+ 3az+ - - + kag—1
n—oo 1+2+3+---+k )

Partie IV

On se propose maintenant de résoudre le probléme suivant: On se donne une fonction g
continue sur l'intervalle [0,1] telle que

o(1) = /0 o(z)dz,
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et on cherche une fonction f continue sur [0, +oo[ telle que les deux conditions suivantes
soient réalisées:

Pour tout z € [0,1], f(z) = g(z)

Pour tout = > 1,

f@=[ fw.

1) Montrer que si f vérifie les conditions ci-dessus alors la fonction f est de classe C! sur
J1, 400l

2) On définit par récurrence une suite de fonctions g, de classe C? définies sur ’intervalle
[0,1] de la maniére suivante:

i) go(z) = g(z) pour tout z € [0, 1].
ii) Pour tout n > 1, g,(0) = gn_1(1) et g, vérifie pour tout = € [0, 1],

gn(z) = gn(x) = —gn-1(2).
a) Expliciter g,, a 'aide de g,_1.

b) Montrer que pour tout entier n > 1,

9n(1) = g (0) = /O (9n(¥) = 9nr (1)) dy

et en déduire que pour tout n > 0, gn(1) = fol gn(y)dy.
c) Vérifier que pour tout n > 1 et pour tout = € [0, 1],

x 1
(@) = [ onlw)dy+ [ gnr )y

(Indication: On pourra d’abord comparer les dérivées de ces deux expressions).
d) On définit maintenant la fonction F sur [0,+oo[ de la maniére suivante: Pour tout
entier n > 0 et pour tout z € [n,n + 1],

F(z) = gn(z —n).

Montrer que F est une fonction continue sur R*. Montrer que pour tout z > 1,

Fo) = [ Fd.

-1

3) On suppose maintenant que f est une fonction continue sur [0, +o00o[ telle que pour tout
z> 1. f(z)= [ _, f(y) dy. On pose alors pour tout = > 0,

a) Montrer que h est une fonction C* sur [0, +o0].
b) Montrer que h est une fonction constante sur [0, +-o0].



