
Banque <<Agro>> 
A et AE - 0601 

MATHÉMATIQUES 
Épreuve B 

Durée : 3 heures 30 minutes 

L’usage de la calculatrice est interdit pour cette épreuve 

La partie II utilise les notations de la partie 1. Les graphes demandés sont som- 
maires et doivent être r&alisés à même la copie. 

L’objet du problème est l’étude de variables aléatoires réelles, fonctions d’une variable aleatoire 
T de loi uniforme sur 10, l[, (de densite fT = 1 sur 10, l[, et 0 ailleurs), en privilegiant l’aspect 
géorraétrique élémentaire de ces fonctions. 

Rappels et Notations. 

Les variables aléatoires seront notées avec des majuscules d’imprimerie (A,B, . . . 2). 

Si A est une variable aléatoire admettant une densité, on notera fA une de ses densités et FA sa 

fonction de répartition. On rappelle que FA est définie par 

Vu E W , FA(u) = P[A 5 a] = fA @Mt 

et que FA(a) = fA( u en tout point u oti fA est continue. > 

Si A et B sont deux variables aEatoires, on notera FA,B la fonction de repartition du couple 
(A, B) définie par : 

V(u$) E R2 , FA,B(u,b) = P([A 5 a] n [B 5 b]) 

On notera enfin, sous réserve d’existence, E(A), respectivement V(A) et Cou( A, B), l’esp&ance 
de A, respectivement la variante de A et la covariance de (A, B). 

PARTIE 1. 

1.l.a. Rappeler les valeurs prises par FT ainsi que E(T) et V(T). 

1.1 .b. Dans la suite du problème on note U la variable aleatoire 1 - T. Déterminer Fu, 
fu, E(U) et V(U). 

1.l.c. Représenter dans le repère (0, t,u) le graphe de la fonction définie sur 10, l[, et à 
valeurs dans R, qui à t associe l- t et en étudiant l’intersection de ce graphe avec la droite 
d’équation u = ue, retrouver Fu. 

T.S.V.P 
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Notation 
Dans la suite du problème on note X la variable aléatoire X = inf(Z’, U) et Y la variable 
aléatoire Y = SU~(T, U). 

1.2.a Montrer que pour tout y appartenant à IR, on a : Fy (y) = P( [l - y < TJ n [Z’ 5 y]) 
et en déduire les expressions de Fy et ft sur chacun des intervalles ] - oo, 2 [, 14 , 1 [ et ] 1 , 00 [. 

1.2.b Pour tout x appartenant à W, déterminer P[X > x] puis les expressions de Fx et 
fx sur chacun des intervalles ] - 00, O[, ] 0, 2 [ et ] $,oo [. 

1.2.c. Calculer E(X), E(Y), V(X), V(Y) et expliquer d’une phrase pourquoi V(X) = V(Y). 

1.3.a. Reprksenter dans le repère (0, t, x) le graphe de la fonction définie sur 10, l[, et 
à valeurs dans R, qui à t associe inf(t, 1 - t) puis étudier l’intersection de ce graphe avec la 
droite d’équation x = x0 afin de retrouver Fx. 
1.3.b. Retrouver Fy par le même procédé. 

1.3.~. Déterminer le coefficient de corrélation R ~,y et en déduire Cou (X, Y). Ces deux 
variables aléatoires sont-elles indépendantes? 

1.4. Dans cette question on se propose de déterminer et d’illustrer graphiquement FT,u. 

1.4.a. 
on a : 

1.4.b. 

Montrer que pour tout couple de rkels (t, U) vérifiant t < 0, ou u 5 0, ou t+u-1 < 0, 

FT,,u(&~) = 0. 

Montrer que pour tout couple de réels (t, u) vérifiant t 2 1, et u 2 1: on a : 

FT,,u(&~ = 1. 

1.4.~. Pour tout couple de réels (t, U) vérifiant t 2 1 et u ~]0,1[, déterminer FT,-J(~, u). 

1.4.d. Déterminer F~,u(t, U) dans les deux cas restants. 

1.4.e. Fkprésenter dans le plan (0, t, U) les régions du plan définies par F~,u(t, u) = 0 et 
fi,u(t, U) = 1 ainsi que les lignes de niveaux FT,,u = 4, FT,U = 3, et fi,u = 1. 
Indication : On pourra faire apparaître les régions du plan limitées par les droites d’équations 

t=o, u=o, t=1, u=l, t+?J-l=O. 

PARTIE II. 

On considère les variables aléatoires D = $, M = X.Y, 2 = X2 + Y2 et S = Y - X. 

1I.l.a. Montrer que D est compris entre 0 et 1, en déduire que P[D 5 dj = 0 si d 2 0 et 
P[D 5 d’J = 1 si d 2 1. 
II.1.b. Soit d un réel strictement compris entre 0 et 1. Montrer que si 
D=&e,si T>$ alors D=u. 

T I a alors 

T 
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En déduire que 

puis que FD(d) = 2&. 

1I.l.c. En déduire les expressions de FD , fD , puis les valeurs de E( II) et V(D). 
Indication : On pourra calculer E((D + 1)2) et en déduire E(I12). 

11.2.a. Exprimer M en fonction de T. En déduire que pour tout m réel, on a : 

FM(m) = P[T(l -T) 5 m]. 

11.2.b. Etudier la fonction définie sur 10, l[, et à valeurs dans B, qui à t associe t( 1 - t), 
puis montrer que : 

FM(m)=Osim<O, F&m)=l-J~siO<m< a et FM(m) = lsim>a 

11.2.c. En déduire les valeurs prises par fM, puis justifier l’existence et donner les valeurs 
de E(M) et V(M). 
Indication : On pourra utiliser le changement de variable u = JG. 

II.3.a. Exprimer 2 = X2 +Y2 en fonction de ‘7; étudier la fonction définie sur I&l[, et 
à valeurs dans R, qui à t associe 2t2 - 2t + 1 et en déduire que 

Fz(z) = 0 si z 2 f ,Fz(x) = d=si ; <x<l etFz(z)=lsiz> 1 

11.3.b. En déduire les valeurs prises par fi, puis justifier l’existence et donner les valeurs 
de E(2) et V(Z). 

11.3.~. Exprimer 2 en fonction de M et retrouver les résultats de la question II.3.b. 

11.4.a. Montrer que S = Y - X = ] 2T - 11 et par une etude similaire à celle des questions 
II.2.b. et II.3.a., déterminer FS, fs, E(S) et V(S). 

11.4.b. Déterminer la probabilité de l’évènement [M > S]. 

FIN 
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