
HEC III 2007 � Voie Économique � Correction Page 1

Correction HEC III 2007
Voie économique

La correction comporte 19 pages.

Exercice 1

1. Par dé�nition � est une valeur propre de t si et seulement si � est une valeur propre de T: Et

� est une valeur propre de T () T � �I3 est non inversible
() T 0� une réduite de Gauss de T � �I3 est non inversible

Nous avons :

T � �I3 =

0@ 1� � 1 1
0 1� � 0
0 1 ��

1A
L2 $ L3

�

0@ 1� � 1 1
0 1 ��
0 1� � 0

1A
L3  � L3 � (1� �)L2

�

0@ 1� � 1 1
0 1 ��
0 0 � (1� �)

1A
La réduite de Gauss obtenue de la matrice T � �I3 étant non inversible si et seulement si � = 0 ou
� = 1; alors :

sp (T ) = sp (t) = f0; 1g

Déterminons E0 (t) l�espace propre de t associé à la valeur propre 0; avec :

E0 (t) =
�
v 2 R3 j t (v) = 0R3

	
= ker t

Ainsi :

E0 (t) =
�
v = (x1; x2; x3) 2 R3 j x1 + x2 + x3 = 0 et x2 = 0

	
=

�
v = (x1; x2; x3) 2 R3 j x1 + x3 = 0 et x2 = 0

	
= Vect((1; 0;�1))

Comme le triplet (1; 0;�1) est non nul, il constitue une base de E0 (t) qui est donc de dimension 1:
D�autre part :

E1 (t) =
�
v 2 R3 j t (v) = v

	
= ker (t� idR2n+1)
=

�
v = (x1; x2; x3) 2 R3 j x2 + x3 = 0 et x2 � x3 = 0

	
=

�
v = (x1; x2; x3) 2 R3 j x2 = x3 = 0

	
= Vect((1; 0; 0))

Comme le triplet (1; 0; 0) est non nul, il constitue une base de E1 (t) qui est aussi de dimension 1:
Du fait que dimR3 = 3 et que :

dimE0 (t) + dimE1 (t) = 2 6= 3

l�endomorphisme t n�est pas diagonalisable

En�n comme 0 appartient au spectre de t :

l�endomorphisme t n�est pas bijectif
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2. Soit t l�endomorphisme de R2n+1 dé�ni par :

� 8i 2 [j1; 2n+ 1j]� fn+ 1g : t (ei) = e1;

� t (en+1) =
2n+1X
k=1

ek:

(a) Soit T la matrice de t dans la base canonique Bc = (e1; : : : ; en) alors :

T =

0BBBBBBBBBBBBB@

1 � � � 1 1 1 � � � 1

0 � � � 0
... 0 � � � 0

... � � �
...
...
... � � �

...
... � � �

...
...
... � � �

...
... � � �

...
...
... � � �

...
... � � �

...
...
... � � �

...
0 � � � 0 1 0 � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCA
(b) Par dé�nition :

rg (t) = dim Im (t)

= dim (Vect (t (e1) ; t (e2) ; : : : ; t (e2n+1)))

= dim (Vect (t (e1) ; t (en+1)))

= 2 car les vecteurs t (e1) et t (en+1) sont non proportionnels

(c) Comme T présente de nombreuses colonnes identiques, elle n�est pas inversible et 0 est valeur
propre de T donc de t: Le théorème du rang a¢ rmant que :

dimR2n+1 = dimker t+ rg (t)

nous pouvons conclure que :

dimker t = 2n+ 1� 2
= 2n� 1

Et comme par dé�nition ker t = E0 (t), alors :

dimE0 (t) = 2n� 1

Déterminons une base de E0 (t) :

E0 (t) =
�
(x1; : : : ; x2n+1) 2 R2n+1 j t (x1; : : : ; x2n+1) = 0R2n+1

	
=

(
(x1; : : : ; x2n+1) 2 R2n+1 j

2n+1X
k=1

xk = 0 et xn+1 = 0

)

=

�
(�x2 � x3 � � � � � xn � xn+2 � � � � � x2n+1; x2; : : : ; xn; 0; xn+2; : : : ; x2n+1)

j (x2; : : : ; xn; xn+2; : : : ; x2n+1) 2 R2n�1
�

=

�
x2 (�1; 1; 0 : : : ; 0) + x3 (�1; 0; 1; 0; : : : ; 0) + � � �+ x2n+1 (�1; 0; : : : ; 0; 1)

j (x2; : : : ; xn; xn+2; : : : ; x2n+1) 2 R2n�1
�

= Vect

0B@(�1; 1; 0 : : : ; 0)| {z }
v1

; (�1; 0; 1; 0; : : : ; 0)| {z }
v2

; : : : ; (�1; 0; : : : ; 0; 1)| {z }
v2n�1

1CA
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On véri�e sans peine que les vecteurs v1; v2; : : : ; v2n�1 sont libres car la combinaison linéaire
nulle de ceux-ci a1v1 + � � �+ a2n�1v2n�1 = 0R2n�1 donne le système :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�a1 � a2 � � � � � a2n�1 = 0
a1 = 0
a2 = 0
...
an = 0
0 = 0
an+2 = 0
...
a2n�1 = 0

qui admet clairement comme unique solution, la solution nulle. Donc une base de E0 (t) est :

((�1; 1; 0 : : : ; 0) ; (�1; 0; 1; 0; : : : ; 0) ; : : : ; (�1; 0; : : : ; 0; 1))

3. Cette question est classique présentant une inclusion "naturelle", en e¤et : soit v 2 Im (t � t) alors
il existe un vecteur e de R2n+1 tel que y = (t � t) (e) ce que l�on peut écrire sous la forme qu�il existe
un vecteur e de R2n+1 tel que y = t (t (e)) avec t (e) 2 R2n+1 puisque t est un endomorphisme.
Alors en posant t (e) = f nous pouvons écrire que pour tout vecteur y de Im (t � t) il existe un
vecteur f de R2n+1 tel que y = t (f) : Alors y appartient à Im t et nous avons bien l�inclusion :

Im (t � t) � Im t

4. Soit et l�endomorphisme dé�ni sur Im t par :
8x 2 Im (t) ; et (x) = t (x)

La famille B =
 
e1;

2n+1X
k=1

ek

!
constitue une base de Im t car tout d�abord elle est constituée de

deux vecteurs de Im t puisque nous savons vu que Im t = Vect(t (e1) ; t (en+1)) avec t (e1) = e1 et

t (en+1) =
2n+1X
k=1

ek vecteurs qui sont non proportionnels et au nombre de deux, (la dimension de

Im t); dans ce cas nous pouvons a¢ rmer que :

B =
 
e1;

2n+1X
k=1

ek

!
constitue une base de Im t

et puisque :

et (e1) = t (e1)

= e1

et et 2n+1X
k=1

ek

!
= t

 
2n+1X
k=1

ek

!

=
2n+1X
k=1

t (ek)

= 2ne1 +
2n+1X
k=1

ek

alors :

Mat
�et;B� = � 1 2n

0 1

�
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(a) Soit � une valeur propre non nulle de t et x un vecteur propre associé à �; alors par dé�nition
nous avons f (x) = �x ce qui entraîne que :

f
�x
�

�
= x puisque � 6= 0

ainsi il existe bien un vecteur de R2n+1 noté u égal à
x

�
tel que f (u) = x: Ainsi nous avons

l�implication :
x 2 E� (t) =) x 2 Im t (1)

(b) Tout d�abord rappelons que 0 appartient clairement à sp (t) puisque la matrice de t est non
inversible avec dimE0 (t) = 2n� 1: De ce fait il ne nous reste au maximum que deux valeurs
propres à chercher car (1) entraîne que :

dimE� (t) � dim Im t
=) 1 � dimE� (t) � 2

Comme la dimension de Im t vaut 2, soit nous avons à chercher un sous-espace propre de
dimension au plus égale à deux, soit deux sous-espaces propres de dimension 1. Or comme

t (e1) = e1 et t

 
2n+1X
k=1

ek

!
6=

2n+1X
k=1

ek; t

 
2n+1X
k=1

ek

!
6= e1; t n�admet que 1 comme valeur propre

non nulle en plus de 0 avec :

dimE1 (t) = dimVect (e1)

= 1

Conclusion :
sp (t) = f0; 1g

avec :

dimE0 (t) + dimE1 (t) = 2n� 1 + 1
= 2n

< 2n+ 1 (c�est dimR2n+1)

donc :
t n�est pas diagonalisable

Problème

Partie I

1. _

(a) Considérons la fonction dé�nie sur R par : g (x) =
e�jxj

2
: Nous constatons qu�elle paire car :

8x 2 R; �x 2 R et g (�x) = e�j�xj

2
= g (x)

Ainsi les intégrales
Z 0

�1
g et

Z +1

0

g sont de même nature et égales en cas de convergence,

d�après le cours. Or :

lim
a!+1

Z a

0

e�x

2
dx = lim

a!+1

1

2

�
�e�x

�a
0

= lim
a!+1

�
1

2
� 1
2
e�a
�

=
1

2
car lim

a!+1
e�a = 0
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Comme la limite existe et est �nie, l�intégrale
Z +1

0

e�x

2
dx converge et vaut

1

2
: Cela entraîne

comme dit précédemment que
Z 0

�1

e�x

2
dx converge aussi et vaut

1

2
:

Conclusion :
Z +1

�1
g converge et vaut par la relation de Chasles :

Z +1

�1
g =

Z 0

�1
g +

Z +1

0

g

=
1

2
+
1

2

= 1

(b) Nous constatons pour commencer que Dg = R: D�autre part g est continue sur R comme
produit d�une fonction constante et d�une fonction composée de x 7�! � jxj ; continue sur R
à valeurs dans R; et de exp continue sur R: La positivité de g ne pose aucun problème et le

résultat de la première question s�ajoutant concernant la convergence et la valeur de
Z +1

�1
g,

nous pouvons conclure que :

g est une densité de probabilité

2. Comme g est paire nous ne l�étudierons que sur Dg \ R+ = R+ et sur cet ensemble g (x) s�écrit
e�x

2
:

Au passage, nous n�oublierons pas notre culture nous faisant a¢ rmer que x 7�! jxj est continue sur
R et dérivable sur R�:
g est dérivable sur R+ en tant que fonction composée de x 7�! �x; dérivable sur R+ à valeurs dans
R�; et de exp dérivable sur R�: Avec :

8x � 0; g0 (x) =
�e�x
2

< 0

En�n lim
x!+1

g (x) = 0 et g (0) =
1

2
donc :

x 0 +1
g0 (x) �1

2
�

g (x)
1

2
& 0

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

x

y
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3. _

(a) Pour montrer que Y admet un moment d�ordre r 2 N; il su¢ t de démontrer que
Z +1

0

xr
e�x

2
dx

est convergente car si l�exposant r est pair, la fonction x 7�! xr
e�jxj

2
est paire et si r est

impair, elle est impaire. Alors, comme dans la question I.1.a les intégrales
Z +1

0

xr
e�jxj

2
dx etZ 0

�1
xr
e�jxj

2
dx sont de même nature et, soit égales, soit opposées, en cas de convergence. Or :

lim
x!+1

x2 � x
re�x

2
= 0

par croissances comparées (exponentielle-puissance), ainsi :

xre�x

2
= o

+1

�
1

x2

�

avec
Z +1

1

dx

x2
qui est une intégrale convergente en tant qu�intégrale de Riemann de paramètre

2 > 1:Alors par critère de négligeabilité appliqué aux fonctions positives, l�intégrale
Z +1

1

xr
e�x

2
dx

converge aussi. En�n comme
Z 1

0

xr
e�x

2
dx converge aussi par continuité de l�intégrande sur le

segment [0; 1] ;
Z +1

0

xr
e�x

2
dx converge et par parité

Z 0

�1
xr
ex

2
dx converge aussi.

Conclusion : Z +1

�1
xr
e�jxj

2
dx est convergente et mr (Y ) existe

(b) _

� Si r 2 2N+ 1 (r est impair) alors :

mr (Y ) = 0 (2)

� Si r = 0 :
m0 (Y ) = 1 (intégrale de la densité) (3)

� Si r = 2p où p 2 N� (r est pair) alors :

mr (Y ) =

Z +1

�1
x2p

e�jxj

2
dx

=
2

2

Z +1

0

x2pe�xdx

=

Z +1

0

x2pe�xdx

= lim
a!+1

Z a

0

x2pe�xdx

A ce niveau-là, introduisons pour tout a 2 R+; I2p (a) =
Z a

0

x2pe�xdx: E¤ectuons une

intégration par parties en posant :

u (x) = x2p =) u0 (x) = 2px2p�1

v (x) = �e�x (= v0 (x) = e�x
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avec u et v deux fonctions de classe C1 sur [0; a] avec a � 0: Alors :

I2p (a) =
�
�x2pe�x

�a
0
+ 2p

Z a

0

x2p�1e�xdx

= �a2pe�a + 2p
Z a

0

x2p�1e�xdx

= �a2pe�a + 2pI2p�1 (a)

et par passage à la limite quand p tend vers +1; la convergence des intégrales en jeu nous
permet d�écrire que :

I2p = 2pI2p�1

et par itérations successives :

I2p = 2p (2p� 1)� � � � � 2�
Z +1

0

xe�xdx

= (2p)!�
Z +1

0

xe�xdx

= (2p)!�
�
lim

a!+1

Z a

0

xe�xdx

�
= (2p)!�

�
lim

a!+1

��
�xe�x

�a
0
+

Z a

0

e�xdx

��
= (2p)!�

�
lim

a!+1

��
�ae�a

�a
0
+ 1� e�a

��
= (2p)! (4)

Conclusion : selon (2) ; (3) et (4)

mr (Y ) =

�
0 si r 2 2N+ 1
r! si r 2 2N (5)

Selon (5) :

E (Y ) = 0 et V (Y ) = 2

4. _

(a) Soit G la fonction de répartition de Y: Elle est dé�nie par :

8x 2 R; G (x) = P ([G � x])

� Si x � 0 :

G (x) =

Z x

�1

et

2
dx

= lim
a!�1

Z x

a

et

2
dx

= lim
a!�1

1

2
(ex � ea)

=
ex

2
(6)

� Si x > 0 :

G (x) = G (0) +

Z x

0

e�t

2
dx

=
1

2
+

Z x

0

e�t

2
dx

=
1

2
+
1

2

�
�e�x + 1

�
= 1� e

�x

2
(7)
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Conclusion : selon (6) et (7)

G (x) =

8>><>>:
ex

2
si x � 0

1� e
�x

2
si x > 0

(8)

(b) Nous avons :

� G est continue et dérivable sur R�+ en tant que somme de telles fonctions,
� G est continue et dérivable sur R� en tant que fonction proportionnelle à la fonction
exponentielle,

� de plus lim
x!0�

G (x) = lim
x!0+

G (x) = G (0) =
1

2
donc G est continue en 0 donc sur R:

� 8x > 0; G0 (x) = e�x

2
> 0;

� 8x � 0; G0 (x) = ex

2
> 0

Conclusion : G étant continue et strictement monotone sur R;

G est une bijection de R vers G (R) =
i
lim
�1
G ; lim

+1
G
h
= ]0; 1[

(c) Comme
1

2
2 G (R) ; avec G bijective :

il existe un unique réel x tel que G (x) =
1

2

(d) Nous avons 8x 2 R; �x 2 R avec :
� si x � 0; �x � 0 :

G (�x) (1�G (�x)) =

�
1� e

x

2

��
1� 1 + e

x

2

�
=

�
1� e

x

2

��
ex

2

�
= (1�G (x))G (x) (9)

� si x > 0; �x < 0 :

G (�x) (1�G (�x)) =

�
e�x

2

��
1� e

�x

2

�
= (1�G (x))G (x) (10)

Conclusion : selon (9) et (10)
G est paire

5. _

(a) Nous avons les équivalences :

8y � 0; x =
ey

2

() 8x 2
�
0;
1

2

�
; 2x = ey

() 8x 2
�
0;
1

2

�
; y = ln (2x) (11)
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8y � 0; x = 1� e
�y

2

() 8x 2
�
1

2
; 1

�
; 2x = 2� e�y

() 8x 2
�
1

2
; 1

�
; e�y = 2� 2x

() 8x 2
�
1

2
; 1

�
; y = � ln (2� 2x) (12)

Conclusion : selon (11) et (12)

G�1 (x) =

8><>:
ln (2x) si 0 < x � 1

2

� ln (2 (1� x)) si
1

2
� x < 1

(b) Voici la fonction :

function laplace:real;
u: real; begin
u:=random;
if (u < 0.5) then
laplace:=ln(2�u)
else
laplace = -ln(2�(1-u))) end;

Explications : on tire au sort une proba (u, comprise entre 0 et 1). Par la fonction réciproque
G� 1, on obtient le point où l�on a pris la mesure de la proba.

6. Considérons pour tout entier non nul n la fonction gn dé�nie sur R par :

gn (x) = g (x)
�
1 + xe�njxj

�
=

e�jxj

2

�
1 + xe�njxj

�
gn dé�nit bien une densité car :

� gn est continue sur comme produit de telles fonctions (x 7�! xe�njxj étant continue sur R en
tant que produit de deux fonctions continues sur R);

� gn est clairement positive sur R en tant que produit de fonctions positives,

�
Z +1

�1
gn est convergente car gn (x) = g (x)

�
1 + xe�njxj

�
avec :

�
Z +1

�1
g (x) dx est convergente puisque nous savons que g est une densité,

�
Z +1

�1
g (x)xe�njxjdx est convergente, car du fait l�imparité de l�intégrande il su¢ t d�étudier

la convergence de
Z +1

0

xe�(n+1)x

2
dx; or :

lim
x!+1

x2 � xe
�(n+1)x

2
= 0

par croissances comparées (exponentielle-puissance), ainsi :

xe�(n+1)x

2
= o

+1

�
1

x2

�

avec
Z +1

1

dx

x2
qui est une intégrale convergente en tant qu�intégrale de Riemann de

paramètre 2 > 1: Alors par critère de négligeabilité appliqué aux fonctions positives,
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l�intégrale
Z +1

1

xe�(n+1)x

2
dx converge aussi. Et comme

Z 1

0

xe�(n+1)x

2
dx converge aussi

par continuité de l�intégrande sur le segment [0; 1] ;
Z +1

0

xe�(n+1)x

2
dx converge et par

imparité
Z 0

�1

xe(n+1)x

2
dx converge aussi. Ainsi :

Z +1

�1

g (x)xe�njxj

2
dx est convergente et vaut 0

Z +1

�1
gn est convergente et vaut par linéarité de l�intégrale :

Z +1

�1
gn (x) dx =

Z +1

�1
g (x) dx+

Z +1

�1

g (x)xe�njxj

2
dx

= 1 + 0

= 1

Conclusion :
gn est bien une densité

7. _

(a) Nous avons pour tout réel x :

jGn (x)�G (x)j =

����Z x

�1
gn (t) dt�

Z x

�1
g (t) dt

����
�

Z x

�1
jgn (t)� g (t)j dt

�
Z x

�1

���g (t)�1 + te�njtj�� g (t)��� dt
�

Z x

�1

���g (t) te�njtj��� dt
�

Z x

�1
g (t)

���te�njtj��� dt
A ce niveau étudions rapidement la fonction ' dé�nie sur R par :

' (u) = juj e�juj =
�
ue�u si u � 0
�ueu si u � 0

� si u � 0; '0 (u) = (1� u) e�u et

u 0 1 +1
'0 (u) + 0 �
' (u) % e�1 &

ainsi pour tout réel u positif, nous avons

' (u) � e�1 (13)

� si u � 0; '0 (u) = � (1 + u) eu et

u �1 �1 0
'0 (u) + 0 �
' (u) % e�1 &

ainsi pour tout réel u négatif, nous avons

' (u) � e�1 (14)
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Selon (13) et (14) :
8u 2 R; ' (u) � e�1

En posant maintenant u = nt; le résultat précédent permet d�écrire que :

8t 2 ]�1; x] ; 8x 2 R;
��nte�njtj�� = jntj e�jntj � e�1

=) 8t 2 ]�1; x] ; 8x 2 R;
��te�njtj�� � 1

ne

par conséquent :

8x 2 R; jGn (x)�G (x)j �
Z x

�1
g (t)

���te�njtj��� dt
� 1

ne

Z x

�1
g (t) dt

� 1

ne
G (x)

Conclusion :

8x 2 R; jGn (x)�G (x)j �
1

ne
G (x)

(b) Par le théorème d�encadrement, nous obtenons pour tout réel x (en lequel G est continue) que

lim
n!+1

jGn (x)�G (x)j = 0 puisque lim
n!+1

1

ne
G (x) = 0; alors d�après le cours :

la suite (Yn)n�1 converge en loi vers une variable suivant la loi L (0)

Partie II

1. _

(a) Soit X une variable suivant la loi L (�) de densité associée f dé�nie sur R par f (x) = e�jx��j

2
et soit F sa fonction de répartition dé�nie par :

8x 2 R; F (x) =

Z x

�1
f (t) dt

� si x � � alors � jx� �j = x� � et :

F (x) =

Z x

�1

et��

2
dt

= lim
a!�1

�
et��

2

�x
a

=
ex��

2
(15)

� si x > � alors � jx� �j = �x+ � et :

F (x) =

Z �

�1
f (t) dt+

Z x

�

e�t+�

2
dt

= F (�) +

�
�e

�t+�

2

�x
�

=
1

2
+
1

2
� e

�x+�

2

= 1� e
�x+�

2
(16)
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Selon (15) et (16) :

F (x) =

8><>:
ex��

2
si x � �

1� e
�x+�

2
si x > �

(17)

(b) Tout d�abord, la variable aléatoire X � � est à valeur dans R (car X l�est). Notons FX�� sa
fonction de répartition dé�nie par :

8x 2 R; FX�� (x) = P ([X � � � x])

alors :

8x 2 R; FX�� (x) = P ([X � x+ �])
= F (x+ �) (18)

� si x+ � � � soit si x � 0 :

FX�� (x) =
ex+���

2

=
ex

2
(19)

� si x+ � > � soit si x > 0 :

FX�� (x) = 1� e
�(x+�)+�

2

= 1� e
�x

2
(20)

Selon (19) et (20) :

FX�� (x) =

8>>><>>>:
ex

2
si x � 0

1� e
�x

2
si x > 0

(21)

Selon (8) et (21) :

X � � ,! L (0)

(c) Comme la variable X � � admet une espérance, il en de même de la variable X avec par
propriétés éléméntaires :

E (X) = E (X � �) + �
= 0 + �

= �

et V (X) = V (X � �)
= 2

(d) Comme la densité d�une variable suivant la loi L (�) est strictement positive, nous pouvons
conclure que la fonction de répartition F associée à cette variable est strictement monotone

croissante, donc l�équation F (x) =
1

2
n�admet qu�une seule solution. Comme F (�) =

1

2
selon

(17) nous pouvons écrire que :

F (x) =
1

2
() x = �

2. _
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(a) Comme les variables X1; : : : ; X2n+1 sont indépendantes par dé�nition du fait qu�elles servent
à constituer un (2n+ 1)� échantillon, les événements [Xi � x] sont indépendants pour tout
i 2 [j1; 2n+ 1j] et pour x �xé. Ainsi les événements [Zi = 1] pour tout i 2 [j1; 2n+ 1j] sont
indépendants, alors d�après le cours1 les événements [Zi = "] pour " 2 f0; 1g et pour tout
i 2 [j1; 2n+ 1j] restent indépendants, alors :

8 (x1; : : : ; x2n+1) 2 (f0; 1g)2n+1 ; P

 
2n+1\
i=1

[Zi = xi]

!
=

2n+1Y
i=1

P ([Zi = xi])

Ainsi :
les variables Zi pour i 2 [j1; 2n+ 1j] sont indépendantes

(b) D�après le cours :

S2n+1 ,! B (2n+ 1;P ([Z1 = 1]))
soit S2n+1 ,! B (2n+ 1;P ([X � x]))
ou encore S2n+1 ,! B (2n+ 1; F (x))

A nouveau d�après le cours :

E (S2n+1) = (2n+ 1)F (x) et V (S2n+1) = (2n+ 1)F (x) (1� F (x))

3. _

(a) Calculons l�espérance de X2n+1 pour voir si cette variable est sans biais du paramètre �: Cette
première existe du fait que X2n+1 est une combinaison linéaire de variables Xi qui admettent
chacune une espérance avec :

E
�
X2n+1

�
=

1

2n+ 1

2n+1X
i=1

E (Xi)

=

�
2n+ 1

2n+ 1

�
E (X1)

= E (X1)

= �

(b) Comme nous venons de démontrer que la variable est sans biais, le risque quadratique de
X2n+1 en � est égal à la variance de X2n+1 qui existe car cette variable s�exprime comme
combinaison linéaire de variables admettant chacune une variance, avec :

rX2n+1
(�) = V

�
X2n+1

�
=

1

(2n+ 1)
2

2n+1X
i=1

V (Xi) par indépendance des variables Xi

=
2n+ 1

(2n+ 1)
2V (Xi)

=
2

2n+ 1

Partie III

1. _

1On rappelle le théorème : soit (An)n�1 une suite d�événements deux à deux indépendants (resp. mutuellement

indépendants), alors il en est de même de la suite d�événements (Bn)n�1 dé�nie par 8n 2 IN�, Bn = An ou An:
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(a) Pour faciliter la rédaction qui va suivre et pour élargir votre culture, sachez que la variablebXn+1 partageant en deux l�échantillon de variables aléatoires en deux parties égales (autant de
variables en "amont" qu�en "aval"), une fois celles-ci rangées dans l�ordre croissant, s�appelle
médiane de l�échantillon. Il est clair que dire que la médiane est inférieure ou égale à x
équivaut à dire qu�il y a au moins n+ 1 variables bXi inférieures ou égales à x ce qui équivaut
encore à dire qu�il y a donc au moins n + 1 variables Zi égales à 1 ce qui se traduit par
l�événement [S2n+1 � n+ 1] :
Conclusion :

8x 2 R;
h bXn+1 � xi = [S2n+1 � n+ 1]

(b) bFn+1 la fonction de répartition de bXn+1 est dé�nie par :
8x 2 R; bFn+1 (x) = P�h bXn+1 � xi�

avec :

8x 2 R; bFn+1 (x) = P ([S2n+1 � n+ 1])
= P

0@ 2n+1]
k=n+1

0@ ]
1�i1<���<ik�2n+1

[Zi1 = 1] \ : : : \ [Zik = 1] \
�
Zik+1 = 0

�
\ : : : \

�
Zi2n+1 = 0

�1A1A
=

2n+1X
k=n+1

P

0@ ]
1�i1<���<ik�2n+1

[Zi1 = 1] \ : : : \ [Zik = 1] \
�
Zik+1 = 0

�
\ : : : \

�
Zi2n+1 = 0

�1A
par � � additivité de P

=

2n+1X
k=n+1

X
1�i1<���<ik�2n+1

P
�
[Zi1 = 1] \ : : : \ [Zik = 1] \

�
Zik+1 = 0

�
\ : : : \

�
Zi2n+1 = 0

��
=

2n+1X
k=n+1

X
1�i1<���<ik�2n+1

P ([Zi1 = 1])� � � � �P ([Zik = 1])�P
��
Zik+1 = 0

��
� � � � �P

��
Zi2n+1 = 0

��
=

2n+1X
k=n+1

X
1�i1<���<ik�2n+1

(F (x))
k
(1� F (x))2n+1�k

=

2n+1X
k=n+1

(F (x))
k
(1� F (x))2n+1�k

X
1�i1<���<ik�2n+1

1

=
2n+1X
k=n+1

�
2n+ 1

k

�
(F (x))

k
(1� F (x))2n+1�k

Conclusion :

8x 2 R; bFn+1 (x) = 2n+1X
k=n+1

�
2n+ 1

k

�
(F (x))

k
(1� F (x))2n+1�k

2. _

(a) Pour tout j de [j0; 2nj] :

(j + 1)

�
2n+ 1

j + 1

�
= (j + 1)

(2n+ 1)!

(j + 1)! (2n� j)

=
(2n+ 1)!

j! (2n� j)

= (2n+ 1� j) (2n+ 1)!

j! (2n+ 1� j)

= (2n+ 1� j)
�
2n+ 1

j

�
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Conclusion :

8j 2 [j0; 2nj] ; (j + 1)

�
2n+ 1

j + 1

�
= (2n+ 1� j)

�
2n+ 1

j

�

(b) Dérivons bFn+1 sur R pour déduire une densité bfn+1de bXn+1 (cette variable est e¤ectivement
à densité puisque elle représente l�une des variables Xi): En e¤et bFn+1 est dérivable sur R en
tant que combinaison linéaire de produits de fonctions dérivables sur R (car n�oubliez pas que
f est continue sur R): Cela donne 8x 2 R :bfn+1 (x) = bF 0n+1 (x)
=

2n+1P
k=n+1

k
�
2n+1
k

�
(F (x))

k�1
f (x) (1� F (x))2n+1�k�

2n+1P
k=n+1

�
2n+1
k

�
(F (x))

k
(2n+ 1� k) (1� F (x))2n�k f (x)

= f (x)

"
2n+1P
k=n+1

k
�
2n+1
k

�
(F (x))

k�1
(1� F (x))2n+1�k �

2n+1P
k=n+1

(2n+ 1� k)
�
2n+1
k

�
(F (x))

k
(1� F (x))2n�k

#

= f (x)

264 2n+1P
k=n+1

k
�
2n+1
k

�
(F (x))

k�1
(1� F (x))2n+1�k| {z }

=ak

�
2n+1P
k=n+1

(k + 1)
�
2n+1
k+1

�
(F (x))

k
(1� F (x))2n�k| {z }

=ak+1

375
selon la question 2.a

= f (x)

"
2n+1P
k=n+1

ak �
2n+1P
k=n+1

ak+1

#

= f (x)

"
2n+1P
k=n+1

ak �
2n+2P
k=n+2

ak

#
= f (x) [an+1 � a2n+2]

= f (x)

�
(n+ 1)

�
2n+ 1

n+ 1

�
(F (x))

n
(1� F (x))n � 0

�
car

�
2n+ 1

2n+ 2

�
= 0

= f (x) (n+ 1)

�
2n+ 1

n+ 1

��
2n

n

�
(F (x))

n
(1� F (x))n

= f (x) (2n+ 1)

�
2n

n

�
(F (x))

n
(1� F (x))n

= f (x) (2n+ 1)
(2n)!

(n!)
2 (F (x))

n
(1� F (x))n

= f (x)
(2n+ 1)!

(n!)
2 (F (x))

n
(1� F (x))n

Conclusion :

8x 2 R; bfn+1 (x) = f (x) (2n+ 1)!
(n!)

2 (F (x))
n
(1� F (x))n

(c) Commençons par déterminer F bXn+1�� la fonction de répartition de
bXn+1 � �: Elle est dé�nie

par :

8x 2 R; F bXn+1�� (x) = P
�h bXn+1 � � � xi�

Nous avons :

8x 2 R; F bXn+1�� (x) = P
�h bXn+1 � x+ �i�

= F bXn+1
(x+ �)

et par dérivation de F bXn+1�� sur R nous obtenons une densité
2 de bXn+1 � � notée bgn+1 égale

2Variable obtenue à partir d�une transformation a¢ ne appliquée à bXn+1 qui est une variable à densité.
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à :

8x 2 R; bgn+1 (x) = F 0bXn+1
(x+ �)

= bfn+1 (x+ �)
= f (x+ �)

(2n+ 1)!

(n!)
2 (F (x+ �))

n
(1� F (x+ �))n

=
e�jx+���j

2

(2n+ 1)!

(n!)
2 (F (x+ �))

n
(1� F (x+ �))n

=
e�jxj

2

(2n+ 1)!

(n!)
2 (G (x))

n
(1�G (x))n

= g (x)
(2n+ 1)!

(n!)
2 (G (x))

n
(1�G (x))n

car n�oubliez pas que selon (18) : 8x 2 R; FX�� (x) = F (x+ �) où X � � ,! L (0) et l�on peut
prendre FX�� = G selon la partie I:

(d) Montrons que l�espérance de bXn+1 � � est nulle pour répondre à la question. Tout d�abord la
variable bXn+1�� admet une espérance si et seulement si Z

R
xg (x)

(2n+ 1)!

(n!)
2 (G (x))

n
(1�G (x))n dx

est absolument convergente. Or l�imparité de l�intégrande, du fait de la parité de x 7�!
(G (x))

n
(1�G (x))n selon la question I.4.d et de l�imparité de x 7�! xg (x) nous fera réduire

l�étude de la convergence à celle de
Z
R+

xe�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
dx: En cas de

convergence la valeur de l�intégrale sera immédiate, elle vaudra 0: Or :

x2 � xe
�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
=
x3e�(n+1)x

2n+1
(2n+ 1)!

(n!)
2 exp

�
n ln

�
1� e

�x

2

��
avec :

exp

�
n ln

�
1� e

�x

2

��
= exp

�
n

�
�e

�x

2
+ o

�
e�x

���
= exp

�
�ne

�x

2

�
exp

�
o
�
e�x

��
�!

x!+1
1

donc :

exp

�
n ln

�
1� e

�x

2

��
�

x!+1
1

et par compatibilité de � pour le produit :

x2 � xe
�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
�

x!+1

x3e�(n+1)x

2n+1
(2n+ 1)!

(n!)
2

avec :

lim
x!+1

x3e�(n+1)x

2n+1
(2n+ 1)!

(n!)
2 = 0 par croissances comparées (expo-puissance)

donc :

lim
x!+1

x2 � xe
�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
= 0

et :
xe�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
= o

�
1

x2

�

avec
Z +1

1

dx

x2
qui est une intégrale convergente en tant qu�intégrale de Riemann de paramètre

2 > 1: Alors par critère de négligeabilité appliqué aux fonctions positives, l�intégrale
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Z +1

1

xe�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
dx converge aussi.

Comme
Z 1

0

xe�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
dx converge aussi par continuité de l�intégrande

sur le segment [0; 1] ;
Z +1

0

xe�x

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
1� e

�x

2

�n�
e�x

2

�n
dx converge et par imparitéZ 0

�1
xg (x)

(2n+ 1)!

(n!)
2 (G (x))

n
(1�G (x))n dx converge aussi.

Conclusion :
Z +1

�1
xg (x)

(2n+ 1)!

(n!)
2 (G (x))

n
(1�G (x))n dx est convergente et :

E
� bXn+1 � �� = 0

Ainsi par propriété élémentaire de l�espérance :

E
� bXn+1� = � et l�estimateur bXn+1 est sans biais

3. _

(a) Pour obtenir une densité de la variable
p
2n+ 1

� bXn+1 � �� commençons par déterminer sa
fonction de répartition que nous noterons Fp2n+1( bXn+1��) dé�nie sur R par :

Fp2n+1( bXn+1��) (x) = P
�hp

2n+ 1
� bXn+1 � �� � xi�

dans ce cas :

Fp2n+1( bXn+1��) (x) = P

�� bXn+1 � xp
2n+ 1

+ �

��
= bFn+1� xp

2n+ 1
+ �

�
Par dérivation de Fp2n+1( bXn+1��) sur R; nous obtenons une densité

bhn+1 dep2n+ 1� bXn+1 � �� :
8x 2 R; bhn+1 (x) = 1p

2n+ 1
bfn+1� xp

2n+ 1
+ �

�
=

1p
2n+ 1

f

�
xp
2n+ 1

+ �

�
(2n+ 1)!

(n!)
2

�
F

�
xp
2n+ 1

+ �

��n�
1� F

�
xp
2n+ 1

+ �

��n

=
1p
2n+ 1

exp

�
�
���� xp
2n+ 1

+ � � �
�����

2

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
G

�
xp
2n+ 1

��n�
1�G

�
xp
2n+ 1

��n
=

1p
2n+ 1

g

�
xp
2n+ 1

�
(2n+ 1)!

(n!)
2

�
G

�
xp
2n+ 1

��n�
1�G

�
xp
2n+ 1

��n
Conclusion :

8x 2 R; bhn+1 (x) = 1p
2n+ 1

(2n+ 1)!

(n!)
2

�
G

�
xp
2n+ 1

��n�
1�G

�
xp
2n+ 1

��n
g

�
xp
2n+ 1

�

(b) Nous avons classiquement, lorsque u tend vers 0 :

e�u = 1� u+ 1
2
u2 + o

�
u2
�

ln (1� u) = �u� 1
2
u2 + o

�
u2
�
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(c) Du fait que la fonction G (1�G) est paire nous prendrons l�expression de G sur R+ trouvée
en I.4.a. Ainsi :

G

�
xp
2n+ 1

��
1�G

�
xp
2n+ 1

��
=

�
1� 1

2
exp

�
� xp

2n+ 1

���
1

2
exp

�
� xp

2n+ 1

��
=

�
1� 1

2

�
1� xp

2n+ 1
+

x2

2 (2n+ 1)

���
1

2

�
1� xp

2n+ 1
+

x2

2 (2n+ 1)

��
+ o

�
1

2n+ 1

�
=

�
1

2
+

x

2
p
2n+ 1

� x2

4 (2n+ 1)

��
1

2
� x

2
p
2n+ 1

+
x2

4 (2n+ 1)

�
+ o

�
1

2n+ 1

�
=

1

4
� 1
4

x2

2n+ 1
+ o

�
1

2n+ 1

�
après troncature à l�ordre deux

=
1

4

�
1� x2

2n+ 1
+ o

�
1

2n+ 1

��
(d) Tout d�abord remarquons que :

4n
�
G

�
xp
2n+ 1

��
1�G

�
xp
2n+ 1

���n
= 4n exp

�
n ln

�
G

�
xp
2n+ 1

��
1�G

�
xp
2n+ 1

����
= 4n exp

�
n ln

�
1

4

�
1� x2

2n+ 1
+ o

�
1

2n+ 1

����
= 4n exp

�
�n ln 4 + n ln

�
1� x2

2n+ 1
+ o

�
1

2n+ 1

���
= 4n exp

�
�n ln 4� nx2

2n+ 1
+ no

�
1

2n+ 1

��
= 4n exp [�n ln 4] exp

�
� nx2

2n+ 1
+

n

2n+ 1
"

�
1

2n+ 1

��
avec "

�
1

2n+ 1

�
�!

n!+1
0

=
4n

4n
exp

�
� nx2

2n+ 1
+

n

2n+ 1
"

�
1

2n+ 1

��
= exp

�
� nx2

2n+ 1

�
exp

�
n

2n+ 1
"

�
1

2n+ 1

��
Or :

lim
x!+1

� nx2

2n+ 1
= �x

2

2
car � nx2

2n+ 1
�

n!+1
�x

2

2

et lim
x!+1

�
n

2n+ 1
"

�
1

2n+ 1

��
= 0 car lim

n!+1
"

�
1

2n+ 1

�
= 0 et

n

2n+ 1
�

n!+1

1

2

Par continuité de la fonction exponentielle sur R nous pouvons conclure que :

lim
n!+1

4n
�
G

�
xp
2n+ 1

��
1�G

�
xp
2n+ 1

���n
= exp

�
�x

2

2

�
� e0

= exp

�
�x

2

2

�
(e) Pour commencer, constatons que le résultat précédent nous fait écrire de manière équivalente

(caractérisation de l�équivalence) que :

4n
�
G

�
xp
2n+ 1

��
1�G

�
xp
2n+ 1

���n
�

n!+1
exp

�
�x

2

2

�
soit que

�
G

�
xp
2n+ 1

��
1�G

�
xp
2n+ 1

���n
�

n!+1

1

4n
exp

�
�x

2

2

�
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En admettant que lorsque n tend vers l�in�ni on a :
1

4n

�
2n

n

�
� 1p

�n
nous avons :

bhn+1 (x) =
1p
2n+ 1

g

�
xp
2n+ 1

�
(2n+ 1)!

(n!)
2

�
G

�
xp
2n+ 1

��n�
1�G

�
xp
2n+ 1

��n
=

1p
2n+ 1

1

2
exp

�
�
���� xp
2n+ 1

����� (2n+ 1)!(n!)
2

�
G

�
xp
2n+ 1

��n�
1�G

�
xp
2n+ 1

��n
=

2n+ 1p
2n+ 1

1

2
exp

�
�
���� xp
2n+ 1

����� (2n)!(n!)
2

�
G

�
xp
2n+ 1

��n�
1�G

�
xp
2n+ 1

��n
=

p
2n+ 1

2
exp

�
�
���� xp
2n+ 1

����� (2n)!(n!)
2

�
G

�
xp
2n+ 1

��n�
1�G

�
xp
2n+ 1

��n
�

n!+1

r
n

2

4np
�n

1

4n
exp

�
�x

2

2

�
car lim

n!+1
exp

�
�
���� xp
2n+ 1

����� = 1 6= 0 donc exp�� ���� xp
2n+ 1

����� �
n!+1

1

�
n!+1

1p
2�
exp

�
�x

2

2

�
après simpli�cations

Conclusion : comme

lim
n!+1

1p
2�
exp

�
�x

2

2

�
=

1p
2�
exp

�
�x

2

2

�
cela entraîne que :

lim
n!+1

bhn+1 (x) = 1p
2�
exp

�
�x

2

2

�
4. Tout d�abord rappelons que si X est une variable normale centrée et réduite, la table de la fonction
de répartition de cette loi nous donne que :

P ([�1:96 � X � 1:96]) = 0:95

Ainsi en appliquant ce résultat à la suite de variables
�p
2n+ 1

� bXn+1 � ���
n2N

nous pouvons

a¢ rmer que pour n grand :

P
�h
�1:96 �

p
2n+ 1

� bXn+1 � �� � 1:96i� ' 0:95
Nota bene : le symbole ' traduit le fait que nous e¤ectuons un calcul approché lorsque n est
grand. Ainsi :

P

��
�1:96p
2n+ 1

� bXn+1 � � � 1:96p
2n+ 1

��
' 0:95

soit encore P
�� bXn+1 � 1:96p

2n+ 1
� � � bXn+1 + 1:96p

2n+ 1

��
' 0:95

Conclusion : un intervalle de con�ance IC5% (�) pour le paramètre � au risque de 5% de se
tromper, est donné par :

IC5% (�) =

� bXn+1 � 1:96p
2n+ 1

� � � bXn+1 + 1:96p
2n+ 1

�
= [In; Jn]

intervalle aléatoire avec :

In = bXn+1 � 1:96p
2n+ 1

et Jn = bXn+1 + 1:96p
2n+ 1

zzzzz
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