COI’I’Igé de |’épl'euve Ma.th 1 de CCP, PS' 20]11:Verschueren, Lycée Daudet & Nimes.

Partie | Une étude de séries.
Question I. 1. 1. Pourk > 1, considérons la série entiere de terme géngfa) = (—1)"‘“(—kk
Pourx > 0, on a‘ U109 | - x quandk - «, donc. avec le critere de d’Alembert s> 1, on a
Uk(X) k+ 1

absolue convergence @€ ux(x) et six > 1, on a divergence grossiere de cette méme série.

Ainsi , et la somme totale de la série entiere est définie et deeglissur]-1, 1.
Enx = 1, la séried_ ux(1) est une série de Riemann alternée vérifiant le thm spéeifigar|jux(1)| » 0 en
décroissant) donc convergente. i —1, la séried_ ux(-1) est la série harmoniquk; % divergente.

L est définie suf—1,1] |. On reconnait le D.S.E. de(lb+ x), et|L(X) = In(1+ Xx) sur]-1,1[

Question I. 1. 2. Pourx € [0,1], la série numériqu@_ ux(x) est une sérialternée, car|ux(x)| = XT

Cette série alternée vérifie les hypothésesan spécifique car|uk(x)| -~ 0 quandk — oo, et en décroissant
Uksa(X) | _ |

Uk(X) I k+
déja assureée, et le resultat complementalre gue le resteagste : LX) — Si(X)| = |Rn(X¥) | < JUne1(X)]

Ainsi, pourn > 1, en notanB,(x) = Z( 1)kt X ,ona:vx e [0,1], LX) -S| < una(¥)] < ni I

avec‘ < 1. On retrouve ainsi la convergence de la s&rje(x), sur[0,1], que I'on a

Cette fonction esthornée, eNPH(L - S,) < nTll Quandn - o, on a donc qudll>?(L-S,) - 0,

et on a assurka convergence uniformede la suite(S,) .- sur[0, 1] versL. LesS,, qui sont des polyn6mes
(sommes partielles d’'une série entiere) sont continugsrde thm de continuité sous convergence uniforme,

L est continue sulO, 1] AlorsL(1) = )I(lr[] L(x) = )I(lr[] In(1+ x) donc|L(1) = In(2)

k=3p G=p g=p-1 g=p-1
Question |. 2. 1. Pourp € N¥, Zak = Zagq + Z azq1 + Z asq.2 en distinguant les entieksmodulo 3.
k=1 g=1 g=0 =0
k=3p ) G=p 1 g=p-1 1 g=p-1 1 G=p 1 G=p 1 g=p-1 1 g=p-1 1
Doncd ac = -5 G+ ZT 232 - T T3 T gD
k=1 a1 =0 -0 a1 a1 g0 q-0
k=p k=3
=— % + Z % en retrouvant, cette fois, tous les entieraodulo 3
k=1 k=1
k=3p k=3p h=2p h=2p
Et ax = % = pi . % 1+1£ par changement d’indide= p + h, et factorisation da%.
k=1 k=p+1 h=1 h=1 p

Question I. 2. 2. Unesomme de Riemanrde la fonctionf sur le segmena, b], qu’on partage en subdivision

h=n
équidistante, esiRy(f) = M Zf (a+ hu), et on sait que pourcontinue sufa,b], la suite

(SRn(M) e converge ver§ f(t)dt. Il en est de méme de kuite extraite (SRzp(f))

peN**
Pourf : t — m le segmenfa,b] = [0, 2] etn = 2p, on a donc queb— eta+ h b =1+ %
k=n
h-2p b 2 ' C AL =
im L1 1 :J- Fbdt :J- dt _ In(3) NotonsA, la somme partielle d@_a, : A, Zak.
poe P — 1_}_% a o 1+t k=1
On vient de montrer qu&lgmgp = In(3)
i ANS _ 1 _ 1 1 a
Les deux suites de termes genérdigx: = Asp + 3p+1 etAspi2 = Azp + 3p+1 + 3p+2 ont méme

limite, et les 3 suites extraitQAgp)peN*, (A3p+1)peN et (A3p+2)peN tendent vers la méme limite(8).



Ce qui assure que la suitén) .- converge, et qu|da séried_ a, converge vers sa somme total€3n

sik=3p:cos(2k—”) =1

Question 1. 2. 3. Le réel co Zk” ) vaut selon la classe demodulo 3:< sik =3p+1 :co Zk” ) —%
2 _1
sik=3p+2: cos( ) 5

o Lleod 2Xm) - 1o cérie qui 5" Lcod 2% ) _ _Linea) - inf L
vk € N¥, kcos( 3 ) > & serleqwconverge(,E kcos( 3 ) 2In(3) In(ﬁ)

Question I. 3. 1. Pourt € ]0,2z[, on a é' # 1 etS,(t) qui apparait comme la somme des termes successifs de la

suite géométrique de raisoti,evaut dong Sy(t) = Z(e't) % o(t) [e™Dit—elt] sur]0, 2r[

Question I. 3. 2. Sur]0, 2r[ le dénominateur de est non nul et de clas¥, avec e! — 1 = cogt) — 1 +isin(t).
La fonctiong est dondC? sur]0, 2z[ et sur le segmeritr, a].
- cogqt) — 1-isin(t) 1 . sin(t) . . . . -
Drailleurs o(t) = = —= — | -———~—— en separant parties réelle et imaginaire.
o (codt) — 1)% + sin?(t) 2 2(1-coyd) P P J
Note: L’hypothésenx € [x, 27[ ne sert que pour I'écriture sans ambiguité des segnient$, qu’on devrait
écrire, a strictement parldiy, 7] si 0 < a < z, dans les questions suivantes.

Question I. 3. 3. Puisquep estC! sur le segmeritr,a], ainsi que la fonction — e™bit on peut effectuer une
o, . . [ . eMDitp(t) t=a @ A(nD)it
intégration par partief e™Vitpt)dt = | ——~ - € — o' (t) dt
gration par patief &'t () [ CESAII A ORI
¢ etp' sont continues sur le segménta] donc bornées, respectivement péy = suge(t)| et

[7,a]
M(p' = SUH<P/('[)|
e(n+1)it¢(t) t=a .
(n+1)i r

[ma]
Le numérateur est une constante réelle, ddim e(”+1)It p(t)dt =

N—oo

@ a(m)it

2M o — |M,,
ﬂ(n+1)i<"()t\ 1 .

et ainsi: +
n+1 n+1

Ia a(n+D)it (D(t) dt‘ <

n

Z eklll eklﬂ'
k=1

Question 1. 3. 4. Poura € 10, 2], I Sh(b)dt = Z(J‘Z ekitdt) _ i [ ekit }a

= kel < T
P ia A —1k
etekin = (eim)k = (_1)kdoncf Si(t)dt = —i[Z ei +Z ( 1&2 : J
T k=1 k=1

Mais aussi avet 3. 1.0n aja S\(t)dt = _[a eMDityp(t)dt — Ia elto(t)dt

A kia A (—1)k_l ] a
Ainsi:|¥ne N, > &= - -3 +ij e<n+1>it¢(t)dt—ij eito(t) dt
k=1 k=1 i i

On a assuré I'existence des limites des termes de droitedquanco, on assure donc la convergence de la série

et la valeur de sa somme totale

gkie Y it
L S - In(2) |Iﬂe o () dt

uestion |. 3. 5. Pourtoutt € 10,27[, ona él + 1 etdlop(t) = e _ e" te“ -




cos(7)

? ait N ot t=a
2isin( L) et] _etod = (a-m-i[in(sin(£)) ]

J-” elto(t)dt = %(a —7)—Ii In(sin(%) ) En séparant parties réelle et imaginaire, on a montré la

Question I. 3. 6. Ainsie'tp(t) = % +

convergence des deux séries et calculé leurs sommes totales

i COSE(ka) = ~In@ - In(sin(£)) eti Sin(kka) _ m—a | cequiestvrai pous € ]0,2r],
k=1

k=1 2 en échangeant les bornes des intégrales.

En particulier poup = ZT” onasi%) = @ etZ&kk“) - _|n(2)—|n(§) =-In(V3)
P}

® _1\k
on retrouve ainsi le résultat de2. 3. Note: poura = 7, on retrouvey =D _ ~In(2).
k=1

Kk

Partie Il Limite d’'une intégrale.
Question Il. 1. Sigest bornée pavlg = sugg(t) |, alors pourx > 0, on a|f(t) g(xt) | < Mg|f(t)|sit € [0,o0[.
[000]

Puisque |’intégral4:|f(t)|dt converge, anr§:|f(t) g(xt) |dt converge etﬂ;(x) existe pour touk > 0

De plus la fonctiorpo : t — Mg|f(t)] est positive, continue par morceaux et intégrablg@us[, elle domine
la fonction a deux variablesFg : (x,t) — f(t) g(xt), qui est continue par rapporixat fixé et continue par
morceaux par rapportta ax fixé. On a ainsi les hypotheses du thm de continuité desral&ga parametres

sous domination :ﬁ; est continue suj0,«[ |. Enfin: ¥x > 0, |ﬁ;(x) | < I:|f(t) g(xt) |dt < My I:|f(t) |dt

donc 1"; est bornée suj0, o[

Question Il. 2. 1. Sigest la fonctiort — €', on a les hypotheses, de la question précédente Myec 1.
0 A 0
Par définition de la convergence d’'une intégraje [f(t) |dt = Lim I [f(t)|dt doncAIimI [f(t)|dt =0
0 \—>00 0 —00 A

et pour tout > 0, il existeA > 0, tel que 0< Iw|f(t) |dt < €
A

Question II. 2. 2. PourA ainsi fixé, on peut effectuer une intégration par partiésque les fonctions so@?* sur
A ixt t=A A ixt
. t _| e _ e /
le segmenf0,A] : IO eXf(t)dt = [ ™ f(t) LO IO ™ f'(t)dt

A A
Ainsi Uo e'xtf(t) dt‘ < w + % IO |f'(t)|dt et puisquéA est fixé, le majorant est de la forné

A
ouK est constante. Dondim I eXtf(t)dt =0
—00 0

Question 1. 2. 3. Assurons quexjjoriﬁ';(x) | = 0, en montrant qu{aﬂ;(x) | peut étre majoré par n'importe quel
2¢ > 0, pourx suffisamment grand. Considérons dans 0, quelconque mais fixé.
e Pour ceg > 0, avedl. 2. 1. il existe A > 0, tel quevx > 0, H e Xt () dt‘ < _[ [f(t)|dt < e
A A

)

Alors, pour touts > 0, il existexo > 0, tel quevx € ]0,00[, (X>Xo) = (Uw eixtf () dt‘ < 28)_
0

A
» Pour unA ainsi choisi, il existexp > 0, tel quevx € ]0,], (x > xo) = (U eI Xtf (1) dt
0

On a donc montré qué}mﬂ(x) | =0

Question Il. 3. 1. Sigest la fonctiort — |sin(t) |, on a les hypothéses dle1., avecMqy = 1.
Pourf = E, la fonctionE estC* sur[0,«~[, a valeurs réelles q‘t |E(t) |dt existe et vaut 1.
0

La conclusion dél. 2. 3. est assurée. On peut calcubgy ) dedeux facons différentes

m : iy 1 ,
«En calculantj. ervevdy = | = cary —i # 0.
0 Yy +1 y=0



D’ou _[ eryelVdy = [e(”')” 1] = y _+71 [e7” + 1] etdong IZ ey sin(y) dy = ey?z’f_:ll

« En effectuant deux intégrations par partie successive$pteetions étant! sur le segmen0,r] :
™ . _ B y=n T o . y=1 T .
IO e”¥ sin(y)dy = |: e”¥(-cogy)) ]y=0 +y -[o e’ycoqy)dy =e’" + 1+ y[[ ey (sin(y)) :|y=0 J.O yery sin(y) dy}

d’ou Iﬂ e”ysiny)dy = e’ + 1 —y? Jw e?¥ sin(y) dy et le méme résultat.
0 0

Question1l. 3.2. On ag(x) = Iw e~!| sin(xt) |dt, intégrale convergentél(1.) dans laquelle on peut effectuer
0

_ 1
. u=xt t=u , - .
le changement de variable = X qui estC*-difféomorphe entre ces intervalles,
t e ]0,00 € 10,00[

donc conserve la convergence des intégrales et leur valeur.

Ainsi| E(0) = + J-w e~ | sin(u) |du pour toutx > 0
0

Question 1. 3. 3. Avecle changement de variable (translatiuna u— Kz , pour toutx > 0,

() b
on aJ. e X | sin(u) |du = I e |S|n(v) |dv = e~ IO e X sin(v) dv = e‘%e(——

Question Il. 3. 4. On noteuyx = e~ = (e‘ ) alors)_ ux est une série géométrique de raisorke e 10,1

donc absolument convergente, et sa somme tota eEst‘T -1 pour toutx > 0.

T

l-ex

Question Il. 3. 5. Avec la regle de Chasles, on peut décomposer I'intégralf0sr + 1)z ] en somme totale
d’'une série d'intégrales sur les segmeis (k + 1)z ], ainsi, pour touh deN :
= k=n

(D)7 ) KN ki) _ 1 KD ke o 1 1 kor
j e~t| sin(xt) |dt = ijﬂ | sin(xt) |dt = + ijﬂ e ¥ |sin(u) [du = %0(-% ) Y e %
0 k-0 k-0

0

=~
I

| E =4 X l+e
Quandn - o : | E(X) = ( sur]O o[ |ou| E(X) = x2+1(1 o

l I~
Quandx»oo,e‘%=1—%+O(X—12)etE(X)=( X )(fo(x) )d’oﬂ im £ = 2
X

2
# D o(3)
Question 1. 4. 1. a. Notonshy la fonctiont — Z?(SZ(ZK? Pourk > 1, la fonctionhi est pairez-périodique,

=[x ><|=l

) sur]0,o[

de classe€” surR et bornée [ N..(hy) = sughk(t) | = 21 .
R 4ks -1

La série) 4k2 1 est convergente par équivalence a une série de Rie@auz%g d’exposant 2> 1,
donc la série des fonctiors, hx estnormalement convergentesurR, donc uniformément convergente :

par continuité de chagu®, la somme totaleh est définie et continue silit

Question II. 4. 1. b. Lafonctiong : t — |sin(t) | est continue, de clas& par morceaux, paire etpériodique.
On peut déterminer son développement en série de Fourippkgaer le thm complémentaire au thm de
Dirichlet, qui assure la convergence normale de la sérieodeir deg versg, surRR.

Calculons les coefficients de Fourier geOn a la périodd = =, la pulsatiorn = 2—17.7 =2et:
e Pourtoutn € N, bn(g) =0, par parité.

e Pourtoutn € N, an(g) = T I | sin(t) | cognwt)dt = 4 I j sin(t) cog2nt)dt, par parité.



D'oll an(g) = 2 j 0_ [sin((2n + 1t) - sin((2n - 1)t) ] dit

l[ —cog(2n+ 1)t) } [ —cog(2n—-1)t) ]F%J

4 2n+1 =0 2n-1 0
Ainsi an(g) = 2 [ a1 2n1— 1 } = —%( 4n21— 1) pour toutn € N.

Dans lintroduction, nous avons assuré les hypothesesmduléhDirichlet qui assure que la série de Fouriegde

converge suR, de somme total&(t) = @ + ) an(g) cognet) + bn(g) sin(nwt) = _4 Z Z?]sz(Znt)
n=1

qui égaleg(t) surR, donc que Vvt € R, |sin(t)|= % - %h(t)

Question II. 4. 2. Si de plusf est de class€? sur[0,o[, on a pour touk > O

= [® . (> 2 4 (- cos(2kxt)

F(x) = jof(t)|sm(xt)|dt_ jof(t)[ 2~ dhxt)dt = Iof(t)[ kz; il

ou I'on voit apparaitre I'intégrale d’une série des fono&Q _ f hx. Chacune de ces fonctlons &YsurR,
la série converge simplement (et méme normalemenfRsarst — f(t) h(xt) qui est continue suR.

Chacune des fonctions est intégrable,|€é) he(t) | = %kxt)lﬁ(t) | < |f(t) | intégrable sufO,[ et la
, . . L, 0 1 0 . < K
< ——— .
série des mtegralej-sO |f (1) hi(t) |dt e 1 IO |f (t) |dt converge par comparaison a la seﬁeﬁ

Les divers hypotheses du thm d’intégration terme a termeassurées, et on a donc, chaque intégrabilité étant

assurée, que | f(x) = % I:f(t) dt — %

:f(t) cog2kxt) dt pour toutx > 0

Considérons la série de fonctions: x — 4k21 1 Jloof(t) cog2kxt) dt définies et continues sy, x|.
— 0
1 ” _ 1 ”
Avecll. 2. 3. on sait que linvi(x) = im e IO f(t) cog2kxt)dt = 0, etNu(vk) < e 1 0|f(t) |dt

qui est le terme général d’une série convergente, doncikadés fonctiond _ vk converge normalement sur
]0,[, donc uniformément. On peut donc appliquethim de la double limite a la suite des sommes patrtielles,

et assurer quxe%llgrkﬁzg vk(X) =0

Enfin, on peut conclure qudim f (x) = wa(t) dt Ce qui est conforme au résultat obtenu pBur

X—=>00

Question 1. 4.3.1. Si on effectue le changement de variable xt dans l'intégrale, pour & 8 < 6, ona:
vx >0, F(x) —f | sin(xt) |dt = 1 I | sin(u) |du.

ﬁx 9X sont deux réels positifs et poxr> 5= ﬁ on aﬂ - % = M > 1
p partie entiére de[;—x doncp < Bx <p+1

T
Il existe donc deux entiefsetqtels que q partie entiére d%_x doncq < % <q+l

etO<p<q

Ainsipr < px< (p+retqr < dx< (Q+ 1) mdonc|[(p+ 1) 7, qr] < [BX6X] < [pr,(Q+ 1) 7]
Puisque la fonction qu’on integre est positive et contirwre®s on a I'encadrement entre les intégrales :

qr . oX (CIVE
I | sin(u) |du < I | sin(u) |du < I | sin(u) |du
(p+D)m px pr

ktD)x r p
De plus pour touk € 7Z, I : | sin(u) |du = I | sin(v) |dv = IO sin(v)dv = 2 avecv = u—Kr

A|nS|I |S|n(u) [du=2(g-p-1) etI |sin(u) |du=2(q+1-p)

(p+

d’ou un encadrement d&(x) : 7(q -p-1) <F(X < %(q -p+1) pourx > 5 7_r B




BXx

oX

BX
<= <p+1 —(p+1) <——F < - -p< -—+1
Mais< " 5” P donc (P 6) ” P et a-p ﬁ)? T
g< 22X <qg+1 g 2X <qg+1 OX _PX _1<q-p
ainsi%(%—TX—Z) < F(X) < %(%—%+2) pourx > 5Zﬁ et quandk — oo, par le thm

d’encadrement (thm "des gendarmes” ou "du sandwich”), dimd-(x) existe et vaut%((’i -B)

Question 1. 4. 3. 2. Selon les cas, par extention de résultats successifs.
« Sif est unefonction en escalieretJ un segment alors il existe une subdivisioBk) o, deJ telle quef soit
constante égaley sur chacun des intervallgg, Bx1[-
~ ) Prc _ Brer .
Donc f (x) = I f(t)|sin(xt) |dt = > I o f(t)|sin(xt) [dt = > ykJ. ‘ 1| sin(xt) |dt
J O<ken-1 B O<ken-1 ¥ B
Cette combinaison linéaire de fonctions ayant des limitesgx — oo a une limite qui vaut :

imfe0 = ¥ yZBer-p0 =% 3 wBra-poelimTeo=2 [ fod

O<ksn-1 O<ksn-1

« Sif estcontinue par morceauxsurJ unsegment alors il existe une suitépn), . de fonctions en escaliers
qui converge uniformément sdiversf. Ainsi N2 (f — ¢n) = sugdf(t) — ¢n(t) | » 0 quandh - oo.
J

Les application$ — f etf — % _[J f(t) dt sont linéaires, donc pour la différence (ot 0) :
Foo-2 ot = [Fe0-700]+ [a;(x) -2 L gon(t)dt} + [% L pa(t)dt — 2 IJf(t)dt}
= F=0n00+ [ 77002 [ ondt |+ 2 [ [pn® - Tt

Dot [0 -2 [ f@at| < LN go) + |00 - 2 [ gl + ZLONT - 00)
J J
ouL(J) est lalongueur du segmend. Par la convergence uniforme syrpour toute > 0, il existe un entieng
telque:vne N, (n>no) = (Ngo(f— on) < ) = (LQA)(Q+2)NL(f-pn) < &)

€

L1+ %)

Pour une > 0, fixons donc un teh = no. Pour ceng, puisquexlirrfo]j(x) = %I ©n(t) dt, il existe unxg tel
—00 J

00 -2 [ prlOet| <.

Pour touts > 0, nous assurons qu'il existg > 0, t. 4.Vx > 0, (x> Xo) = (‘ foo - % IJf(t) dt‘ < 28)

gue pour touk > Xo on ait

donc|lim () = 2 Lf(t)dt

X—00

« Sif estcontinue par morceauxsurJ = [0,o[, on peut reprendre pour wn> 0 donné, le raisonnement de la
questionll. 2. avec unA suffisamment grand pour qtfg|f(t) |dt < e. Alors:
A

[ twlsinooldi- 2 [ i

VX > 0, ‘?(x)—% o [f(t)dt‘

< j:f(t)|sin(xt) ot - 2 j:f(t)dt‘ + U: F(t) | sin(xt) |dt — 2 :f(t)dt‘

A A 0
: 2 2
< jo £(t)| sin(xt) |dt — 2 jo f(t)dt‘ +(1+2) jA|f(t) |dt
Pour ceA ainsi choisi, avec le segmeit = [0,A] et le résultat ci-dessus, il existe tel que

vx> 0, (X3 %) = (U:f(t)|sin(xt)|dt—%I:f(t)dt‘ < g)

etalorsvx > 0, (x> xo) = (‘?(x)—% Jf(t)dt‘ < (2+ %)s)

Et on a donc assuré de méme gli ) = % I f(t)dt
—00 J




