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Partie I Une étude de séries.

Question I. 1. 1. Pourk  1, considérons la série entière de terme généralukx = −1k−1 xk

k
.

Pourx > 0, on a
uk+1x
ukx

= k x
k + 1

→ x quandk → ∞, donc. avec le critère de d’Alembert, six > 1, on a

absolue convergence de∑ukx et six > 1, on a divergence grossière de cette même série.
Ainsi R = 1 , et la somme totale de la série entière est définie et de classeC∞ sur−1,1.
En x = 1, la série∑uk1 est une série de Riemann alternée vérifiant le thm spécifique (car|uk1| → 0 en
décroissant) donc convergente. Enx = −1, la série∑uk−1 est la série harmonique∑ 1

k
divergente.

L est définie sur−1,1 . On reconnaît le D.S.E. de ln1 + x, et Lx = ln1 + x sur−1,1

Question I. 1. 2. Pourx ∈ 0,1, la série numérique∑ukx est une sériealternée, car|ukx| = xk

k
.

Cette série alternée vérifie les hypothèses duthm spécifiquecar|ukx| → 0 quandk → ∞, et en décroissant

avec
uk+1x
ukx

= k x
k + 1

< 1. On retrouve ainsi la convergence de la série∑ukx, sur0,1, que l’on a

déjà assurée, et le résultat complémentaire que le reste estmajoré : |Lx − Snx| = |Rnx|  |un+1x|

Ainsi, pourn  1, en notantSnx = ∑
k=1

k=n

−1k−1 xk

k
, on a : ∀x ∈ 0,1, |Lx − Snx|  |un+1x|  1

n + 1

Cette fonction estbornée, etN∞
0,1L − Sn  1

n + 1
Quandn → ∞, on a donc queN∞

0,1L − Sn → 0,

et on a assuréla convergence uniformede la suiteSnn∈N∗ sur0,1 versL. LesSn, qui sont des polynômes
(sommes partielles d’une série entière) sont continues, etpar le thm de continuité sous convergence uniforme,

L est continue sur0,1 Alors L1 = lim
x→1−

Lx = lim
x→1−

ln1 + x donc L1 = ln2

Question I. 2. 1. Pourp ∈ N∗, ∑
k=1

k=3p

ak = ∑
q=1

q=p

a3q + ∑
q=0

q=p−1

a3q+1 + ∑
q=0

q=p−1

a3q+2 en distinguant les entiersk modulo 3.

Donc∑
k=1

k=3p

ak = − 2
3 ∑

q=1

q=p
1
q + ∑

q=0

q=p−1
1

3q + 1
+ ∑

q=0

q=p−1
1

3q + 2
= −∑

q=1

q=p
1
q +∑

q=1

q=p
1
3q

+ ∑
q=0

q=p−1
1

3q + 1
+ ∑

q=0

q=p−1
1

3q + 2

= −∑
k=1

k=p
1
k

+∑
k=1

k=3p
1
k

en retrouvant, cette fois, tous les entiersk modulo 3.

Et ∑
k=1

k=3p

ak = ∑
k=p+1

k=3p
1
k

= ∑
h=1

h=2p
1

p + h
= 1

p ∑
h=1

h=2p
1

1 + h
p

par changement d’indicek = p + h, et factorisation de1p .

Question I. 2. 2. Unesomme de Riemannde la fonctionf sur le segmenta,b, qu’on partage en subdivision

équidistante, estSRnf = b − a
n ∑

h=1

h=n

f a + h b − a
n , et on sait que pourf continue sura,b, la suite

SRnfn∈N∗ converge vers∫
a

b
f tdt. Il en est de même de lasuite extraite SR2pfp∈N∗ .

Pourf : t  1
1 + t

le segmenta,b = 0,2 et n = 2p, on a donc queb − a
n = 1

p et a + h b − a
n = 1 + h

p

lim
p→∞

1
p ∑

h=1

h=2p
1

1 + h
p

= ∫
a

b
f tdt = ∫

0

2 dt
1 + t

= ln3
NotonsAn la somme partielle de∑an : An = ∑

k=1

k=n

ak.

On vient de montrer que lim
p→∞

A3p = ln3

Les deux suites de termes générauxA3p+1 = A3p +
1

3p + 1
et A3p+2 = A3p +

1
3p + 1

+ 1
3p + 2

ont même

limite, et les 3 suites extraitesA3pp∈N∗ , A3p+1p∈N et A3p+2p∈N tendent vers la même limite ln3.



Ce qui assure que la suiteAnn∈N∗ converge, et quela série∑an converge vers sa somme totale ln3

Question I. 2. 3. Le réel cos 2kπ
3

vaut selon la classe dek modulo 3 :

si k = 3p : cos 2kπ
3

= 1

si k = 3p + 1 : cos 2kπ
3

= − 1
2

si k = 3p + 2 : cos 2kπ
3

= − 1
2

∀k ∈ N∗, 1
k

cos 2kπ
3

= − 1
2

ak, série qui converge et∑
k=1

∞
1
k

cos 2kπ
3

= − 1
2

ln3 = ln 1
3

Question I. 3. 1. Pourt ∈ 0,2π, on a ei t ≠ 1 etSnt qui apparaît comme la somme des termes successifs de la

suite géométrique de raison ei t, vaut donc Snt = ∑
k=1

n

ei tk
= ei t − en+1 i t

1 − ei t = ϕt en+1 i t − ei t sur0,2π

Question I. 3. 2. Sur0,2π le dénominateur deϕ est non nul et de classeC∞, avec ei t − 1 = cost − 1 + isint.
La fonctionϕ est doncC1 sur0,2π et sur le segmentπ,α.

D’ailleursϕt =
cost − 1 − isint

cost − 12 + sin2t
= − 1

2
− i

sint
21 − cost

en séparant parties réelle et imaginaire.

Note : L’hypothèseα ∈ π, 2π ne sert que pour l’écriture sans ambiguïté des segmentsπ,α, qu’on devrait
écrire, à strictement parler,α,π si 0 < α < π, dans les questions suivantes.

Question I. 3. 3. Puisqueϕ estC1 sur le segmentπ,α, ainsi que la fonctiont  en+1 i t, on peut effectuer une

intégration par partie :∫
π

α
en+1 i t ϕtdt =

en+1 i t ϕt
n + 1 i t=π

t=α

− ∫
π

α en+1 i t

n + 1 i
ϕ ′tdt

ϕ etϕ ′ sont continues sur le segmentπ,α donc bornées, respectivement parMϕ = sup
π,α

|ϕt| et

Mϕ′ = sup
π,α

|ϕ ′t|

et ainsi : ∫
π

α
en+1 i t ϕtdt 

en+1 i t ϕt
n + 1 i t=π

t=α

+ ∫
π

α en+1 i t

n + 1 i
ϕ ′tdt 

2Mϕ

n + 1
+

|α − π|Mϕ′

n + 1

Le numérateur est une constante réelle, donclim
n→∞ ∫π

α
en+1 i t ϕtdt = 0

Question I. 3. 4. Pourα ∈ 0,2π, ∫
π

α
Sntdt = ∑

k=1

n

∫
π

α
ek i t dt = ∑

k=1

n
ek i t

ki π

α
= 1

i ∑
k=1

n
ek iα − ek iπ

k

et ek iπ = eiπk
= −1k donc∫

π

α
Sntdt = −i ∑

k=1

n
ek iα

k
+∑

k=1

n
−1k−1

k

Mais aussi avecI. 3. 1. on a∫
π

α
Sntdt = ∫

π

α
en+1 i t ϕtdt − ∫

π

α
ei t ϕtdt

Ainsi : ∀n ∈ N∗, ∑
k=1

n
ek iα

k
= −∑

k=1

n
−1k−1

k
+ i ∫

π

α
en+1 i t ϕtdt − i ∫

π

α
ei t ϕtdt

On a assuré l’existence des limites des termes de droite quand n → ∞, on assure donc la convergence de la série

et la valeur de sa somme totale :∑
k=1

∞
ek iα

k
= − ln2 − i ∫

π

α
ei t ϕtdt

Question I. 3. 5. Pour toutt ∈ 0,2π, on a ei t ≠ 1 et ei t ϕt = ei t

ei t − 1
= e− i t

2 ei t

e− i t
2 ei t − 1

= ei t
2

2isin t
2



Question I. 3. 6. Ainsi ei t ϕt = 1
2

+
cos t

2

2isin t
2

et∫
π

α
ei t ϕtdt = 1

2
α − π − i ln sin t

2 t=π

t=α

∫
π

α
ei t ϕtdt = 1

2
α − π − i ln sin α

2 . En séparant parties réelle et imaginaire, on a montré la

convergence des deux séries et calculé leurs sommes totales:

∑
k=1

∞
coskα

k
= − ln2 − ln sin α

2 et∑
k=1

∞
sinkα

k
= π − α

2
ce qui est vrai pourα ∈ 0,2π,

en échangeant les bornes des intégrales.

En particulier pourα = 2π
3

, on a sin α
2 =

3
2

et∑
k=1

∞
coskα

k
= − ln2 − ln

3
2

= − ln 3

on retrouve ainsi le résultat deI. 2. 3. Note: pourα = π, on retrouve∑
k=1

∞
−1k

k
= − ln2.

Partie II Limite d’une intégrale.
Question II. 1. Si g est bornée parMg = sup

0,∞
|gt |, alors pourx > 0, on a|f tgx t |  Mg |f t| si t ∈ 0,∞.

Puisque l’intégrale∫
0

∞
|f t|dt converge, alors∫

0

∞
|f tgx t |dt converge etfgx existe pour toutx > 0

De plus la fonctionϕ0 : t  Mg |f t| est positive, continue par morceaux et intégrable sur0,∞, elle domine
la fonction à deux variables :Fg : x, t  f tgx t, qui est continue par rapport àx à t fixé et continue par
morceaux par rapport àt , àx fixé. On a ainsi les hypothèses du thm de continuité des intégrales à paramètres

sous domination :fg est continue sur0,∞ . Enfin :∀x > 0, fgx  ∫
0

∞
|f tgx t |dt  Mg ∫

0

∞
|f t |dt

donc fg est bornée sur0,∞

Question II. 2. 1. Si g est la fonctiont  ei t, on a les hypothèses, de la question précédente, avecMg = 1.

Par définition de la convergence d’une intégrale :∫
0

∞
|f t |dt = lim

A→∞
∫

0

A
|f t |dt donc lim

A→∞
∫

A

∞
|f t |dt = 0

et pour tout > 0, il existeA > 0, tel que 0 ∫
A

∞
|f t |dt  

Question II. 2. 2. PourA ainsi fixé, on peut effectuer une intégration par partie, puisque les fonctions sontC1 sur

le segment0,A : ∫
0

A
ei x t f tdt = ei x t

i x
f t

t=0

t=A
− ∫

0

A ei x t

i x
f ′tdt

Ainsi ∫
0

A
ei x t f tdt 

|f A | + |f 0 |
x + 1

x ∫0

A
|f ′t|dt et puisqueA est fixé, le majorant est de la formeKx

où K est constante. Donclim
x→∞ ∫0

A
ei x t f tdt = 0

Question II. 2. 3. Assurons que lim
x→∞

fgx = 0, en montrant quefgx peut être majoré par n’importe quel

2 > 0, pourx suffisamment grand. Considérons donc > 0, quelconque mais fixé.

∙ Pour ce > 0, avecII. 2. 1. il existeA > 0, tel que∀x > 0, ∫
A

∞
ei x t f t dt  ∫

A

∞
|f t |dt  

∙ Pour unA ainsi choisi, il existex0 > 0, tel que∀x ∈ 0,∞, x  x0  ∫
0

A
ei x t f tdt < 

Alors, pour tout > 0, il existex0 > 0, tel que∀x ∈ 0,∞, x  x0  ∫
0

∞
ei x t f tdt < 2 .

On a donc montré quelim
x→∞

fgx = 0

Question II. 3. 1. Si g est la fonctiont  | sint |, on a les hypothèses deII. 1. , avecMg = 1.

Pourf = E, la fonctionE estC1 sur0,∞, à valeurs réelles et∫
0

∞
|E t |dt existe et vaut 1.

La conclusion deII. 2. 3. est assurée. On peut calculerθγ dedeux façons différentes:

∙ En calculant∫
0

π
eγy ei y dy = eγ+iy

γ + i y=0

y=π

carγ − i ≠ 0.



D’où ∫
0

π
eγy ei y dy = 1

γ + i
eγ+iπ − 1 =

i − γ
γ2 + 1

eγπ + 1 et donc ∫
0

π
eγy sinydy = eγπ + 1

γ2 + 1

∙ En effectuant deux intégrations par partie successives, les fonctions étantC1 sur le segment0,π :

∫
0

π
eγy sinydy = eγy −cosy

y=0

y=π
+ γ ∫

0

π
eγy cosydy = eγπ + 1 + γ eγy siny

y=0

y=π − ∫
0

π
γeγy sinydy

d’où ∫
0

π
eγy sinydy = eγπ + 1 − γ2 ∫

0

π
eγy sinydy et le même résultat.

Question II. 3. 2. On a E x = ∫
0

∞
e− t | sinx t |dt, intégrale convergente (II. 1. ) dans laquelle on peut effectuer

le changement de variable
u = x t

t ∈ 0,∞


t = 1
x u

u ∈ 0,∞
qui estC1-difféomorphe entre ces intervalles,

donc conserve la convergence des intégrales et leur valeur.

Ainsi E x = 1
x ∫0

∞
e− u

x | sinu |du pour toutx > 0

Question II. 3. 3. Avec le changement de variable (translation)v = u − kπ , pour toutx > 0,

on a∫
kπ

k+1π
e− u

x | sinu |du = ∫
0

π
e− v+kπ

x | sinv |dv = e− kπ
x ∫

0

π
e− v

x sinvdv = e− kπ
x θ − 1

x

Question II. 3. 4. On noteuk = e− kπ
x = e− π

x
k
, alors∑uk est une série géométrique de raison e− π

x ∈ 0,1

donc absolument convergente, et sa somme totale est∑
k=0

∞

e− kπ
x = 1

1 − e− π
x

pour toutx > 0.

Question II. 3. 5. Avec la règle de Chasles, on peut décomposer l’intégrale sur0,n + 1π en somme totale
d’une série d’intégrales sur les segmentskπ,k + 1π, ainsi , pour toutn deN :

∫
0

n+1π
e− t | sinx t |dt = ∑

k=0

k=n

∫
kπ

k+1π
e− t | sinx t |dt = 1

x ∑
k=0

k=n

∫
kπ

k+1π
e− u

x | sinu |du = 1
x θ − 1

x ∑
k=0

k=n

e− kπ
x

Quandn → ∞ : E x = 1
x θ − 1

x
1

1 − e− π
x

sur0,∞ ou E x = x
x2 + 1

1 + e− π
x

1 − e− π
x

sur0,∞

Quandx → ∞, e− π
x = 1 − π

x + O 1
x2 et E x = x

x2 + 1

2 + O 1
x 

π
x + O 1

x2

d’où lim
x→∞

E x = 2
π

Question II. 4. 1. a. Notonshk la fonctiont 
cos2kt
4k2 − 1

. Pourk  1, la fonctionhk est paire,π-périodique,

de classeC∞ surR et bornée :N∞hk = sup
R

|hkt | = 1
4k2 − 1

.

La série∑ 1
4k2 − 1

est convergente par équivalence à une série de Riemann∑ 1
4k2 d’exposant 2> 1,

donc la série des fonctions∑hk estnormalement convergentesurR, donc uniformément convergente :

par continuité de chaquehk, la somme totaleh est définie et continue surR

Question II. 4. 1. b. La fonctiong : t  | sint | est continue, de classeC1 par morceaux, paire etπ-périodique.
On peut déterminer son développement en série de Fourier et appliquer le thm complémentaire au thm de
Dirichlet, qui assure la convergence normale de la série de Fourier deg versg, surR.

Calculons les coefficients de Fourier deg. On a la périodeT = π, la pulsationω = 2π
T

= 2 et :

∙ Pour toutn ∈ N, bng = 0, par parité.

∙ Pour toutn ∈ N, ang = 2
T ∫

− T
2

T
2

| sint | cosnωtdt = 4
π ∫0

π
2

sint cos2ntdt, par parité.



D’où ang = 2
π ∫0

π
2

sin2n + 1t − sin2n − 1t dt

= 2
π

−cos2n + 1t
2n + 1 t=0

t= π
2

− −cos2n − 1t
2n − 1 t=0

t= π
2

Ainsi ang = 2
π

1
2n + 1

− 1
2n − 1

= − 4
π

1
4n2 − 1

pour toutn ∈ N.

Dans l’introduction, nous avons assuré les hypothèses du thm de Dirichlet qui assure que la série de Fourier deg

converge surR, de somme totaleSt =
a0g

2
+∑

n=1

∞

angcosnωt + bngsinnωt = 2
π − 4

π ∑
n=1

∞
cos2nt
4n2 − 1

qui égalegt surR, donc que∀t ∈ R, | sint | = 2
π − 4

π ht

Question II. 4. 2. Si de plusf est de classeC1 sur0,∞, on a pour toutx > 0 :

f x = ∫

0

∞
f t | sinx t |dt = ∫

0

∞
f t 2

π − 4
π hx t dt = ∫

0

∞
f t 2

π − 4
π ∑

k=1

∞ cos2k x t
4k2 − 1

dt

où l’on voit apparaître l’intégrale d’une série des fonctions∑ f hk. Chacune de ces fonctions estC0 surR,
la série converge simplement (et même normalement) surR verst  f thx t qui est continue surR.

Chacune des fonctions est intégrable, car|f thkt | =
| cos2k x t |

4k2 − 1
|f t |  |f t | intégrable sur0,∞ et la

série des intégrales∫
0

∞
|f thkt |dt  1

4k2 − 1
∫

0

∞
|f t |dt converge par comparaison à la série∑ K

k2 .

Les divers hypothèses du thm d’intégration terme à terme sont assurées, et on a donc, chaque intégrabilité étant

assurée, que

f x = 2

π ∫0

∞
f tdt − 4

π ∑
k=1

∞
1

4k2 − 1
∫

0

∞
f t cos2k x tdt pour toutx > 0

Considérons la série de fonctionsvk : x  1
4k2 − 1

∫
0

∞
f t cos2k x tdt définies et continues sur0,∞.

Avec II. 2. 3. on sait que lim
x→∞

vkx = lim
x→∞

1
4k2 − 1

∫
0

∞
f t cos2k x tdt = 0, etN∞vk  1

4k2 − 1
∫

0

∞
|f t |dt

qui est le terme général d’une série convergente, donc la série des fonctions∑ vk converge normalement sur
0,∞, donc uniformément. On peut donc appliquer lethm de la double limite à la suite des sommes partielles,

et assurer que lim
x→∞ ∑

k=1

∞
vkx = 0.

Enfin, on peut conclure quelim
x→∞


f x = 2

π ∫0

∞
f tdt Ce qui est conforme au résultat obtenu pourE.

Question II. 4. 3. 1. Si on effectue le changement de variableu = x t dans l’intégrale, pour 0 β < δ, on a :

∀x > 0, Fx = ∫
β

δ
| sinx t |dt = 1

x ∫βx

δx
| sinu |du.

βx
π et δx

π sont deux réels positifs et pourx > π
δ − β

on a δx
π − βx

π =
δ − βx

π > 1.

Il existe donc deux entiersp et q tels que

p partie entière de
βx
π doncp 

βx
π < p + 1

q partie entière deδx
π doncq  δx

π < q + 1

et 0  p < q

Ainsi pπ  βx < p + 1π et qπ  δx < q + 1π donc p + 1π,qπ ⊂ βx,δx ⊂ pπ,q + 1π

Puisque la fonction qu’on intègre est positive et continue surR, on a l’encadrement entre les intégrales :

∫
p+1π

qπ
| sinu |du  ∫

βx

δx
| sinu |du  ∫

pπ

q+1π
| sinu |du

De plus pour toutk ∈ Z, ∫
kπ

k+1π
| sinu |du = ∫

0

π
| sinv |dv = ∫

0

π
sinvdv = 2 avecv = u − kπ

Ainsi ∫
p+1π

qπ
| sinu |du = 2q − p − 1 et∫

pπ

q+1π
| sinu |du = 2q + 1 − p

d’où un encadrement deFx : 2
x q − p − 1  Fx  2

x q − p + 1 pourx > π
δ − β



Mais
p 

βx
π < p + 1

q  δx
π < q + 1

donc
−p + 1 < − βx

π  −p

q  δx
π < q + 1

et
q − p < δx

π − βx
π + 1

δx
π − βx

π − 1 < q − p

ainsi 2
x

δx
π − βx

π − 2  Fx  2
x

δx
π − βx

π + 2 pourx > π
δ − β

et quandx → ∞, par le thm

d’encadrement (thm "des gendarmes" ou "du sandwich"), on alim
x→∞

Fx existe et vaut2π δ − β

Question II. 4. 3. 2. Selon les cas, par extention de résultats successifs.
∙ Si f est unefonction en escalieret J unsegment, alors il existe une subdivisionβk0kn deJ telle quef soit

constante égale àyk sur chacun des intervallesβk,βk+1.

Donc

f x = ∫

J
f t | sinx t |dt = ∑

0kn−1
∫
βk

βk+1

f t | sinx t |dt = ∑
0kn−1

yk ∫
βk

βk+1

| sinx t |dt

Cette combinaison linéaire de fonctions ayant des limites quandx → ∞ a une limite qui vaut :

lim
x→∞


f x = ∑

0kn−1
yk

2
π βk+1 − βk = 2

π ∑
0kn−1

ykβk+1 − βk et lim
x→∞


f x = 2

π ∫J
f tdt

∙ Si f estcontinue par morceauxsurJ unsegment, alors il existe une suiteϕnn∈N de fonctions en escaliers
qui converge uniformément surJ versf. Ainsi N∞

J f − ϕn = sup
J

|f t − ϕnt | → 0 quandn → ∞.

Les applicationsf 

f et f  2

π ∫J
f tdt sont linéaires, donc pour la différence (oùx > 0 :


f x − 2

π ∫J
f tdt =


f x − ϕnx + ϕnx − 2

π ∫J
ϕntdt + 2

π ∫J
ϕntdt − 2

π ∫J
f tdt

= f − ϕn x + ϕnx − 2
π ∫J

ϕntdt + 2
π ∫J

ϕnt − f tdt

D’où

f x − 2

π ∫J
f tdt  LJN∞

J f − ϕn + ϕnx − 2
π ∫J

ϕntdt + 2
π LJN∞

J f − ϕn

où LJ est lalongueur du segmentJ. Par la convergence uniforme surJ, pour tout > 0, il existe un entiern0

tel que :∀n ∈ N, n  n0  N∞
J f − ϕn < 

LJ1 + 2
π 

 LJ1 + 2
π N∞

J f − ϕn < 

Pour un > 0, fixons donc un teln = n0. Pour cen0, puisque lim
x→∞

ϕn0x = 2
π ∫J

ϕn0tdt, il existe unx0 tel

que pour toutx  x0 on ait ϕn0x − 2
π ∫J

ϕn0tdt < .

Pour tout > 0, nous assurons qu’il existex0 > 0, t. q.∀x > 0, x  x0 

f x − 2

π ∫J
f tdt < 2

donc lim
x→∞


f x = 2

π ∫J
f tdt

∙ Si f estcontinue par morceauxsurJ = 0,∞, on peut reprendre pour un > 0 donné, le raisonnement de la

questionII. 2. avec unA suffisamment grand pour que∫
A

∞
|f t |dt  . Alors :

∀x > 0,

f x − 2

π ∫0,∞
f tdt = ∫

0

∞
f t | sinx t |dt − 2

π ∫0

∞
f tdt

 ∫
0

A
f t | sinx t |dt − 2

π ∫0

A
f tdt + ∫

A

∞
f t | sinx t |dt − 2

π ∫A

∞
f tdt

 ∫
0

A
f t | sinx t |dt − 2

π ∫0

A
f tdt + 1 + 2

π ∫
A

∞
|f t |dt

Pour ceA ainsi choisi, avec le segmentJ ′ = 0,A et le résultat ci-dessus, il existex0 tel que

∀x > 0, x  x0  ∫
0

A
f t | sinx t |dt − 2

π ∫0

A
f tdt < 

et alors∀x > 0, x  x0 

f x − 2

π ∫J
f tdt < 2 + 2

π  .

Et on a donc assuré de même quelim
x→∞


f x = 2

π ∫J
f tdt


