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(durée: 3h30)

Probléme 1

Dans ce probléme, on note £ = (e1,ea,e3) la base canonique ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) de
Pespace vectoriel R®. On note 1d lapplication identité de R3 dans lui-méme et O application
nulle. Pour tout couple de nombres réels (a,b), on note J(a,b) la matrice

1 0
J(a,b) = a 0
0 b

o o e

Enfin, on note ® Uapplication linéaire de R3 dans lui-méme dont la matrice dans la base canonique
est

-1 5 -3
M=]11 0 0
0O 1 0
a® na™ ! 0
1. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, on a [J(a,b)]* = 0 a™ 0

0 0 b
Procédons par récurrence.

at 1a® 0 a 1 0
Initialisation: Pourn=1,ona [ 0 a' 0] =0 a 0| =[J(a,b)]', ce qui démontre
0o o0 ¥ 0 0 b

que la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité: Soit n € N*. Supposons que la relation est vraie au rang n et démontrons la au
rang n+ 1. On a

a® na"' 0\ fa 1 0 .
o O I B it
0 0 b" 0 0 b
att (n+1)a® 0
— 0 a71,+1 0 ,
0 0 pntl

ce qui démontre la relation au rang n + 1.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a

VneN,  [J@b]"=[0 a0




2.

3.

a) Montrer que ® + ®2 —5& +31d = O.

On a
6 -8 3 —14 33 -—18
M?=|-1 5 -3 et M=|6 -8 3|,
1 0 0 -1 5 -3

ce qui donne, apres calculs,
M?+ M? —5M + 315 = 0.
Or, comme M est la matrice de ¢ dans la base canonique &, on sait, d’apres le cours,

que M3 4+ M? — 5M + 313 et la matrice de ®3 + ®2 — 5® + 31d dans cette méme base.
Ainsi, la relation matricielle ci-dessus se traduit par

(9% + 92— 504314 =0

b) On note II(X) le polynéme TI(X) = X3 + X2 — 5X + 3. Montrer que 11(X) posséde
une racine double que l'on explicitera.
On constate que 1 est une racine évidente de IT. De plus, IT'(X) = 3X2 +2X — 5 d’'ott
IT'(1) = 0. Ainsi, d’apres le cours, on peut affirmer que 1 est une racine (au moins)
double de II. Par suite, on peut factoriser II(X) sous la forme II(X) = 1(X —1)?(X —a)
ou a désigne la derniere racine de II. En identifiant les coefficients constants dans les
deux expressions de II(X), on obtient —a = 3, d’olt @ = —3. Par suite,

’H(X ) admet 1 comme racine double et —3 comme racine simple. ‘

c) Soit A € R et u € R® un vecteur non nul tels que ®(u) = Au. Montrer que II(\) = 0.
Comme ®(u) = Au, on a ®*(u) = ®(P(u)) = ®(A\u) = AP(u) = Nu et P3(u) =
(D2 (u)) = P(A\?u) = A?®(u) = Au. Par suite, comme ®3 + ®* —5& +31d = O, on a

0= (®%+ ®? — 5 + 31d)(u)
= ®3(u) + % (u) — 5P (u) + 31d(u)
= \3u+ A2u — 5 u + 3u
= (A 4+ A =5\ +3)u,
d’ott A3 + A2 — 5\ + 3 = 0 puisque u # 0. Donc
II(\) = 0.

a) Donner une base du sous-espace vectoriel Ker(®+31d) formée de vecteur(s) de derniére
coordonnée sur la base £ égale a 1.

La matrice de ® + 31d dans la base £ est M + 3I3. Pour trouver le noyau de ® + 31d,
il suffit de chercher les vecteurs u = (a, b, ¢) tel que (® + 31d)(u) = 0, c’est-a-dire

a 2a +5b -3¢ =0 (L1)
(M+3I3)|b] =0 — [a] +3b =0 (
c b 43¢ =0 (

—b =3¢ =0 (

— [a] +3b = (

(

@ +3c =0 L3
0 =0 (Ll) — (L1 + L3)
— [a] +3b =0 (L2)
b] +3c =0  (Ls)
a= 9A
= b= -3\ (AeR)
c= A

Donc

’Ker(@ + 31d) est la droite vectorielle de R? dirigée par le vecteur (9, —3,1). ‘




b) Donner une base du sous-espace vectoriel Ker(® —Id) formée de vecteur(s) de derniére
coordonnée sur la base € €égale a 1.

La matrice de ® — Id dans la base canonique est M — I3. Pour déterminer le noyau de
® —1d, il suffit de rechercher les vecteurs u = (a, b, ¢) tel que (® —1Id)(u) = 0, c’est-a-dire

a —2a +5b -3¢ =0 (L)
c b —c =0 (L3)
3b —3c =0 (Ll) — (L1 + 2L2)
b =0 (L3)
b 0 (L)
a= A
= { b= A (A eR).
c= A
Donc

’Ker(fb —1d) est la droite vectorielle de R? dirigée par le vecteur (1,1,1). ‘

c) @ est-elle diagonalisable ¢

Nous avons vu a la question 2 que ® admet deux valeurs propres qui sont 1 et —3.
Les deux questions précédentes nous permettent de dire que les sous-espaces propres
associés a ces valeurs propres sont tous les deux de dimension 1. Par suite, la somme
des dimensions des sous-espaces propres de ® est égale & 2 alors que la dimension de R?
est 3. On en déduit, d’apres le cours, que

® n’est pas diagonalisable.

3
a) Trouver z € R3, de derniére coordonnée sur la base € égale a 1, tel que ®(z) = x—l—Zsi.
i=1

Posons = (a,b,c¢). On a

3 a a 1
(cp(x):mzsi) = Mb|=[b]+ }
—2a +5b -3¢ =1 (Ly)
= [a] — b =1 (Ls)
b —c¢c = (L3)
3b -3¢ =3 (L) — (L, +2L)
= [a] — b = (L2)
] —¢ = (Ls)
0 =0 (L) — (L — 3Ls)
<= @ — b :1 (LQ)
b] —c =1 (L3
a= 24+ A
— b= 1+X (AeR).
= A

Donc, pour choisir une solution de ce systéme dont la dernieére coordonnée sur la base
€ est égale a 1, il faut et suffit de prendre A = 1, ce qui donne (a, b, c) = (3,2,1). Donc

x=(3,2,1).



b)

Donner une base du sous-espace vectoriel E = Ker([® — 1d]?) formée de vecteurs de
derniére coordonnée sur la base € égale a 1.

Comme Ker(® — Id) C Ker([® — Id]?), le vecteur directeur (1,1,1) = &1 + €2 + £3 de
la droite Ker(® — Id) appartient aussi & E. D’autre part, le vecteur a de la question
précédente vérifie ®(x) = x+¢e1 +e3+e3, done (z) —z € Ker(P—1d). Cela signifie que
x € E. Nous disposons ainsi de deux vecteurs: €1 +e2 +e3 = (1,1,1) et x = (3,2, 1),
qui appartiennent & E. Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment
une famille libre de E.

Par ailleurs, la matrice de (® — Id)? dans la base canonique est

-2 5 =3 9 -18 9
M-I)*=(1 -1 0] =(-3 6 -3,
0 1 -1 1 -2 1
donc
9 -—-18 9 0 0 0
rang (M — I3)?) =rang | =3 6 —3| =rang[ 0 0 0] =1,
1

1] -2 1 (1] —2

ce qui implique, d’apres le théoreme du rang, que dim E = 2.
Les deux vecteurs €1 + €5 + €3 et x forment donc une famille libre de deux vecteurs du
sous-espace F/ qui est de dimension 2, ce qui implique que

(e1+e2+¢es,x) = ((1,1,1),(3,2,1)) est une base de E.

Montrer que ®(E) C E et que R?* = E @ Ker(® + 31d).

Soit v € ®(F) de sorte qu'il existe u € E tel que v = ®(u). Alors ®(v) = ®?(u) = 0 car
u € E, donc v € Ker([® — 1d]?), c’est-a-dire v € E. Donc

®(F) C E.

Pour montrer que R? = E@Ker(®+31d), il suffit de prouver que ENKer(®+31d) = {0}
et dim E + dim (Ker(® + 31d)) = 3. Cette derniere relation est clairement vérifiée
puisque l'on sait que dim E = 2 d’apres la question précédente et dim (Ker(<I>+3 Id)) =1
d’apres la question 3.a). Par ailleurs, si u € E N Ker(® + 31d), alors ®*(u) = u et
®(u) = 3u, donc u = ®?(u) = ®(®(u)) = ®(3u) = 3®(u) = Yu, ce qui implique que
u=0, dout ENKer(®+3Id) = {0}. Par conséquent,

R? = B @ Ker(® +31d). |

Donner une base de R3, formée de vecteurs de derniére coordonnée sur la base E égale
a 1, dans laquelle la matrice de ® vaut M' = J(1,-3).

Comme R? = E @ Ker(® + 31d), on sait, d’aprés le cours, que la réunion d'une base de
E et d'une base de Ker(® + 31d) forme une base de R3. Par suite, la famille de vecteurs
B=((1,1,1),(3,2,1),(9,-3,1)) est une base de R.

Or ®(1,1,1) = (1,1,1), ©(3,2,1) = (1,1,1) + (3,2,1) et ®(9,-3,1) = —3(9,-3,1),
donc la matrice de ® dans la base B est

11 0
01 0 |=J@1;-3).
00 —3

Par conséquent,

dans la base B = ((1,1,1),(3,2,1),(9,—3,1)), la matrice de ® est M’ = J(1,-3).




b) Exprimer, pour tout n entier naturel, la matrice M™ a l’aide de n, M', P et P~% ou
P est une matrice bien choisie. Calculer la premiére colonne de M™.

On sait, d’apres le cours et la question précédente, que si P désigne la matrice de la
base B vers la base canonique &£, on a M = PM’P~!. Par suite
M" = (PM'P~YYPM'PY)...(PM' P
n facteurs PM’'P—1
=PM' P 'PM P'PM'P...PM' P'PM'P!
S—— S—— S——

=I3 =I3 =I3
=PM")"PL.
Donc
1 3 9
M"=P(M')"P~! avec P=1[1 2 -3
1 1 1
x a
Déterminons P~'. Soient X = [y | et Y = [ b |. Alors
z c
PX=Y = x 42y -3z =b (L)
r +y +z =c (L3)
— —y =12z =b—a (La) «— (La — Ly)
—2y| — 8 =c—a (L3) «— (Ls — L)
+3y + 92 =a (Ly)
<> 162 =a— 2b +c (LQ) — (—2L2 —+ Lg)
—2y| — 8 =c—a (L3)
T = —ia —gb gc
12 12 16
= = ia +§b —Ec
Y= 16" Tie0 16
= L 2 b +
SO T T T
d’ou
1 -5 —6 27
Pl = 6 8 —12
1 -2 1

donc
1 3 9 1 n 0 1 -5 -6 27
M"_P(M’)"P_lz 1 2 -3 0 1 0 6 4 8 —12
1 1 1 0 0 (=3~ 1 -2 1
1 3 9 —5+4n & Q
=11 2 -3 4 % )
1 1 1 (=3)" | | O

L [THAn+9(=3)" ® e
=16 3+4n—3(-3)" ® ®
—1+4n+(-3)" @ %)



ce qui montre que

T+4n+9(-3)"
la premiere colonne de M™ est — | 3+ 4n — 3 (=3)"
—1+4n+ (-3)"

6. Soit (un)n>o0 la suite & valeurs réels définie par ug = 0, uy = 0, uz = 1 et la relation de
récurrence Yn € N*, upyo = —uUpy1 + Uy — 3Up—1-

2)

Elaborer un programme dans le langage de votre choixz afin de calculer uys (indiquer le
langage choisi).
En SCILAB:

a=1; b=0; c=0;

for i=1:13 do

A=a; B=b;
a=—-a+bxb—3x%xa; b=A; c=B;
end

a

Déduire du 6. a) une valeur exacte de uys.

En implémentant ’algorithme précédent (ou une version adaptée) dans une calculatrice,
on obtient

’u15 = —896 803. \

Dans les trois derniéres questions, on note (Uy,)n>0 la suite de vecteurs de R? de co-
ordonnées (Upi2,Uni1,Us) dans la base E. Montrer que, pour tout n entier naturel,
Unt1 = O(U,).

Soit n € N*. On a

-1 5 -3 Un+1 —Up+1 + DUy — 3Up—1 W42
MUnfl = 1 0 0 Unp, = Un+1 = Un+1 = Una
0 1 0 Up—1 Up, Un

ou 'avant-derniere égalité découle de la définition de la suite (up)n>0. Donc

VneN*, U, =®Un_1). \

En déduire que, pour tout n entier naturel, U, = ®"(Uy) puis, d l'aide de 5.b), une
expression de Uy,.

Procédons par récurrence.

Initialisation : Pour n = 0, on a ®°(Upy) = Id(Uy) = Uy donc la relation est vérifiée pour
n = 0.

Hérédité: Soit n € N. Supposons que U,, = ®"(Up) et démontrons cette relation au
rang n+ 1. On a

" (Uy) = (2" (Up))
=o(U,) par hypothese de récurrence

=Upi1 d’apres le résultat de la question 6. c),

donc la relation est justifiée au rang n + 1.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a

WneN, U, =o"(Up).|




La relation précédente se traduit matriciellement par 1’égalité

Un+42 1
Vn € N, Upt1 | =M™ |0
Uy, 0

Or le second membre de cette égalité correspond a la premiere colonne de M™, donc,
d’apres le résultat de la question 5.b),

Un42 1 T+4n+9(=3)"
Vn € N, Upy1 | = E 3+4ﬂ—3(—3)n ’
Up, —1+4n+ (=3)"

ce qui donne, en identifiant les troisiemes coordonnées de ces deux vecteurs colonnes,

_ —l44n+(-3)"
B 16

Vn € N, U,

Vérifier pour n =15 le résultat obtenu au 6.b) grace a la méthode du 6. d).

Pour n =15, on a
—1+4x15+ (=3)"

Ul = 16 = —896 803.

On retrouve bien la valeur de u15 obtenu par le procédé itératif de la question 6.b).




Probleme 2

Soit ¢ une application dérivable sur Ry. On considére l'équation différentielle (£) donnée par
(1 - e 2)y' (@) + y(x) = p(x). .
Partie I. On note G, F' les fonctions de R dans R définies par Vo € RY, G(z) = / el p(t)dt
et Ve € Ry, F(x) = G(x)/(e” —1). 0

1. Montrer que G et F sont des applications de classe C* sur R .

2.

La fonction G est une primitive (celle qui s’annule en 0) de Papplication continue ¢t — e’ (t),
donc G est une fonction de classe C! sur R* . Par suite, F' est une fonction de classe C' sur
R?* comme quotient de deux fonctions de classe C ! dont le dénominateur ne s’annule pas sur
R% . On a ainsi démontré que

G et F sont des applications de classe C' sur R%.

a) Déterminer le développement limité de G au voisinage de 0 & l'ordre 2. En déduire que

le développement de F au voisinage de 0 & Uordre 1 est F(x) = ¢(0) + gcp’(()) +o(x).

La fonction t —— e’ p(¢) est dérivable sur R, comme produit de telles fonctions et
admet donc, d’apres le cours, un développement limité a 'ordre 1 en 0 donné par

e p(t) = (1+t+0(t) (v(0) + ' (0)t + o(t)) = ©(0) + (#(0) + ¢'(0))t + o(t).

En intégrant entre 0 et x (ce qui est possible d’apres le cours), on obtient le développement
limité & ’ordre 2 de la fonction G, ce qui prouve que

G admet un développement limité a 'ordre 2 en 0

p(0) +¢'(0)

9 IZ + Oy 0+ (I2)

donné par G(z) = ¢(0)x +

Pour obtenir le développement limité & I'ordre 1 de F en 0, on commence par rechercher
un tel développement pour la fonction z/(e” —1). On a, d’apres le cours,

1.2
ew = ]. + xr + 7 + OIHO(‘CI’.2)7

donc
T x 1 x
5 =1— =+ o0,-0(x).

= T
2
r + % top o) 1T 57T 02—0(2)

et —1

ou lavant derniere égalité découle du développement limité de 1/(1 4 h) & l'ordre 2 en
0 donné par 1/(1 4+ h) =1 — h+ op—o(h). Il s’ensuit que

G(x)
e? —1
2(0)z + (9(0) + ¢'(0))2%/2 + 0,0+ (2?)
e’ —1
©(0) + ¢'(0)
2
©(0) +¢'(0)

2
¢'(0)
2

X+ 040+ (l’))

T+ Oy —0+ (J?)

Donc

F admet un développement limité a ’ordre 1 en 0
¢'(0)

donné par F(z) = »(0) + 5

T+ 0y 0+ (2).




b) En déduire que F est prolongeable par continuité en 0. On notera encore F la fonction
prolongée. Préciser F(0). Montrer que F est dérivable en O et préciser F’(0).
Le développement limité a l'ordre 1 de la fonction F' que nous venons de déterminer
permet d’affirmer que F' admet en 0 une limite finie égale & ¢(0). On en déduit que

’ F est prolongeable par continuité en 0 en posant F(0) = ¢(0). ‘

Pour x > 0, on a

Fx) - F0) 1 ¢'(0) ¢'(0)
= — - - 1
= (00 + P 4 0,0 (0) — 9(0)) = E +0n e (1),

donc . P ,

P - FO) @)

z—0t z—0 2
ce qui signifie que

: ¢'(0)
F est dérivable en 0 et F'(0) = 5
3. Résoudre sur RY ’équation différentielle (&) : (1 —e™")y'(x) + y(x) = 0. Indication: On
pourra remarquer que (Eg) est équivalente & y'(x) + ewe_ly(x) =0.

eCE
Pour tout z € R%, ona l—e™® # 0, donc, sur R7, (o) est équivalente a y'(z)+— 1y(:ﬁ) =0.
T —
D’apres le cours, on sait que les solutions de 1’équation de cette équation sont de la forme

vx>0, yh(x):)\exp{_/ eue 1du}:)\e—1ne —1|:er_17

Donc

Vo >0, y(z) = (A eR).

4. Montrer que F vérifie (€) sur RY.
On sait déja que F est de classe C' sur R%. On a

_ G'(r) Gx)e® e"plz) Gx)e”

et —1  (e*—1)2  er—1 (e*—1)%

Vo > 0, F'(x)

donc

= p(z)—

(1) F/(a)+F(a) = (1) (A {jf””_)f;)ﬁ(ﬂ

Ainsi,

’F vérifie (€) sur RY. ‘

5. a) Ezprimer la solution générale de (£) sur R.
D’apres le cours, les solutions générales de (£) s’obtiennent en ajoutant la solution
particuliere F' de (£) aux solutions de ’équation homogene (&) déterminées a la question
3. Ainsi,

(AeR).

les solutions générales de (€) sont de la forme Vz > 0, y(z) = F(x) +

et —1

b) Vérifier que F est I'unique solution de (£) sur R% possédant une limite finie quand x
tend vers 0.

Soit y une solution de (£) donnée par y(r) = F(z) + —— ot A € R. Si A #0, on a
lim, o+ A/(e®” —1) = %oo (selon le signe de A) et lim, .o+ F'(z) = F(0) = ¢(0), donc
lim,_ g+ y(x) = +oo. Au contraire, lorsque A = 0, on a y = F' donc y tend vers ¢(0) en
0. Ainsi,

’ F est la seule solution de (£) qui admette une limite finie en 0% égale & ¢(0). ‘




6. La fonction F est-elle une solution de (£) sur Ry ¢
On sait déja que F' est une solution de (£) sur R7. Pour savoir si c’est une solution de (&)
sur Ry, il faut regarder si la relation (1 — e %)y'(z) + y(z) = ¢(z) est vérifiée en 0 pour
y = F. Or, d’apres la question 2.b),

¢'(0)

(1—e F'(0)+ F(0)=(1-1) 5

+ ¢(0) = ¢(0),

donc

’F est une solution de (&) sur R. ‘

7. On suppose, dans cette question, que l’application ¢ est décroissante sur R .
a) Montrer que, pour tout x > 0, on a p(z) < F(x). Ce résultat demeure-t-il pour x =0 ?

Soit > 0. L’application ¢ étant décroissante sur R, on a Vt € [0;z], ¢(t) > ¢(z)
et donc Vt € [0;z], ef¢(t) > e’ p(x) puisquune exponentielle est toujours positive.
Combinée avec la croissance de l'intégrale, cette inégalité implique que

T T
/ el p(t)dt > / el p(z)dt,
0 0

c’est-a-dire

ou encore

Donc

V2 >0, F(2)>p(@).|

Cette relation reste vraie en z = 0 puisque F et ¢ coincide en 0. Donc

’Vx}O, F(x)}go(a:)‘

b) Déduire du I. 7. a) que F est décroissante sur Ry .
On sait que F' est une solution de (€) sur Ry, donc Vo > 0, (1—e %) F'(2)+F(z) = ¢(x).
Or, d’apres la question précédente, on a Vo > 0, F(z) > ¢(z), donc Vx > 0, (1 —
e ")F’'(x) < 0, ce qui implique que Vz > 0, F'(z) < 0 puisque Vz > 0, 1 —e™* > 0.
Par suite,

’F est décroissante sur R . ‘

—T

Partie II. On suppose dans la suite du probléme que Vo € Ry, p(x) =e
1. a) Déterminer explicitement F(x).

Pour tout x > 0, on a

1 “ x
F(z) = te ! dt =
(@) ezfl/o ¢c e —1
En 0, on a F'(0) = ¢(0) = 1. Donc
x sixz >0,
Vz > 0, F(x) = e® —1
1 siz=0.




b) Donner un développement limité de F' a l'ordre 2 au voisinage de 0.

On a
z2 28 z2 28
e’ —1= (1+x+f + — +01_>0+(x2)) —l=a+ "%+ — +0, 0+ (2%,
2 6 2 6
donc, pour tout xz > 0,
T T 1

e’ —1  z+22/2+23/6 + 0y_0+ (72) - 1+ 2/24+22/6 + 0,0+ (22?)

ce qui donne

2

z T T T\ 2 x X
:1—(7+—)+(7) +0w4,0+(1’2):1_§+E+Ow%0+(1’2)

donc

T T
F(I) =1- 5 + ﬁ +0m_>0+(.%'2)'

¢) Dresser le tableau de variations de F sur R..
Pour compléter 1’étude de F, il reste a regarder son comportement asymptotique en
+00. Or, d’apres le théoreme des croissances comparées, on a

. T
lim — =0,
z—+o0 e¥ —1]

c’est-a-dire
lim F(z)=0.

r——+0o0

On peut alors dresser le tableau de variations de F et la représenter graphiquement (en
bonus) :

8
o
+
8

=
—
b2
g
.
Ln
(=]

2. On note @ la primitive de F définie sur Ry et s’annulant en 0.

a) Montrer que Vx > 4, x < % —1 puis que Y > 4, F(z) < 1/(ex/2—|—1) <e %2 Ep
déduire que la fonction © est bornée sur R..
Considérons la fonction g(x) = e®/? —x — 1 définie sur [4; +oo[. C’est une fonction de
classe C* sur [4; +-o0o[ d’apres les théoremes généraux. On a Vo > 4, ¢'(z) = e%/? /21
et ¢ (z) = e*/? /4 > 0. Par suite, ¢’ est croissante. Or ¢’(4) = e? /2 —1 > 0, donc Va >
4, ¢'(x) > 0 ce qui implique que g est croissante sur [4; +oo[. Comme g(4) = e?> —5 > 0,
on en déduit que g est positive sur [4;+o00[ et donc que

’Vx>47 x<e1/2—1.‘




Par conséquent, pour tout x > 4, on a

z/2 -1 z/2 -1 1 1
X [§] [§]
F = < = — < — o %/2

(z) o 1 e —1 (e2/2 —1)(e®/2 1)  e*/241  ev/2 ¢ ’

donc

]\m >4, F(z) <e /2 \

Comme ® est la primitive de F' qui s’annule en 0, on peut écrire que

2) = /OIF(t) at

ce qui prouve immédiatement que ® est positive sur R puisque c’est l'intégrale de la
fonction F' qui est positive (positivité de I'intégrale). Par ailleurs, ® étant continue sur
le segment [0;4], elle est bornée sur ce segment par une constante M; > 0, d’apres un
résultat du cours (théoréme des bornes). Lorsque x > 4, on écrit que

—]Wz

En combinant ces résultats, on obtient que Vz > 0, 0 < ®(z) < max{Mi; M2}, ce qui
démontre bien que

® est une fonction bornée sur R . ‘

b) Etudier les variations de ® sur Ro.. En déduire que ®(x) admet une limite finie quand
x tend vers +oo0.

La fonction @ est bien évidemment dérivable puisque c’est une primitive et 'on a Vo >
0, ®(z) = F(z) > 0. Cela prouve que

’ ® est strictement croissante sur R;. ‘

La fonction ® étant croissante et bornée, on peut affirmer, en vertu du théoréme de la
limite monotone, que

’ ®(x) admet une limite finie quand z tend vers +oo. ‘

Partie II1. Dans cette partie, A désigne la limite de ®(x) quand x tend vers +oo. On admetira
que A =1lim, 400 > p_y 1/
1. Montrer que, pour tout t nombre réel et pour tout n entier naturel non nul, on a

2sin (%) (COS(t) 4 cos(nt)) = sin (277‘2"' lt) — sin (%)

Soit t € R. Démontrons la relation par récurrence sur n > 1 (on peut également utiliser les
nombres complexes mais cela oblige & mettre & part les cas ol t = 2km, k € Z).
Initialisation : Pour n = 1, la relation est vérifiée puisque

2x1+4+1
sin (%t) — sin (%) = 2cos(t) sin (%)



p+q . p—q
sin =——-

Hérédité: Soit n > 1. Supposons la relation vérifiée au rang n et démontrons la au rang
n+1. On a

en vertu de la formule sinp — singq = 2 cos

2sin (E) (cos(t) + - -+ + cos(nt) + cos ((n + 1)t))

2
= 2sin (%) (cos(t) + - -+ + cos(nt)) + 2sin (%) cos ((n+ 1)t)
= (2n + 1t) — sin (%) + 2sin (%) cos ((n + 1)t) par hyp. de réc.

Or, comme 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b), on a

t 2 2 1
2sin (5) cos ((n+ 1)t) = sin ( n2+ 3t) — sin ( n; t)»

donc
. [t
2sin (§> (cos(t) + -+ - + cos(nt) 4 cos ((n + 1)t))
o (2n+1t> . <E>+ (2n+3t) . (2n+1t>
= sin 5 sin { 5 ) +sin 5 sin 5

C/2n+3 o/t
= sin ( t) — sin (7>7
2 2

ce qui prouve la relation au rang n + 1.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on peut affirmer que

VieR, Vn>1, 2sin (%) (cos(t) 4o+ cos(nt)) = sin (2n2—|— lt) — gin (%)

T 1
. Montrer qu’il existe a,b € R tels que Vk > 1, / (at + bt?) cos(kt) dt = =
0

Soient k£ > 1 et a,b € R. En intégrant deux fois par parties, on a

/Ow(at + bt?) cos(kt) dt = [(at + bﬁ)%]z _ /oﬂ(a + 20t) Sin}(ﬂkt) dt

=0 (car sin(k7m)=0)
B —cos(kt)1™ T —cos(kt)
= [+ 2bt)T]O +/0 2=t

_ (DMat2m)—a {

sin(k‘t)}7r

k3 Jo

Des lors,

(Vk >1, / (at + bt?) cos(kt) dt = 1)
0

Donc

1 T 1
aveca=—let b= 3, ona Vk > 1, /0 (at + bt?) cos(kt) dt = =k




at + bt?

Sn(t/2) et g(0) = 2a.

3. On considére la fonction g : [0; 7] — R définie par Vt € [0;7], g(t) =
a) Montrer que la fonction g est continue sur [0;7].

La fonction g est de classe C* sur ]0; 7] comme quotient de fonctions de classe C* sur

cet intervalle dont le dénominateur ne s’annule pas. En particulier, g est continue sur

]0; 7). Reste & étudier la continuité en 0. On a
t t
at+b2 ~at et sin(5) ~
0+ 2

donc
at

o) 375 = 2= 9(0),

ce qui prouve la continuité de g en 0. En définitive,

’g est continue sur [0;7]. ‘

b) Montrer que la fonction g est dérivable sur |0;7] et donner ¢'(t) pour t € |0;7].

Nous venons de justifier que g est de classe C* sur |0; 7] donc

’g est dérivable sur ]0; 7). ‘

Pour tout ¢ € ]0; 7|, on a

(a+ 2bt) sin(t/2) — (at + bt2)(1/2) cos(t/2)

"(4) = 2 ’
g () (sin(t/2))
donc
o (o _ (2a-+4bt)sin(t/2) — (at + bt?) cos(t/2)
vtelon, () 2(sin(t/2))’

c) Vérifier que ¢'(t) admet une limite finie quand t tend vers 0. En déduire que g est de
classe C! sur [0;7].

On a
(2a + 4bt) sin(t/2) — (at + bt?) cos(t/2)
= (2a + 4bt) (g + 040+ (t2)> — (at + bt?) (1 + 040+ (t))
= bt? + 040+ (£7),

donc

(2a + 4bt) sin(t/2) — (at + bt?) cos(t/2) o bt

Par ailleurs, on a

Par suite, on a

c’est-a-dire

lim ¢'(t) = 2b.

t—0t

La fonction g étant continue sur [0; 7], de classe C sur ]0; 7] et admettant une limite
finie (égale & 2b) en 0, on peut affirmer, en vertu du théoréme de la limite de la dérivée,
que

1
g est de classe C* sur [0;7] et ¢'(0) =2b = =
m




T 1
4. Montrer que, pour toute fonction h de classe C* sur [0;7], la suite / h(t) sin ((n + 2)t> dt
tend vers 0 quand n tend vers 4o0. 0

Soit h € C1([0;7]; R). Par intégration par parties, on a

/Oﬂh(t) sin ((n+ ;)t) dt = {h(t)—cos ((n+ 1/2)7?)}” B /0” h'(t)_COS ((n+1/2)t) &

n+1/2 0 n+1/2
~ h(0) ™, cos((n+1/2)t)
= n+1/2+/0 L e T R

Or

" 1/2)t ~ 1/2)t
’ / h’(t)m((”wdt‘ < / |h’(t)|’COS (e +1/20)] ;, (inégalité triangulaire)
0 0

n+1/2 n+1/2
/ (1))
0

n+1/2

car |cos ((n+1/2)t)| <1,

X

R/ (t)] dt
donc, puisque

0, on a, d’apres le théoréeme des gendarmes
LY E—— , d'ap g )

7r ; cos ((n+ 1/2)t> dt — 0.
n—+oo Jo n—|—1/2

Par ailleurs, on a
h(0)

lim —_ —q.
i N Y

En combinant ces résultats, on obtient finalement que

/Oﬂh(t) sin <(n + ;)t) dt —— 0.

2
T
. Déduire des questions précédentes que A = 5

Soitn>1. On a

n 1 n Fie
Z = = Z/ (bt + at) cos(kt)dt  d’apres TI. 2.
k=1 k=1"0

= / (bt? + at) Z cos(kt) dt par linéarité de I'intégrale.
0 k=1

Or, d’apres la question III. 1., on a

sin((n+1/2)t) 1

vt €105 7], ;cos(kt) = sy 2

done, pour tout t € ]0; 7]

(b2 + at)sin ((n+1/2)t)  bt? + at
2sin(t/2) 2

1 . 1 bt* + at
= §g(t) sin ((n + 2)t> i

et I’on constate que cette relation est encore vraie en 0. Par suite, il vient

n 1 1 T ) 1 1 ™ B
;47“2_2/0 g(t)81n<(n—|—2>t) dt—i/o (bt* + at) dt.

(bt? + at) 2": cos(kt) =

k=1




Or
2 2

) b3 at*1v brd  an® 7
b2 4 ab)di = |2 L@ o amm T
/0 (bt* + at) [ 3 + 5 ]0 3 + 5 :

i;Q/W t)Sin<(n+;>t)dt+7T62.

Comme g est une fonction de classe C! sur [0; 7] d’apres la question III. 3.c), on peut utiliser
le résultat de la question II. 4. pour affirmer que

s ) 1
/o g(t)sm(<n+ 2)t) dt P 0,

Sk 5

[\v)
[N~}

= _ ™
2 3’

donc

donc

c’est-a-dire




