Solution de Catherine Le Merdy
Sup PTSI - Lycée Joliot Curie - Rennes
e-mail : clemerdy@supelec-rennes.fr

ENSAM - Banque PT - Epreuve I-A

1. Vérification immédiate

A2N 1
2. det(A—)\I):_)\3+?+§+§
a) 1 est racine évidente donc 1 est valeur propre de A

2 1
b) det(A — M) = (1 — \)(\? + §A + g)
donc les deux autres valeurs propres sont :
1 V2 1 V2
Ag=—=+ — A3=—= — —
2 3 + 3 ; 3
1

V3
¢) 1 étant la seule valeur propre réelle, si A était diagonalisable dans R, on aurait A = I3, ce qui est exclu.

A n’est pas diagonalisable dans R
A possede dans C trois valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable dans C.

A2 et Az ne sont pas réelles ; |A2| = |A3] =

3. a) Notons A\; =1

Vi € {1,2,3}, A\; est valeur propre de A donc 3X; € M3 1(C) \ {O} tel que AX; =\, X,

alors : Vn >1 A"X; =X,

Conséquence : X; vecteur propre de A™ ; or (X1, X2, X3) base (car base de vecteurs propres de A), dont
base de vecteurs propres de A", donc A™ est diagonalisable ;

les valeurs propres sont 1, A%, A%

1 0 0
b)Soit D=0 X 0
0 0 A3
alors 3P € GL3(C) tel que A= P~'DP ; alors A" = P~1D"P
Un+2 1 0 0 a
donc | vp41 | = Ptlo Ay 0 | P|b
Up, 0 0 A% c

En effectuant le produit, on trouve Ja, 5,y € C tels que v, = a + Ay + yA%,
«, 3,y ne dépendant que de P, a, b, ¢ donc indépendants de n
CC:da,B,y€Ctelsque Vn > 1 v, = a+ BA] + A%

c) Soit x €] — v/3,V3]
" (vn — @) = Blzr)" +y(zAs)"
or [z < 1et |zAg] < 1donc lim (zA2)" = lim (zA3)" =0

n—oo

donc lim z"(v, —a) =0

vrai en particulier avec z = 1 donc lim (v, —a)=0:| lim v, = «
n—oo n—oo

or (vy,) est une suite a valeurs réelles donc sa limite est dans R : |a € R
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4. wy, = vy + 20p41 + 3Un42
On vérifie que Vn > 0
donc: Vn >0 v, +2v,41 + 3vp42 =a+ 2b+ 3¢

Wp41 =Wy ;8¢ : V>0 w, =wp

Quand n — o0, on trouve : 6 = a + 2b + 3¢, c’est-a-dire |«

a-+2b+ 3c
6

Un+1 -1

1. a)limu, = limu,4+1 = u # 0 donc lim
Un

d’apres la regle de d’Alembert : p =1

Up —

b) lim
Mn

U 1
= 0 donc ((un - u)—n> est une suite bornée,
)

donc d’apres le lemme d’Abel, |p >

==

1
2. a) Soit x €] — p,p[ ; alorsx €] — p,p| (= > 1)

u
alors U(z) = Z Uz = Z(un —u)z" + Z uz™ = Ul(z) +

n>0 n>0 n>0

u

1—=x

b) U est la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est ;1 donc U est continue en tout point

de [-1,1]

Dans la formule du a) , posons z =1 —h : U(1—h) =U(1 —h) + %

donc : hU(1 —h)=hU(1—h)+u

Quand h — 07 limU(1 — h)

donc limhU(1 — h) +u = u

CC:| lim hU(1—h)=u
h—0+t

U(1) (car U est continue & gauche en 1)

3. a) Soit x €] — p, p|

(B—2—2%—2)U(x)= Z vpz™ — Z v — Z V"2

n>0 n>0 n>0

= g 3v, "™ — g Up—12" — g Vp—ox"

n>0 n>1 n>2

_ E xn+3

n>0

- g Vp—3x"

n>3

= 3vp + 3v1z + 3vaz? — voxr — V172 — vox? + g (Bvy, —Up_1 — Vp—2 — Up_3) "

B—2—2%—-2>)U(z) =3a+ (3b—a)z + (3c — b—a)z?

b) Vx €] — p, pl, r€]—1,1[,donc 3 —z — 22 — 23 #0
_ 2

done U(x):3a+(3b a)x + (3c—b—a)x
3—x—a%— a3

Posons x =1—h: U(1—h)

n>3

=0

_ 3a+ (3b—a)(1 —h)+ (3¢ —b—a)(l — h)?

(6 — 4h + h2)
—a)(l— —b—a)(l—h)?
done hU(l—h):3a+(3b a)( . hLZiSZQ b—a)(1—nh)
2
lim hU(1—h) = at2b+3c
h—0t 6
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PARTIE IIT

k—1

1. Vie [0,k —1] Mp < Tpti < M, ,donc km, < an-m‘ < kM,

i=0
donc my,, < xp4r < M,
Vi € [1,k] Tnti <M, donc M,y = .l\%ax Tnti < M,

1€[1,

donc : (My)n>0 est une suite décroissante

De méme (my,)n>0 est une suite croissante

2. (M,)n>0 est décroissante, (my)n>0 €st croissante.

On montre que (M,,) est minorée par myg ; elle converge donc. Soit L sa limite.

De méme (m,,) est majorée par My ; elle converge ; soit [ sa limite.
On sait que Vn € N mp <M, donc [<L

3. Soitn >0 ; soit ip tel que M,, = Ty,
1 k—1 1 k—1
alors Tp4r = 7 | oo + Z Tni | = M, + Z Tnti | =
— O 1= O
i # i i # g

ol e

1
Ttk > A (M, + (k—1)my)

(M, + (k—1)my,)

4. e=L—-1>0
a) (my,)est croissante, converge, donc | = lim(m,,) = Sup(m,,)
donc Ing € N tel que my,, >1—¢c/k ;
Comme (m,,) est croissante, ¥Yn > ng m, >1—c/k
b) Csq : VYn > ng M, > L (car (M,,) est décroissante)
1
donc M,, > 1 +e¢, donc @1 > E(l +e+ (k=11 —¢/k))

‘xn+k 21—}—5/1{:2‘
Csq: Soit j >ng+k;alorsVie[0,k—1] j+i>no+k
donc x; > |+ ¢/k?

donc m; = ieﬂl(\)/llicril]] Tjpi > L+ e/k?

Csq: lim mj =1>1+¢/k? avec ¢/k? > 0, d’ott contradiction.

j—+oo

5. Vn > k My < Xp < Mn—k
Or limm,,_x =limM,,_, = L ; CC : (z,) converge vers L

k-1
6. yn = Z(] + 1)$n+j
=0
k-1 k-2
a) V=0 ypp1 = Z(j + Dany14j = knpr + Z(j + DTpt14j
j=0 j=0
k-1 k-1 k-1 k-1

k—1 k—2
= @i+ >0+ Dantiyy
=0 =0

=D T+ Y Tty = Tn+ D G+ Dy = DG+ Dty = n

=0 j=1 j=1 =0
: |Vn eN Yn+1 = Yn |, donc ¥, = Yo
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b) donc Vn € Nz, +2xp41 +3Tpy2+ ...+ kTpik—1 = ao + 2a1 + 3az + ... + kap—1
par passage a la limite quand n — +o0 :
(14+24+3+...+k) lim =, =ao+2a1 +3a2 + ...+ kag_1

. ap +2a1 +3a2 + ...+ kag—1
donc: | lim =z, =
n—-+o00 14+2+3+...+k

PARTIE IV
1. Soit f solution.

Alors, Vx €]1, 00| [x —1,2] C [0,400[, donc f est continue sur [z — 1, x]

donc x — f(y) dy est dérivable sur |1, +00[
z—1
et sa dérivée est © — f(x) — f(z — 1), qui est continue sur |1, +o0[
X

CC: fix— / f(y) dy est de classe C! sur |1, +o0|

x—1

2. a) g, est solution d’une équation différentielle linéaire du ler ordre : y' —y = —gn_1(x) (F)
*Equation sans second membre : ¢y —y =10

Ensemble des solutions : Sp = {z — Ae®, A € R}

*Equation avec second membre :

Soit u: [0, 1] — R, dérivable.

Soit : [0,1] = R ; x +— u(x)e”

 solution de (E) sur [0,1]<= Vz € [0,1] u'(z) = —gn-1(2)

<= 3\ € R tel que Vz € [0, 1] u(z) = / —gn_1(t)e b dt + A
0
<= 3\ € R tel que Vz € [0, 1] o(x) = ez/ —Gn_1(t)e "t dt + \e®
0

Csq: 3N eR tel que Vo € [0,1] gn(x) = ez/ —gn—1(t)e " dt + \e”
0
Or g,(0) = gn—1(1) donc A = g,,—1(1)
donc : |Va € [0,1] gn(x) =€" [gn_l(l) —/ Gn_1(t)e™" dt]
0

b) Vn >11 YV € [0, 1], ) g () = gn(x) — gn—1(x) (condition (4i))
donc / In@) dy= [ (gn(y) = gn-1(y)) dy
i = n(1) =00
donc | g, (1) — gn (0 =/ In(y) — gn—1(y)) dy
Récurrence sur n : - .
n=0:go(l) =g(1) = ; go(t) dt

1
Soit n € N tel que g, (1) = / gn(y) dy
0
1
alors g,,41(0) =/ gn(y) dy
0

1
donc, d’apres la formule ci - dessus : gn4+1(1) = / gn+1(y) dy
0

1
CC:|Vn>0 gn(1)=/ gn(y) dy
0
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c¢) Soit n > 1

1
Soit hy,:x — gn dy+/ gn—1(y) dy

Comme g, et gn 1 sont continues, h,, est dérivable sur [0, 1] et
Ve e[0,1]  hy(x) = gn(@) = gna(x) = g;(2) )

Csq: Ja € R tel que Vx € [0,1] gn(z) =« +/ gn(y) dy +/ In—1(y) dy.
0 x

1
Enz=1: gn(l):a—i—/ gn(y)dy donc a =0
0

CC : |Vz €[0,1] gn(x):/ozgn(y)der/ In-1(y) dy

d)Vn >0, Ve en,n+1]  F(z)=gn(z —n)

Soit g € RT
*Sixzg ¢ N, In €N, Ja > 0 tel que Jzg — a, 20 + a[C [n,n+ 1]
et alors, Vz €]xg — o, 29 + F(z)=gn(z —n)

Or : x — x — n est continue en xq, g, est continue en xy — n, donc F est continue en x(
* Si zg € N, on montre comme précédemment que F' est continue & droite en g
Continuité a gauche 7
Vo € [xo— 1, z0] F(z) = ggo—1(x —20+ 1)
F(.I‘Q) = gzo(o) = gzo—l(l)
Or g.,—1 est continue & gauche en 1, donc x — g,,—1(z — z¢ + 1) est continue & gauche en x.
Donc F' est continue a gauche en xg
CC : F est continue sur R

Soit > 1 ;s0it n =E(z) — 1

T n+1 x n+1 T
Alors : / F(y)dy=/ F(y)dy+/ F(y)dy=/ gn(y—n)dy+/ Int1(y —n —1)dy
x—1 x—1 n+1 x

+ —1 n+1

posons z =y —n posons z =y —n —1

1 z—1—n
_ / gn(2) dz + / gni1(2)dz = gz — 1 —n) = F(a)
z—1—n 0

CC: F(x):/z_lF(y)dy

x+1 x+1
3.a)Vz >0 h(m):/ uf(u)du—x/ f(u) du

Or u— uf(u) et ur— f(uBE sont continues sur R*, donc sur [z, z + 1], donc h est dérivable.
x+1
Ye20 W)=+ )i+ D) -af@) - [ fwdu-a(f@ D) - )

x+1
=flzx+1)— / f(u)du =0 (d’aprés 'hypothese faite dans cette question)

xT
donc h est constante sur [0, +o00]
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