Banque PT — Math I-A

Partie I

1°) La fonction G de P = {(z,y) € R?, y > 0} dans R? définie par : G(z,y) = Arctan <£> est de classe
Y

C*° sur P, comme composée de fonctions de classe C*°.
On calcule successivement : V(z,y) € P,

0G 1 1 Y 0G z 1 T

%(x’y):§1+g—§:x2+y2; a_y(x’y):_y_Ql—i-Z—z:_JCQ-i-yQ;
0%G 2zy 0%G 2zy
W(x,y):_(l‘Q—i-yQ)Q’ ayg (‘ray):my

AG(z,y) = 0.

|La fonction G est harmonique sur 7).|

2°) Si ¢ est une application de classe C* sur R, alors, par composition, F : (z,y) — ¢ <£> est de classe
Y

C® sur P; donc F est harmonique sur P si et seulement si : V(z,y) € P, AF(z,y) = 0.
On calcule successivement : V(z,y) € P,

aF( ) = AN aF( ) = r (T

81‘ .Z',y - ygo y ’ ay xay - y2 SD y ’

0’F 1, (= 0’F 2¢ , (w 22, [z
o= (G) Gren =5 (5) 5 (5)

¥
AF(r,y) = 2 ’<x>+<1 +x2> "(””)
T,Y) = —& - 4z z
PEEE Y 2 yt) 7y )
Donc F est harmonique sur P si et seulement si: Vo € R, Vy € R%, 2 r 4 <£> + (1 + x_2> o' (f) =0
Yy Yy Yy Yy

SWVEER, 2t@/(H)+(1+12)¢"() = 0= MNER, VLER, ¢/(t) =re ") =

< I\, u) eR?, VtER, ¢(t) = \Arctant + p.

1+t2

‘Les applications ¢ cherchées sont de la forme : ¢ — X Arctant + u, (A, p) € RQ.‘

1
3°) L’application de R* dans R définie par t — Arctant + Arctan n est impaire, ainsi que ’application

sgn, donc il suffit d’établir ’égalité demandée dans le cas ¢t > 0.

1
Dans ce cas, en notant o = Arctant, on a : a €]0, 3[, et tana = ¢, donc tan(§ — a) = 7 et comme § — «

us
)’ 2

1 1 T
[, on a aussi : Z — « = Arctan 7 Donc, si t > 0, Arctant + Arctan 1=

est aussi dans |0 z

On a bien :

1
pour tout réel ¢ non nul, Arctant + Arctan 7= sgn(t) g

4°) Arg(z) désigne largument principal du nombre complexe non nul z. On a donc, si z = = + iy,
(z,y) € P: Arg(z) €]0, 7|, et
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{x = |z] cos (Arg(z))
y = |z| sin (Arg(z))

—Six >0, alors Arg(z) €]0, 5[ et % = tan ( Arg(z)), donc
— YT _ )
Arg(z) = Arctan (x) =3 Arctan <y> 5 G(z,y).

—Si x <0, alors Arg(z) €]Z, 7| et Y — tan (Arg(z)) = tan (Arg(z) — ), avec Arg(z) — m €] — Z,0[ donc
T

3
Arg(z) — m = Arctan (%), d’out
(

_ YN T YT _
Argz)_w—i—Arctan(x)—ﬂ 5 Arctan(y) 5 G(z,y).

—Six =0, alors Arg(z) = g, et G(z,y) = 0, donc la formule est encore valable.

V(l‘,y) € Pa G(l‘,y) = g _Arg($+ly)

5°) = Siz > 0, alors lim Arctan <£> =T car 2 tend vers ~+o00.
y—0 (0 2 (0

y>0

T T T
—Sixz <0, alors lim Arctan <—> = —— car — tend vers —oo.
y—0 (0 2 (0

y>0
Si z =0, alors G(x,y) =0, et yglOG(x,y) 0

y>0

g six>0
g(z) = Oﬂ six=0
—3 six <0

—+oo

t t

Nature de / __yel) dt : soit (z,y) € P fixé; la fonction ¢ — _y9®) est continue sur | —oo, 0]
—00 (.Z‘—t)2+y2 (.Z‘—t)2+y2

et sur 0, +oo (car (x —t)% +y? > y? > 0), et ses restrictions a ces intervalles se prolongent par continuité
en 0.

De plus,
t o dt
(yg% t ':; %, et I'intégrale / = est convergente.
€T — y ——+00 1

Le critére d’équivalence pour les intégrales impropres de fonctions positives permet de conclure que ’intégrale
“+oo
t
/ (ygi() dt est convergente.
0

x—t)2 44?2
t 0 t
n a de méme ————— ~ —ﬂ, et on peut conclure également que ’'intégrale L() dt
Onad . 9(2 ) 2 2 p g q g 2.2
converge (x —t)2+y? t——oc0 2t oo (=12 4y
+oo
t
L’intégrale / #)2 dt converge.
—o0 (.Z‘ - t) +y

Calcul :

/+OO yg(—t) dt:ﬁy/—wo%dt:ﬁy lArctan t-z +OO:K ﬁ—i—Arctan z
o @=02+yr 27 )y (t-a2+y2 27 |y v /o 212 Y
0 0 0

[ =] = [ (52

oo (@—1)2+y 27 ) t—2)*+y 27 Ly y —o0

- I [— Arctan <£> + ﬁ] S [Arctan <£> — ﬁ]
2 Y 2 2 Y 2
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+oo t
On a donc / % dt = 7 Arctan <£>
—o0 (.1‘ - t) + Y Yy

—+00
Y(z,y) € P, /_ 7(36 —y;(;)—i- "

dt = 7 G(z, y).

Partie 11
2 Y2
1°) Notons C,, la conique d’équation — + = 1, (@eR\{0,1}):
o a—
Nature de Cy, :
o —00 0 1 400
Q - + +
a—1 - - +
Nature ) Hyperbole Ellipse

Si a > 1, Pellipse a pour centre O, pour demi-longueur du grand axe (porté par Ox) a = y/a, pour demi-
longueur du petit axe b = /o — 1.

La distance focale ¢ vérifie ¢ = a? — b*> = 1, donc ¢ = 1, et les foyers sont les points F’(—1,0) et F(1,0).

2 2
Si0 < a < 1, 'hyperbole a pour centre O, pour axe transverse Ox; son équation est de la forme J__ 1,

PR
avec @' = +/a, et b = /1 —a.

La distance focale ¢’ vérifie ¢/? = a’2 + b2 =1, donc ¢’ = 1, et les foyers sont encore F et F’.

|Les coniques de la famille F (a €]0, 1{U]1, +00[) ont mémes foyers.|

2 2
2°) (o, 10) € P étant donné, avec z¢ # 0, la fonction ¢ : @ +— =2 + Yo
!

— 1 est définie sur R\ {0, 1},

et est somme de fonctions décroissantes sur chacun des intervalles | — 00, 0[, |0, 1], et ]1, +o0c[. On a donc le
tableau suivant :

« —00 0 1 +00

) -1 N\ —ooH—Foo \ —ooH—i—oo AV |

La conique C,, de la famille F passe par My(zg,y0) € P, avec 29 # 0, si et seulement « vérifie ¢)(a) = 0
(avec a €]0, 1[U]1, +00[); examen du tableau de variations montre qu’il y a exactement deux telles valeurs
(¢ est continue), I'une dans )0, 1 et lautre dans ]1, 4o0].

|P0ur tout point (zg,yo) € P, avec xg # 0, il passe exactement une ellipse et une hyperbole de la famille 7 |

L’équation ¥(a) = 0 équivaut 4 a (o — 1) = (a — 1) 23 + ayd < o®> —a (1 + 22 +33) + 23 = 0; on a donc

051052:1‘3
o +ag =143+ 13

Si 29 = 0, alors une conique de la famille F passe par le point (0,y0) (yo > 0) si et seulement si il existe un
réel a de ]0, 1[U]1, +o0[ vérifiant
2
Yo

1:1<:>a—1:y3<:>a=1+y8>1.
a—

|P0ur tout point (0, yg) € P, il passe exactement une conique de la famille F; il s’agit d’une ellipse.
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3°) Soit My(xo,y0) € P, avec xg # 0, et Cy,, Cu, les coniques de F passant par M.
La tangente en My a Cy, a pour équation cartésienne
T Y% _
(675} a1 — 1
De méme, la tangente en My a C,, a pour équation cartésienne
o Y% _ 4
Qo g — 1

Vérifions 'orthogonalité de ces deux droites en faisant le produit scalaire des vecteurs normaux :

Towo Yo Yo _ @ Yo _ T Yo 11—
araz ar—las—1 ajay aras—(ag+a2)+1 23 22— (Q1+a23+93)+1
|Les tangentes en un point commun a deux coniques de F sont 0rth0g0nales.|
4°) La fonction x : (u,v) — chu cosv est de classe C* sur R?, et on a immédiatement :
0%z 0%z
V(u,v) € R2, —=(u,v)=chu cosv, ——(u,v) = —chwu cos v,
( ) 8u2 ( ) 51)2 ( )
donc V(u,v) € R%,  Az(u,v) = 0, et la fonction x est harmonique sur R2.
0? 0?
De méme, la fonction y : (u,v) — shu sinv est de classe C* sur R?, et a—g =y, a—g = —y, donc Ay = 0;
U v

la fonction y est harmonique sur R2.

|Les fonctions z et y sont harmoniques sur R2.|

La matrice jacobienne de H : (u,v) — (2(u,v), y(u,v)) au point (u,v) s’écrit

i, v) = %2 (u,v)  %%(u,v)\  (shucosv —chusinv
HAYP) = g—y(u,v) %(u,v) “ \chusinv shucosv J°
u v

Le jacobien de H en (u,v) est

shu cosv —chwu sinv
chusinv shu cosv

2 2

| T | (u,v) = = sh?u cos? v 4 ch? u sin? v = sh? u cos? v + (1 + sh? u) sin® v

= sh? u (cos® v + sin® v) + sin? v = sh? u + sin® v.
On a donc |Jg| (u,v) =0<=shu=0et sinv=0<=u=0et v =0 (mod 7).

|Le jacobien de H s’annule aux points (0, k), k € Z.|

x = chug cosv
y =shwug sinv’
— 81 ug # 0, on reconnait une ellipse de centre O, de demi-longueurs d’axes chug et | shug].
2 2 2 2
x Y x Y
7 T3 =le —S—+—
ch“ug sh”wug ch®*ug ch”ug—

5°) Image par H de la droite u = g : il s’agit de la courbe paramétrée v e R

Son équation cartésienne est

= 1; Vellipse en question est donc

CChZ ug
X = COSv

y=0 , v E€R, et on reconnait le segment d’extrémités (—1,0) et

—si ug = 0, le paramétrage s’écrit {

(1,0), c’est-a-dire [F'F].

‘ H transforme la droite d’équation u = ug en lellipse C,2 ,, si ug # 0, en le segment [F'F] sinon.‘

T = cosvg chu

. u € R.
y =sinvg shu’ €

2

Image par H de la droite v = vq : il s’agit de la courbe paramétrée {

y2

5 — = =1
cos?vg  sin” vy

—sivg #0 (mod %), on reconnait une branche d’hyperbole d’équation cartésienne

.1'2 y2

cos?vg  cos?vg —1
dans le demi-plan x cos vy > 0.

= 1; I'hyperbole en question est donc Clos2 4,; la branche parcourue est celle située
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T =¢cchu

—si vg = 0 (mod 7), le paramétrage s’écrit u € R(e € {—1,1} fixé). On obtient les demi-

=0 !
droites [Fz) (cas e = 1, c’est-a-dire v9g = 0 (mod 27)) et [F'z’) (cas vo = 7 (mod 27)).
—sivg = 5 (mod 7), le paramétrage s’écrit Y f gshu’ u € R, (e €{-1,1} fixé) et on obtient I’axe des

ordonnées.

H transforme la droite d’équation v = vy en :

—la branche de I'hyperbole Ccog2 4, située dans le demi-plan z cosvg > 0 si vg # 0 (mod F);
— la demi-droite [Fz) si vg =0 (mod 27);

— la demi-droite [F'z’) si vg = 7 (mod 27);

—laxe y'Oy si vo = § (mod 7).

Recherche des images réciproques par H des coniques C,,, et des axes 'Oz, 3y Oy :
2
Soit C,, la conique d’équation %2 + 2= =1 (a €]0, 1{U]1, +o0]).

a—1

H_I(Ca) _ {(U,U) c RQ, ch? u cos® v + sh®w sin®v _ 1}-

« a—1

— Si a > 1, alors soit ug 'unique réel strictement positif tel que chug = y/a. On cherche les couples (u,v)

ch? u cos® v sh? u sin®v __ ch? u cos® v sh?u sin®v __ 2 s 2
tels que % ug + gz v = 1< % ug + gz e — CosTv + sin“ v
ch?u 2 sh?u P02,
& (ch2 o 1) cos“ v + (sh2u0 1) sin“v = 0.

ch?u 1
. u —1> s L .
Si |u| < wg, alors {s % donc { ch? uo et I’égalité précédente implique cosv = sinv = 0,
0

sh?u
. . . Py 1>0
ce qui est impossible.
. . 2 2
De méme, |u| > ug est impossible, car alors CC}?Z uo — Let :th o — 1 sont tous deux < 0.
On a donc nécessairement u = Fug, et dans ces conditions tout réel v convient.
05

En notant ¢ la réciproque de la restriction de ch a R, on peut conclure :

‘si a>1, H'(Cy) = {(u,v) e R? u=+¢(/a), veR} ‘

— Si a €]0, 1], alors soit vg = Arccos y/a. v €]0, 5[, et on cherche les couples (u,v) tels que

2 2 12 2 2 2 12 2 ) )
ch®u cos®v _ sh u sin v:1<:>ch u cos“v _ sh usin'v _ h2, _gh?y

cos? vg sin? vg cos? vg sin? vg
2 .2
cos’v 2 sin®v 2, _
& (cos2 o 1) ch®u (sin2 o 1) sh®u = 0.

| cosv| > | cosvy|

Si v vérifie —vg < v < vy (mod 2w) ou T —wy < v < W+ vy (mod 27), alors { |sinv| < |sinwo|

cos® v
{ cosZug 1>0

sin?v _ 1 < g et ’égalité précédente implique ch u = shu = 0, ce qui est impossible.
11 _ <

sin? vg
De méme, v9 < v < 7 — v (mod 27) ou —m — vy < v < —vg (mod 27) sont impossibles, car alors
COS2 v 1 < 0
cos? vg
sin? v :
snZu, — 1> 0
On a donc nécessairement v = + Arccos /a (mod 27), ouv = m+Arccos /a (mod 27) et dans ces conditions
tout réel w convient. En conclusion :

si a €]0, 1],
H™YCy) = {(u,v) € R?, u € R, v € {Arccos y/a, — Arccos /a, T — Arccos y/a, 7 + Arccos y/a} (mod 2) },

-~ H ' (2'Ox) = {(u,v) € R?, shusinv =0} = {(u,v) € R*, u=0o0uv =0 (mod )}.

- H ' (y'Oy) = {(u,v) € R?, chu cosv =0} = {(u,v) € R?, v =15 (mod m)}.

Montrons que : Y(xg,yo) € P, I(ug,vo) €]0, +00[x]0, 7| unique, H (ug,vo) = (o, yo), ce qui montrera que
la restriction de H & ]0, 4+o00[x]0, 7| est une bijection de ]0, +00[x]0, 7 sur P.
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—si &g # 0, alors par (zo,y0) il passe exactement une ellipse C,, et une hyperbole C,, de la famille F
(a1 >1et 0<ay<l).

D’apres I’étude précédente, il existe un unique réel strictement positif ug tel que 'image réciproque H =1 (Cl,, )
soit la droite d’équation u = ug.

De méme, il existe un unique réel v de 0, 7[ tel que I'image réciproque H ! (C;Z) de la branche de C,,
contenant (g, yo) soit la droite d’équation v = vy : c’est vg = Arccos Vag sixg > 0, et vg =7 — Arccos Vo,
si xg < 0.

Donc, H_l(l‘o, yo) =H! (Coq n C;Z) =H! (Coq) NH-! (C;—Z) = {(UO, UO)}

— sl g = 0, alors le systéme d’inconnues (u, v) €]0, +00[x]0, 7| :
chu cosv =0 z
shu sinv = yp

Sauivant 3 v=73
quivaut & ¢ oo "

et possede une solution unique dans |0, +00[x]0, 7|, qui est (x(y0), %), ol x désigne la réciproque de la
fonction sh.

|La restriction de H & ]0, +00[x]0, 7 est une bijection de ]0, +00[x]0, 7| sur ’P.|

6°) En supposant que f est de classe C? sur R?, fo H est alors de classe C? sur R?, et on a successivement
(le théoreme de Schwarz s’applique) : V(u,v) € R?,

df o H B of . Of _
50 (u,v) = shu cosv B (H(u,v)) +chusinv 9y (H(u,v));
2 2 2
agTOQH(u, v) = chu cosv %(H(u, v))+sh? u cos® v % (H(u,v))+shu cosv chu sinv ai gy (H(u,v))
+shu sinw g(H(u v))4chu sinv shu cosv 0°f (H (u, v))+ch®u sin® v ﬁ(H(u v))
Oy ’ Oy Ox ’ Oy? ’
of _of o O
= = - h —=(H
chu cosv B (H(u,v)) +shu sinv 9y (H(u,v)) +sh®u cos*v 5 (H(u,v))
+ch?u sin® v ﬁ(H(u v)) 4+ 2shu chu sinv cosv ' (H(u,v))
oy? ’ dx dy ’
Of o H . of of
B (u,v) = —chu sinw %(H(u,v)) + shu cosv @(H(u,v));
0f o H o1 i j 02
502 (u,v) chu cosv B (H(u,v)) +ch®u sin®v 5 (H(u,v)) —chu sinv shu cosv B ay( (u,v))
—shusinv g(H(u v))4shu cos v (—chu sinv) °f (H (u,v))+sh®u cos? v —an (H(u,v))
Dy ’ y Oz ’ y? ’
of . of 2 o 0%
=- —= ~ = L
chu cosv B (H(u,v)) —shu sinv 9y (H(u,v)) +ch®u sin®v 5 (H(u,v))
+sh?u cos? v —an (H(u,v)) —2shu chu sinv cosv —an (H(u,v))
Oy? ’ Oz Oy ’
82 82

A(foH)(u,v) = (sh? u cos? v + ch? u sin? v)

= |Ju| (u,v) Af(H(u,v)).

Si f est harmonique sur P, alors par composition, f o H est de classe C* sur |0, +00[x]0, [, et le calcul
précédent montre qu’alors A(f o H) = 0 sur |0, +00[x]0, 7r[. Donc :

o°J 2. 2 2 2 O
5 (H(u,v)) + (ch®u sin® v + sh® u cos®v) o (H(u,v))

|Si f est harmonique sur P, la fonction f o H est harmonique sur |0, +00[X]0, 7T[|
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Partie I1I

o P . . oo u=a+ pcosb
1°) Dans l'intégrale / /D ) f(u,v) dudv, faisons le changement de variables défini par { v=b+ psind
(coordonnées polaires de pdle (a,b).)
<p<
Le jacobien est p, et le disque fermé de centre (a, b) et de rayon r est obtenu pour O<psr .
0<60<27
On a donc
/ f(u,v)dudv:// fla+pcos,b+ psind) pdpdd
D, [0,7]x[0,27]
T 27
:/ (p f(a—i—pcos@,b—i—psin@)d@) dp
0 0
= / p2rm(a,b,p)dp =27 / pm(a,b, p)dp.
0 0
Vr €]0,b], // fu,v) dudv = 27 / pm(a,b, p)dp.
D, 0
. af af .
En employant la formule de Green-Riemann avec P = 50 Q= Pz et D = D,., on obtient :
Y x

82 82 0 15)
JI (G + Fhwn) o= [ —Zhvaus o

ou ') est le cercle de centre (a,b) de rayon 7 parcouru dans le sens direct;

r=a+1r cosb

en le paramétrant par { 6 € 0,2 7], Vorientation étant celle des 6 croissants, on obtient

y=b+rsing’
2m
/FT+ —%(u,v) du + %(u,v) dv = /o (—%( + 7 cosb,b+rsind) (—r sinb)
+%( +7cosb,b+rsind) (r cos@)) dé

mrof : of o
=r —(a+7 cosf,b+r sinf) cosd + =—(a+r cosf,b+ r sinf) sinf | df
0 Oz Ay

Donc :

2m
// Af(u,v)dudv:r/ (g(a—i-?" cos®,b+r sinb) cos@—l—g(a—i-?" cos@,b+ r sind) Sin9> de.
D, 0 Oz dy

2°) La fonction (r,6) — (a+7 cos@,b+7 sin ) est de classe C* sur R?, et transforme le pavé [0, b[x[0, 27]
en le disque ouvert de centre (a,b) et de rayon b, qui est inclus dans P. Par composition, I’application
(r,0) — f(a+r cos,b+ r sinf) est de classe C*, donc en particulier continue, sur [0, b[x[0, 27].

Le théoreme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre permet de conclure que l'application
27

T fla+rcosh,b+r sinf)df est continue sur [0, b[. Il en résulte :
0

|r — m(a, b, r) est continue sur [0, b[|

2 T
3°) En employant le résultat du III 1°), M(a,b,7) = — / pm(a,b, p)dp.
r
L’application p — pm(a,b, p) est continue sur [0, b[, donc, par le théoréeme fondamental du calcul intégral,

l'application r — / pm(a,b, p)dp est de classe C!, donc en particulier continue, sur [0,b[. Il en résulte :
0
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|r — M (a,b,r) est continue sur |0, b[|

Etude de la continuité en 0 :
vr €]0, b,
2 T T2 2 T T
M{a,b,r) — flab) = > ( [ et o -2 b)) -2 ( P b)dp>
0 0 0

r

_ 2 /Tp( (a,b, p) — F(a,5))dp

)
L’application p — pm(a, b, p) est continue en 0, et m(a,b,0) = f(a,bd), donc :
Ve > 0, 3a>O,Vp€R,ngga:>|m(a,b7p) fla,b)| <e.

Il en résulte : o 7
Vr € R ,r§az>|M(a,b,r)—f(a,b)|§—2/ pedp=c¢
™™ Jo

et par définition,

|r — M(a,b,r) est continue en O.|

4°) D’aprés 'étude faite au ITI 2°), Papplication (r,0) — f(a + 17 cos®,b + r sinf) est de classe C! sur
[0,b[x]0, 27], donc le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un parameétre permet de conclure
que P'application r +— M (a, b,r) est de classe C* sur [0, b[. En particulier,

|r — m(a, b, r) est dérivable sur |0, b[|

Sa dérivée s’obtient par la régle de Leibniz, et on a :

om 1 [*"(of : of o
Vr €]0, b, ar(abr) 7, %(a—i-rcose,b—l—rsme)cos@—l—@(a—i—rcose,b—i—rsme)sm@ dé

Gréace au III 2°), on a encore :

Vr €]0, b, %T(abr - // Af(u,v) dudv.

5°) On a en fait prouvé au III 2°) que lapplication r +— / pm(a,b, p)dp est de classe C* sur [0, b].
0

2 T
Donc, I'application 7 +— M(a,b,r) = — / pm(a,b, p)dp est de classe C! sur 0, b[; en particulier
™™ Jo

|r — M (a,b,r) est dérivable sur |0, b[|

On calcule (dérivation d’un produit et d’une intégrale fonction de sa borne supérieure) :

oM 4 " 2 4 r? 2
vr €]0, b, W(a’b’r):_r_?’/o pm(a,b, p)dp+ T—Qrm(a,b,r):—r—3 %M(a,b,r)—i—;m(a,b,r)

= ; (m(a,b,r) — M(a,b,r))

M
Vr €]0, b, aa—(a, b,r) =
r

(m(a,b,r) — M(a,b,r)).

RN

Partie IV

1°) Si f est harmonique sur P, elle est de classe C*° sur P, et d’apres le IIT 4°), pour tout r de ]0, b,
0 1
a—T(a, b,r) = 5 /DT Af(u,v)dudv = 0.

La fonction r — m(a, b, r) est donc constante sur ]0, b[, et, par continuité, sur [0, b].
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|La fonction r — m(a, b, r) est constante sur son ensemble de définition.

Comme m(a,b,0) = f(a,b), on a: Vr € [0,b], m(a,b,r) = f(a,b). (a,b) étant arbitrairement fixé dans P,
on peut conclure :

|si f est harmonique sur P, alors f vérifie la propriété de moyenne circulaire sur 73.|

2°) Si f vérifie la propriété de moyenne circulaire sur P, elle est de classe C* sur P, et d’apres le III 1°),
v elo.bl [[ fuodudo=2r [ pmiabpdo=2n@b) [ pdp=rr? flab)
D, 0 0
d’ott M(a,b,r) = f(a,b).

|Si f possede la propriété de moyenne circulaire sur P, elle possede la propriété de moyenne spatiale sur 77.|

3°) Si f vérifie la propriété de moyenne spatiale sur P, elle est de classe C* sur P, et

M
Vr €]0, b, aa—(a, b,r)=0.
r

En utilisant le IIT 5°), il en résulte que pour tout r de ]0, b[, m(a,b,r) = M(a,b,r) = f(a,b), donc f vérifie
la propriété de moyenne circulaire sur P.

|La réciproque de la propriété précédente est vraie.|

0
4°) Montrons que si f vérifie la propriété de moyenne spatiale sur P, il en va de méme pour —f

ox
15)
La fonction —f est de classe C* sur P.

D’apres ce qui précede, f vérifie aussi la propriété de moyenne circulaire sur P.
Soit b > 0 et r €]0, b fixés. Par composition, I'application (a, §) — f(a +r cosf,b+r sinf) est de classe C*

sur R x [0, 27], donc, grace au théoréme de dérivation des intégrales propres & parameétre, 1’application
27

a— m(a,b,r) = o fla+7 cos,b+rsinf)dl est aussi de classe C! sur R.

Sa dérivée s’obtient par la régle de Leibniz, et en notant Dym la dérivée partielle de (a,b,r) — m(a,b,r)
par rapport a sa premiere variable, on obtient :

1 [*7of .
Dlm(a,b,r)—ﬁ/o %(a—i-rcose,b—i—rsme)de.

of

Or, pour tout (a,b) de P, et tout r de |0, b[, m(a,b,r) = f(a,b), donc Dym(a,b,r) = o
i3

On a ainsi :

(a, ).

of 1 [mof ,
%(a,b)—ﬁ/o %( + 7 cosf,b+r sinfd)dd

9]
ce qui signifie que a—f possede la propriété de moyenne circulaire sur P, donc aussi la propriété de moyenne
x
spatiale sur P.

0
On procede de méme pour démontrer que a—f possede la propriété de moyenne spatiale sur P.
Y

|Si f vérifie la propriété de moyenne spatiale sur P, il en va de méme pour ses dérivées partielles d’ordre 1.|
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0? 0?

En itérant cette propriété, on montre que 922 et 90z vérifient aussi la propriété de moyenne spatiale sur
€z Y
P.
Enfin, par linéarité de 'intégrale double,
1 0? 0? 0? 0?
. //DT (a—xé(u,v) + a—y{(u,v)) dudv = a—xé(a, b) + a—y{(a, b), donc Af la vérifie aussi.

|Si f vérifie la propriété de moyenne spatiale sur P, il en va de méme pour A f|

5°) Si f vérifie la propriété de moyenne circulaire sur P, alors pour tout (a,b) de P, et tout r de ]0, b],

a—m(a, b,r) = 0. D’apres le IIT 4°), cela implique
"

//D Af(u, v) dudv = 0.

D’apres la question précédente, Af vérifie la propriété de moyenne spatiale sur P, donc pour tout (a,b) de
1
P, et tout r de ]0,b[, — // Af(u,v)dudv = Af(a,b).
Tr D,
On a donc : pour tout (a,b) de P, Af(a,b) =0, et

| f est harmonique sur P.|

mO0Odtlca.tex - page 10



