Banque PT — 2007 — épreuve A

Partie I

Question 1.1
On trouve Th = 2X2 — 1, Ty = 4X> —3X et Ty = 8X* — 8X?% + 1.

Question 1.2

On montre par récurrence sur n > 1 la propriété P,: deg T}, = n et domT),, = 2" 1.

C’est vrai aux rangs 2 et 3. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. Alors 1,41 = 2XT,, — T),_1
sera de degré 1 4+ degT,, = n + 1 et de coefficient dominant 2dom 7;, = 2™.

La récurrence s’enclenche !

Final : .
nalement 0, sin=0;

Vn > 0,degT, =n et domT, = {2”—17 sin> 1,
Question 1.3

Une récurrence analogue permet de montrer que 7T;, est de la parité de n : c’est une fonction paire (resp.
impaire) si n est pair (resp. impair).

Question 1.4

To(1) = Ti(1) = 1. Supposant démontrée jusqu’au rang n la relation 7,(1) = 1, on trouve que
Tht1(1) =2.1.T,(1) = T,,—1(1) =2 — 1 = 1. La récurrence s’enclenche : Vn € N, T,,(1) = 1.
D’apreés le résultat sur la parité, on en déduit que T,,(—1) = +1 si n est pair, et T,,(—1) = —1 si n est

impair. On peut écrire aussi : T,(—1) = (—=1)".
On a Ty(0) =1 et T1(1) = 0. L’imparité de T,, pour n impair prouve que T,,(0) = 0 si n est impair. Alors
Top12(0) = =T5,(0), or Tp(0) = 1, donc, par une récurrence évidente : T5,(0) = (—1)".

Question 1.5

Montrons tout d’abord que T;, vérifie ’équation, par récurrence sur n.

La propriété est vérifiée pour n =0et n =1:1 = cos0 et cosf = cos¥.

Supposons la propriété vérifiée jusqu’au rang n. Alors, pour tout réel 8, on dispose , d’apres ’hypothese
de récurrence, de :

Tha1(cosf) = 2cos 0T, (cos @) — T,_1(cos ) = 2 cos cosnb — cos(n — 1)6
= cos(n + 1)8 + cos(n — 1)0 — cos(n — 1)8 = cos(n + 1)6,

et la récurrence s’enclenche.

Il faut encore montrer que 7, est le seul polynéme qui vérifie cette propriété. Mais si T' était un autre
polynéme qui vérifiait aussi cette propriété, on aurait, pour tout réel 8, T;,(cos8) = T'(cos ).
Autrement dit, puisque le cosinus varie dans [—1,+1], on aurait deux polyndémes, T,, et T, qui
coincideraient en toute valeur de [—1,41]. Deux polynomes qui coincident sur une infinité de points
sont égaux : donc T, =T, et 'unicité est démontrée.

Question 1.6

I.6.a On écrit T),(cosf) =0 < cosnf =0 < 0 = 2l —I—kﬁ, ou k € Z.

n n
1.6.b  Le polynome T;, est de degré n : il a donc au plus n racines distinctes. Or le calcul précédent
montre que ay = cos (21 + kz) est racine de T,,, pour tout entier k.
n n
7r ™
Or, quand k décrit {0,1,---,n — 1}, les angles o + k— sont deux a deux distincts et dans 'intervalle
n

n
[0, 7], o la fonction cosinus est strictement décroissante. C’est dire que les «y, correspondants sont deux
a deux distincts : comme ils sont exactement au nombre de n, ce sont bien les racines du polynéme T,
qui est donc scindé.

[.6.c En dérivant I’équation qui caractérise T;,, on trouve
VO € R, —sin 07}, (cos §) = —n sinné.
! 7 . . 52 . . km
T, est de degré n—1 et a donc n —1 racines au plus. Or si je pose dans I’équation ci-dessous § = — avec
n
ke{1,2,---,n—1} (ce qui fait bien n — 1 angles distincts de l'intervalle [0, 7]), j’obtiens 77, (cos 6) = 0.
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km
On peut donc affirmer que les racines de T}, sont exactement les cos —, pour k € {1,2,---,n — 1}. Ces

racines sont également dans l'intervalle [—1, +1].

Partie 11

Question II.1

On aura reconnu la définition d’une norme.

La deuxiéme propriété est évidente, aussi bien pour L que pour V.

Les implications P =0 = L(P) =0et P =0 = N(P) = 0 sont claires. Réciproquement, si L(P) = 0,
c’est que P(t) = 0 pour tout ¢t € [—1,1], donc que P = 0 car un polynéme non nul n’a qu’un nombre fini
de racines. De méme si N(P) = 0, c’est que tous les coeflicients de P sont nuls, donc que P = 0.
Démontrons I'inégalité triangulaire pour L : pour tout réel ¢ de [—1,+1], on dispose de |(P + Q)(t)] <
|P(t)| + |Q(t)] < max|P(t)] + max|Q(t)] = L(P) + L(Q). Cette majoration est vraie pour tout ¢, donc
on en déduit que L(P + Q) = max |(P + Q)(t)| < L(P ) + L(Q).

Terminons avec N : si QQ = Zbkxk, onaP+Q= Z ap + b)x k (on a choisi n égal au maximum des

k=0 k=0
degrés de P et @), quitte a ajouter des coefficients nuls pour des termes qui figureraient dans un polynoéme

mais pas dans 'autre).
Alors comme |ay + by | < |ag| + |b|, passant aux max, on obtient 1& encore N(P + Q) < N(P) + N(Q).

Question II1.2

Si —1 <t <1,ona|t?| <1 pour tout exposant k > 0. Ainsi |P(t) Z laxt®| < Z lak| < (n+1)N(P).
k=0 -

On en déduit que L(P) < (n+ 1)N(P).

Question I1.3
Le polynome Q = 14 X + X2 + ... + X" vérifie bien L(Q) =n+ 1= (n+ 1)N(Q).
On ne peut donc pas faire meilleure majoration que celle du II.2.

Question I1.4

Tout réel ¢ € [—1,+1] peut s’écrire t = cosf avec 6 = arccost. Alors T,,(t) = cosné donc |T,,(t)| < 1. On
en déduit que L(T),) < 1.

Mais on a vu que T, (1) = 1, donc cette valeur est atteinte pour ¢ = 1 et finalement L(7},) = 1.

Question II.5

La bilinéarité et la symétrie de ¢ sont claires. De méme (P, P) = / P?(cosf)df >0
0
Il reste & prouver que ¢(P,P) = 0 = P = 0. Mais comme 6 +— P?(cos#) est positive et continue sur

[0, ], dire que @(P, P) = 0 entraine que P(cos#) est constante nulle sur [0, 7], ce qui fournit une infinité
de racines au polynéome P, qui est donc forcément nul.

Question I1.6
On a ¢(Ty,Ty) = 7.
Pour n > 1, on écrit

us ™ s 1 2 . 2 ™
(T, T) = / T?(cos 0) df = / cos? nf df = / L cos 2nf g == + |22 ol _ T

Enfin, pour n # m, on écrit

(T, Tn) = / cosnf cosmf df = / cos(n + m)9 —5 cos(n — m)é do = [
0 0

sin(n +m)#  sin(n —m)o1"
2(n+m) * 2(n—m)]

Cela revient & dire que (Tp, T1,T5, - - -, Ty,) forme une base orthogonale (mais pas orthonormée) de R, [X].
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Question I1.7
Les réels ay, cherchés sont les coordonnées de P dans cette base. On utilise le fait qu’elle soit orthogonale :

1

o(P,Ty) = aogp(To, To) = Ty = ag = ?P(R 1)
™ 2

©(P,Ty) = ap(Ty, Ti,) = 5% = ap = ;@(R Ty)

pour k > 1.

s

Or on observe que pour tout &, on dispose de |¢(P,T})| < / |P(cos 8)] | Ty (cos0)|df < / L(P)x1df =
0 0

wL(P).
On en déduit que |ag| < L(P) < 2L(P) et, pour k > 1, |ag| < 2L(P).

Question I1.8

La relation T,; = 2XT,, — T,,—1 fournit N(T,,11) < 2N(XT,,) + N(T},,—1) grace aux propriétés de la
norme N.

Or N(XT,) = N(T,) car T,, et XT,, ont les mémes coefficients (décalés d’'un rang). Finalement :
N(Tn+1) < ZN(TTL) + N(Tn—l)'

Question I1.9
On raisonne par récurrence sur n. Observons tout d’abord : N(Tp) =1 =¢° ; N(Ty) =1 < ¢".
Supposons la majoration vérifiée jusqu’au rang n. On écrit alors

N(Tpi1) K2N(Tn) + N(To1) < 2¢" +¢" ' =¢""'(2¢+1) = ¢" ¢ = ¢" 11,

n

puisque ¢> = 3+ 2v/2 = 2¢ + 1. La récurrence s’enclenche et on a bien : Vn > 0, N(T,) < ¢™.
Question I1.10

n
Comme P = Z aTy, on en déduit que
k=0

n+171

N(P) <> Jaw|N(T}) < Z 2L(P)¢* = 2L(P)T— :
k=0 k=0 q

Partie II1

Question III.1
La linéarité de ® est évidente. En outre si deg P < n, deg P’ < n —1 donc deg(XP') < n, deg P” <n—2
donc deg((X? — 1)P") < n : finalement deg ®(P) < n et ® est bien un endomorphisme de R, [X].

Question ITI.2

On a ®(1) = 0 et ®(X) = X, puis, pour k > 2, &(XF) = (X? - 1).k(k — DX "2 + X.kXF! =
E2XF — k(k—1)X*2,

On en déduit que 1 € Ker @, donc Ry[X] C Ker .

Montrons qu'il y a égalité. Il suffit d’observer que (®(X), ®(X?),..., ®(X™)) est composé de polynomes de
degrés échelonnés et est donc un systeme libre de vecteurs de Im ®. On en déduit que rg® = dimIm ® > n
donc que dimKer® =n+1—-rg® < 1.

Finalement rg ® = n et Ker ® = Ry[X] (c’est le sous-espace des polynémes constants).

Question III1.3
La matrice demandée s’écrit (les termes non écrits sont nuls) :

0 0 —1x2
1 0 —2x3
22 0 .
A = Mategno ® = 32 oo —(n=-2)(n-1)
0 —(n—=1)n
(n—1)? 0
n2
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Question II1.4

1)(2 1
Alorstr@:0+12+22+...+n2:n(n+ ZS(TH_ )

Question III.5

La matrice A est triangulaire supérieure : les valeurs propres sont les termes diagonaux.

Donc Sp® = {0, 1, 22,32 ... ,n2}. ® possede n + 1 valeurs propres deux a deux distinctes : elle est donc
diagonalisable. En outre on sait déja que chaque espace propre est une droite vectorielle.

Question ITI.6

On a déja trouvé Ey(P) = Vect(1) = Vect(Tp).

On observe que ®(X) = X donc E;(®) = Vect(X) = Vect(T1).

Soit k > 2 et § € R. On a déja écrit Ty, (cos @) = cos kf, sin 01" (cos §) = ksin k. En dérivant une nouvelle
fois, il vient : cos 87" (cos #) — sin® HT" (cos §) = k? cos k, ce qu’on peut rééerire

cos 0T" (cos ) + (cos? @ — 1)T" (cos 0) = k*Ty(cosh).
Cette derniere égalité s’écrit aussi V0 € R, ®(T})(cos0) = k*Ty(cosf). Cela montre que les polynomes

9)
O(Ty) et k2T, coincident sur tout lintervalle [-1,+1], donc sont égaux : on a bien montré que
O(Ty) = KT}, donc que Ej(®) = Vect(T},).
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