CORRIGE : MATH 1 ; MP ; Centrale 2011

Dans tout ce corrigé on notera D(0,1) le disque unité de C, c’est a dire :
D(0,1) =4{z e C tq [z] < 1}. Rappelons en outre que : vz € D(0,1) , la série (D_z")

converge absolument de somme : Y z" = L.
n=0

| Etude préliminaire
I.A— Convergence des séries de Riemann
ILA1) Vx e [kK,k+1] ; Vy e [k—1,k] ; f(x) <f(k) <f(y)

Alors : [ fogdx < [ fkdx = fk) = 1 fkydx < [ f(y)dy

I.LA.2) Pour a < 0, la série (3~ 1) diverge grossiérement.
Pour o > 1, on applique la question précédente poura = 1, et f(t) = tl

n

dt . 1 nd tl-a n< a

e S fetvn=2;3 & §1+j1t =1+ ajl_a_l
k=1

vk > 2

n
La suite <Z %) est croissante majorée, alors elle converge.
n>1

k=1
Pour 0 < a < 1, on applique aussi la questlon precedente poura =1, et f(t) =
k+1 n+1
k=1, =>+2>] ¢ etVnzZ,Z L zz > [ ~In(n+1) n::O—i-oo,
k=1 k=1
Conclusion :

La série de Riemann (3~ 2

) converge si et seulement si a > 1.

n
I.A.3) D'aprés la question précédente, pour tout @ > 1, ettoutn e N*, 1 <3 & < &,

On fait tendre n vers l'infini, on obtient alors : 1 < S(a) =) % < -t
k=1
I.B — Premiére étude asymptotique du reste

Dans la suite on pose : Vn € N* ; Va > 1 ; Ra(a) =) .
k=n
I.B.1)Vk>n>2 ; jk+ldX<L< K ax

X — k* — Jk-1 x¢

N
. N+1 N
Pour tout entier N > n ; fn 3—55 k%f nlg_§

k=n

VN>n2>2, Xl_a]N+l<Z ra —[)il—_lx]nl

1
et = R(@) < i

On fait encore tendre N vers I'infini, on obtient :
1 _ 1

Drou ‘R (o) - (- 1)n” U] = (@D0m-1*T  (a-1net

[Ra(@) - 2 | < =27 (A= + D) = A(@-1+0(1) = O()
Finalement : Rn(a) = (HinH +0(L).

I.B.2) Soit f la fonction définie sur R** par f(x) = (Hl)xafl :

f est de classe C” sur R**, alors d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral appliqué a
f entreket(k+1)ona:



ke N* 5 (k1) = (k) + (k) + T4 [T L0 f gy,
vk € N* f(k-l—l)—f(k) —a—7 k’”l + Ay

Akzjk”(k 1-H22eD gt ona:0 < Ag < L

2trx+2 — 2er+2
a(a+l)
O S A ~ W.

k+1

ko 1- b2t < Ao k+ldt

ala+l)
— 2ka+2 '

I.B.3) D’aprés 1.B.2) Vk>n>1 c fk+1) —f(k) = A_%
= Ax. D’ou VN>n>1

+ A avec 0 < Ag

ka+l

flk+1) - (k) — & + £
N N N
0<f(N+1)—f(n) 2 & +4 X == =2Ak <Dy L
k=n k=n k=n k=n

On fait tendre N vers l'infini, on obtient alors :
0 < —f(n) - R, ((x) + L R (@+1) < “2DRp(a+2). D'aprés I.B.1)ona:

— 1 _ 1
Ro(a+1) = M ) et Ra(a +2) Ry O(—=x)
D’ou —f(n) — Ry (a) + 5 = O(— —1) Cestadire : Ro(a) = = 1)““1 o=+ O( nM)

Il Formule de Taylor et nombres de Bernoulli
II.A— Nombres de Bernoulli
I1.A.1) Soient p € N*, | un intervalle infini de R, et f : I - C une fonction de classe C*sur I.

p-l
Posons : g =)_ aif®.
i=0
p g0 p . p-1 o 2p-1 k-1 a )
2 G =2 2 af® =3 | X & ¢
=1 =1 i=0 k=1 \i=0
p g0 / p k-1 ) 2p-1 k-1 )
Zj—!zaof 0> (kl), fO+> (> (k_l), £,
=1 k=2 \i=0 k=p+1 \i=0
ao =1
Soit alors (an)nen la suite réelle définie par : _ 2
Vk>2 a1 =-) (k‘:)!
i=0
s o : P g0 ,2p1 Kt )
L'égalité précedente devientalors : 3 S ="+ 3 | 25 5% |f©.
=1 k=p+1 i=0
P40 p-l /hp-1 o)
= +
2 =t | X me [
=1 I=1 i=0
l+p-1
. . aj
Onpose alors : vVl € [[1,p—1]] ; bip =>_ T
i=0

Ainsi I'existence de la suite (an)nen €St démontrée.

1. A.2) Soit maintenant (an)ney UNe suite répondant aux conditions de la question précedente.
D’aprés la question précédente : Vp € N* ; Vf e C*(l,C)

p k-1 p-1 /I+p-1
> a4y ( o )ﬂk) D (Z o >f<p+'> 143 ygf0

=1 k=2 \i=0 =1 i=0 =1

p k-1 p-1 l+p-1
(aO - 1)1” +Z (Z (k= |)| >f(k) +Z (( Z (|+p i) > - bI,P>f(p+l) =0
k=2 \i=0 I=1 i=0




Pour f(x) = xP, cet égalité s’écrit :

k-1
p(ao — HxP= Z (Z R > Gor X =0

k=2 i=0
C’est un polyndéme nul, alors ses coefficients sont nuls, et par suite :
k-2
ao=1letVvk>2;ak1 =-), (ka), ouencore:enposant:p=k-leti=k—j=p+1—]
j=0
p+1

[0 = 1fet|vp 212y = - X 5= |5 lar= 3|5 2= %

i=2

Montrons par récurence surpque : Vp e N ; |ap| <1

ceci est évident pour p = 0, soitp > 1telque : Vk € [[0,p—1]] ; |ak] < 1.
p+1 p+1

Zap+ll _Z_<e_251

i=2

alors : Vi € [[2,p+1]] ; |aps-i| < 1. D'ou : |ap| =

ILA3)a)VpeN ; |ap| < l,alorsVpeN ; Vze C; |apzP| < |z)P.

Si |z| < 1 alors la série (3_Jz|°) converge, et par suite la série | > apzP | converge aussi
peN
absolument. On note alors : ¢(z) =Y apz°.
peN

b) Pour tout z € C tel que : |z| < 1, les deux séries : e* — 1 Z et p(z) =) apz?
peN

sont absolument convergentes, alors (e? — 1)p(z) =Z dnz" qui est la série produit de

n=1
Cauchy des deux séries Z et Y apzP.
n=1 peN
n+1 a n+1 a
neN* ; dpy =) S =an+)) - =0 et di=ap=1
p=1 p=2
Pourtoutz e Ctelque : |z| <1, (e*-1)p(z) =z et ¢(z) = - si z+0.
. . _ 7 7 2z+z(e*-1)  z4ze?
Pourtoutz € Ctelque : z| < 1, onpose: w(2) = ¢(2) —a1z = 1 +5 = 26D LD
__ztze-t  _ (z+ze-t)er
l//(—Z) - 2(1-e-7) - 2(1-e-7)e? - l//(Z)
w(2) = 1+Y_ axz est la somme d’une série entiére paire sur D(0,1).
k=2
D'ou: Vk € N* ; axs = 0.
5
_ asi __ aog ai a aszy _ 1 1 1 _ 6-15+10 __ 1
== St egratatD)-(mow ) s - T
i=2
Définition :

Les nombres b, = n'a, sont appelés nombres de Bernoulli.

I1.B - Formule de Taylor

Soit f la fonction définie sur R¥ par f(x) = W’ oua > 1.

2p-1

On fixe un entier naturel non nul p, eton note : g =>_ a;f®.
0

Pour tout k € N*, on pose : R(k) = g(k +1) — g(k) — f'(k).

11.B.1) Remarquons d’abord que f est de classe C* sur R%, alors g I'est aussi.
Appliquons a g la formule de Taylor avec reste intégral entre k et (k + 1)a I'ordre 2p



gk +1) —g(k) Z g(')(k) J'M Wf(zw)(t)dt

k (2p)
i=1

gk +1) —g(k) = f'(k) +Z bi2pf @ (K) + jk” KO £0pi1) iy

(2p)!
=1

RK) =3 b k) + [ 20 o) gy

(2p)!
=1
k _2p—1 b —a(-a-1)...(—a—2p-I1+1) ktl (k+1-)® —a(-a-1)...(—a—2p) d
R( ) _Z |.2p|: Ka+2p+l :I + J.k 2p)! ta+2p+l t
=1
2p-1
a(a+l)...(a+2p+l-1) K+l (k+1-0)%  a(a+l)...(a+2p)
|R(k)| SZ |b|’2p||: ka+2p+ :I + -[k (Zp)l ta+2p+l dt
=1
R(k <2p_1 b a(a+1)...(a+2p+-1) a(a+l)..(a+2p) K+l dt
| ( )l —Z | |12p||: ka+2p+ :|+ (2p)! Kk trx+2p+l
=1
R(k <2p_1 b a(a+l)...(a+2p+i-1) ala+l)..(a+2p) [+l q
| ( )l —Z | |,2P||: kzx+2p+| :|+ (Zp)! K ka+2p+l t
=1

p
a(a+1)...(a+2p+l-1) a(a+l)...(a+2p) 1
RK)| < =5 (Z [ % ]+ @p)! ?>

=1

2p-1
RK)| < = (Z Ibizplfe(e +1)...(a+2p+1-1)] + %)
I=1

2p-
D’ou pour A = (Z Ibiop|[a(e+1)...(a+2p+1-1)]+ _“(“”()2-5)(;”%) > :

vk e N* ; [R(K)| <

A
ka+2p "
11.B.2) D’aprés la question précedente : Vk € N*; g(k + 1) — g(k) = f'(k) + R(Kk).
N N
VN=n>1; > & +23 Rk =g(N+1)-gn).

k=n k=n
On fait tendre N vers I'infini, on obtient : |[Rn(a) + g(n)| < ARy (a + 2p) = O(W—%‘H)

D'ou : Rn(a) = —g(n) + O(ﬁ). autrement dit :
2p-1
Rn(a) = - Y aif®(n) + O( naép_l ). orpourp >2;az1 =0,alorspourp>2o0na:

i=0
2p-2

Ro(a) = - > aif®(n) + O(W—;H). or on a déja établit cet égalité dans la premiere partie
i=0
pour p = 1, d'ou pour tout entier non nul p on a:

2p-2
Rn(a) = = X5 aif®(n) + O(—5=)
i=0
11.B.3) Ra(3) = —aof(n) — asf'(n) — af "(n) — asf "' (n) — asf®(n) + ().

) =2 i f'm =4 ;1" =3 £"() =2 ; fO(n) = 22



aozl;alz*Tl ;a2:1_12 'a3:0'a4=%0.

Rn(:g):#'i'i"'i ( )

2n3 12n4 12n6

11 Polyndmes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
I11.A - PolynGmes de Bernoulli

On définit une suite de polynémes (A )nen Verifiant :

Ap=1 :VneN ; A=A, et f Ana(Ddt =

Les polynbmes B, = nlA, s’appellent les polynomes de Bernoulli.

I11.A.1) Propriétés élémentaires
a) Ao est uniqguement déterminé et deg(Ao) = 0, A; = X+ 4 et I;(t +A)dt=0= % + A
Alors A; = X - % est bien déterminé et deg(A;) = 1.

Soitn > 1tel que: Vk € [[0,n]] ; Ax existe et unique et deg(Ax) = k.
Alors An;1 est un polynéme de degré (n + 1).

Anit(X) = Ana(0) + ;(An(t)dt et | ;Aml(t)dt = 0= An1(0) + | (1)( [} An(bdt)dx
Ani1(X) = f: An(t)dt — f(l) (jzAn(t)dde est donc un polynéme uniquement déterminé.

A; = %XZ—iX+uetjl(it2—it+u)dt=O= +— 4 +ualors p=

Az = £X3- 1X2+—X+vetf( - 2t2+ St+v)dt=0=-L -+ - +v,alorsv = 0.
Ao=1] 5 [Ar=X-1|; [Ag=1X2-IX+L | ; [As=1Xx3-1x44+-LX

b) Posons : Vn € N ; an(X) = (-1)"An(1 - X).
(an)nen €St UNe suite de polyndémes telle que :
ao=1; VneN ; ah, =an et I;aml(t)dt = I;An+1(u)du — 0. (poser:u=1-t)
Alors par unicité de I'existence de la suite (An)nen €tablit & la question précédente, on déduit
que:vneN ; Ap=an Ccestadire:VneN ; Ay(X) = (-1)"An(1 - X).
€) VN 2 25 An(1) = An(0) = [ Ans(Ddt = 0
D’aprés la question précedente on a : Ay 1(0) = (1) Az 1(1) = -Azn1(0). (2n-1>2)
Dou: Vn>2; A1) = An(0) et Axn1(0) = 0.
d)Onpose:VneN ; ¢y = An(O). Co=1=~A00) = AO(X).
n+1

Soitn € N, tel que : An(X) Zc. alors : Ans1(X) ZCI XA 0) Z X

(n- ')' ’ (n+1-i)! i)
i=0 i=0
D’aprés la question précedente : vVn > 1 ; Api(1) —Ana(0) =0 Z (n+1 o
n-1 =0 n+1
e) D'aprés la formule cidessus :co =letvn>1; ch=- Y, (nﬁ‘_i)! =-, =
i=0 i=2
Alors d’aprés la question 11.A.2), Vh € N ; ap = cy.
I11.A.2) Fonction génératrice
n ) n
a)vte [-1,1] ; Vne N ; JA®)] = |D ai (rt]"_'i)! _Z (I']a'l), < (nll), (selon11.A.2))
i=0 i=0

vz e D(0,1) ; Vte [-1,1] ; Vne N ; [An®)]z]" < e|z|
D’ou la série (O_ An(t)z") converge absolument pour tout t € [-1,1] et tout z € D(0,1).



On posera alors : f(t,z) =) An(t)z".

n=0
b) Fixons z € D(0,1) et posons : Vvt € [0,1] ; f,(t) =f(t,z) =>_ An(t)z".

n=0

D’aprés la question précedente, cette série converge normalement sur [0, 1].
vn e N ; posons : gn(t) = An(t)z" ; gn est une fonction polyndme donc de classe C! sur
[0,1], et Vn € N* ; gn(t) = A(D)z" = zgn-1(t), alors la série (3_ gn(t)) est aussi normalement
convergente pour t € [0,1]. D'ou ; f, définit une application de classe C?! sur [0,1] et
vte [0,1] ; f.(t) = 2gna(t) = zf,(D).

n=1
Alors il existe une constante complexe §; telle que : Vt € [0,1] ; f.(t) = 5,e%

vte[0,1] ; f(0) = 8, =3 An(0)2" =X anz" = L 11.A.3)b)

n=0 n=0

Finalement : | Vt € [0,1] ; Vz € D(0,1)\{0} ; Z An(t)z" = 2=

n=0
. N . 024 2%+l 4 2/2
c) Soitz € C* tel que : |z| < 2n. £5% = iy~ w1~ lemt

Alors pour tout z € D(0, 1)\{0}
f2(3) +2(0) = 2f;2(0) Z (An(3) +An(0))2" = 2 Z An(0)(£)".

n=0 n=0
Alors par identification des deux séries entiéres qui sont de rayon de convergence non nul, on a:

VneN ; An(d)+an =25 Dot : [VneN ; Ay(d) = (5 -1)an|

2n1

I11. A.3) Variations des polynémes de Bernoulli

a) () Az = $X>— =X+ 35 ; Ay(x) = x— % ; A, est strictement décroissante sur [0,4] et
strictement croissante sur [5,1]. A2(0) = A2(1) = 35 > 0> Ax(5) = —3a2 = 5.
(i) Soitn € N, tel que : Vk € [[2,4n + 2]] ; A« satisfait les conditions données a I'énoncé.

Auns2 €St strictement décroissante sur [O,%] et strictement croissante sur [%, 1].
Auni2(0) = Asni2(1) >0 > A4n+2(%)-

Il existe un unique couple de réels (u,v) telque : 0 < u < % <v<l et Apmea(u) =Asme(v) =0.

et donc Azni2(t) > 0 sur ]0,u[ ; Aan2(t) < 0 sur Ju,v[ ; Agn2(t) > 0 sur Jv,1[

Vte [0,1] ; Abnis(t) = Aania(t)

Auns3 €St strictement croissante sur [0, u] et sur [v, 1], et strictement décroissante sur [u,V].
D’aprés : 111.A.1)c) Asni3(0) = Asnes(1) = 0 = ayns3 donc d’'aprés la question précedente :
On déduit : Asn:3(0) = Agnis(l) = A4n+3(%) =0.

Les variations ci dessus de A4n.3 permettent alors de déduire que :

Asm(t) <Osit G] 1 et Agnis(t) > 0sit €]0, %[

(iif) On refait le méme procédé en exploitant les variations de Asn.3 établits ci dessus et le
faite que Az = A, pour établir les propriétés relatives a Asna.

et ensuite celle de A4n.s par le méme procédeé.

Par récurrence sur n, on obtient alors les propriétés énoncées dans le texte de ce probleme.

b) D’aprés les propriétés de la question précédente : Vn € N* ; vx € [0,1]

(i) A2n (0] < max(Aan(0)], [Azn($) ) = max((aznl, | (G5 — 1) azn| = [azl.



(ii) [Azna ()] = Azt () = Aznsa ($) | <sup [Aspa(WI]x = 2| =sup [Az(y)||x— 4] < £z,
ye[0,1] ye[0,1]

ou I'on a utilisé l'inégalité des accroissements finis et le (i) ci dessus.

I11.B — Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

I11.B.1) Soit f une fonction de classe C* sur [0,1].
a) Par récurrence sur q > 1, montrons que :

vg e N* ; (1) -1(0) Z( DA OFO 1), + (- 1)qf Aq(OF D ()t

=1

Pourg=1:
[ ;Al(t)f "dt = [AF'® ] - | ;A’l(t)f’(t)dt = [Af'® ], - | éf/(t)dt

JoALf "dt = [AOF'®) ], - (1) - 1(0))

La propriété est établit pour g = 1.
q

Soit g € N* tel que : f(1) —f(0) =>_ (—1)J'+1[A,-(t)1‘(i>(t)](lJ + (—1)qj;Aq(t)f(q”)(t)dt.
j=1

Par intégration par parties on a :

I;Aq(t)f(qﬂ) (t)dt = [Ag1 (DD (t) j A (HF @2 (t)dt. remplagons dans I'égalité ci dessus on

obtient :
g+l

f(1) - f(0) =X (DI AWM O], + (- 1)““[ Aga (D2 (dt.

j=1

b) On applique la question précedente pour q = 2p + 1.

f(1) — f(0) =2pz+:1 (- 1)J+1[A,(t)f(1)(t) f Az (DD (1)dlt,
j=1
f(1) - 1(0) Zpil( DIA;DIO(L) - Aj(0)9(0)) - IAzpﬂ(t)f(Zp*Z’(t)dt
=1
2p+
f(1) - f(0) = 5 (f'(0) +f'(2)) +E( DAY (L) - Aj(0)9(0)) - f Agpa (DFEP*2 (t)dlt.
j=2

Donc en utilisant 111.A.1)c)
p
(1) = 1(0) = $('(0)+1'(D)) =X az(F®(1) ~ 1@ (0)) - [ Azpa (DI (Dt

=1

I11.B.2) Soientn € N et f une fonction de classe C* sur [n,+oo].
On suppose que f et toutes ses dérivées sont de signe constant sur [n,+«[ et tendent
vers 0 en +oo.
Pour tout k > n, on pose : f(t) = f(k +1).
fx est C* sur [0, 1], alors d’aprés la question précedente : Vp € N* ona:
/ / P i i
fi(1) - fi(0) = L (f (0) + (1) - ay (fl(f‘)(l) — (0)) | ;A2p+1(t)f|((2p+2)(t)dt.
j=1
p
f(k+1) —f(k) = %(f 'K +f'(k+1) D anf@(k+1) —f@(k)) - j(l) Agp1 ()FCP (k + t)dt.
j=1
Alors selon le changement de variable u = k+t, on obtient :
f(k+1) —f(k) = L > (F'(k) + 1/ (k+1)) Z a(f@(k +1) — f@(k)) - f

j=1

! Agpia (U - KF@D(u)du



k+1
k

fk+1) — (k) = L(F'(k) +f'(k+1)) —i a2 (fE (k + 1) - f@ (k) - |

=1

51 (DFEP2 (DL,

Soit N > n, et sommons I'expression précedente entre n et N.

N+1

N p
f(N+1) - f(n) =X F/'(K) — 2f'() + LF'(N + 1) =X ay(FA@(N + 1) - f@(n)) - |
k=n =1
Vj e N ; fO garde un signe constant sur [n,+o[ et tend vers 0 en +o, alors Vj € N*
f0) est intégrable sur [n,+oo[, de plus, d'aprés I11.A.3)b) et 11.A.2) ; vx € [0,1] ; |[Azpa(X)| < 1
Alors : Wt € [n,+00[ ; |As, (DFP2 ()] < [f2P2 (1))
L'application [t — Aj,,; (Df@*2(1)] est donc continue par morceaux intégrable sur [n, +oo[.

Az (OFE2 (D)dt

n

N—o0

N
D’ou lim j:+1A§p+1(t)f(2p+2) (t)dt existe bien et par conséquent lim <Z f’(k)) existe aussi.
N-o0 k=n

On fait alors tendre N vers l'infini dans I'égalité ci dessus on obtient :
o0 P -
> f'(k) = —f(n) + 3f'(n) ) axf@(n) + j: A3, (D (H)dt.

j=1

k=n
+

En utilisant 111.A.3)b) On a : |[™ Az, (0f@2 (dt| < [ L2t )|t
Puisque f(?*2 garde un signe constant sur [n,-+oo[, alors :

[ e @)|dt =

[ 7@ bdt| = [feD(n)]. D'ou

7 A OFP D (0ydt| < E2ljfer )|

2p-2
I11.B.2) Onavudans I1.B.2) que : Rn(a) = - > aif®(n) +O(ﬁ)
202 | i=0
Rn(a) = =f(n) + 3f'(n) =3 aif®(n) + O(—%=).
i=2

Alors selon la question : 11.A.3)c) et pour f(t) = (1_;)”71 qui définit bien une application de

classe C~ sur [n,+oo[ qui satisfait bien les conditions de 11. A.2), I'égalité précédente s’écrit :

o0 p-1 )
> (k) = ~f(n) + 1£'(n) -3 azf@(n) + O(—Lr).
k=n =1

Identifions avec I'égalité de la question précédente, le terme O(nw—ﬁp_l) s’écrit sous forme :

d’'une intégrale, qui est : j:w A3, (DF@ (H)dt. On écrit alors

p-t +00
R(a) = —f(n) + 5'(n) -2 axf@(n) + In A%, (DT (Ddt.
=1

IV Compléments sur I'erreur
On fixe ici un réel a > 1 et on considere la fonction f définie sur R¥ par f(x) =

1
(1~a)xet

IV.A - Encadrement de |'erreur

IV.A.1) Soit g une fonction continue par morceaux croissante sur [0, 1].

j;An(t)g(t)dt = j;’ZAn(t)g(t)dt + ji/zAn(t)g(t)dt. On change la deuxiéme intégrale par le
changement de variable : u = 1 —t, on obtient :

J: Anhg(ddt = | é/ZAn(t)g(t)dtJr [ ;/ZAn(l ~t)g(1 - t)dt. et d'aprés 111.A.1)b)

o Ang(t = [1* Au®(@() + (-1)"g(L - D)t

Alors pour n impair, ceci s'écrit : [ ;An(t)g(t)dt — ;/zAn(t)(g(t) —g(1-)dt.




g est croissante, alors : Vt € [0, %] ; (g(t)—g(1-1) <O0.
Sin =1 (mod4) alors : Vt € [0,4]; An(t) <0, d'our : jé An(t)g(t)dt > 0.
Sin =3 (mod4) alors : Vt € [0,4]; An(t) > 0, d'our : jé An(t)g(t)dt < 0.

IV.A.2) On reprend les notations de 11.B.2) et le résultat du I11.B.2)
p-l +00

Ra(a) = —f(n) + 1f'(n) =X azf@(n) + | AL (DF (tdt.
j=1

n-1

Rn(@) = Snzp-2(@) =% 4 + [, " A3 1 (DT (Bt
k=1

S(a) = Snap-2(@) + [ Az (OFP D)t

Remlacons successivement dans cet égalité p par (2p + 1), (2p + 2), et 2p. On obtient :

(i) S(@) = Snep(@) + [ 7 A (OFP 2 (t)clt.

(i) S(@) = Snaprz(@) + [~ Adp,aFPH Byt

(ili) S(@) = Snap-2(0) + | AL (DFEP (D).

Examinons le cas (i). j A1 (DFEPD (t)dt Z [
k=n

[ A (O (bt Zj Aspaa (t— KO (t)dt =Y j(l)A4p+1(u)f(4p+2)(u+k)dt.
k=n

L’application : [u — f<4P+2)(u + k)] est continue croissante sur [0, 1], alors d’aprés la question
précédente : | (1) Aspe1 (U)F@P2 (U + k)dt > 0 et par conséquent : j:w A1 (DT (t)dt > 0

Dol Shap(a) < S(a).

De la méme maniére on a: j:w A s (DA (t)dt < 0 et j;w A1 (DFUP(t)dt < 0.

Dol les inégalités : Spap(a) < S(a) < Snapr2(@) €t Snap(ar) < S(a) < Snap-2(a).

Soit maintenant p > 1. On va utiliser ces deux inégalités dans les deux cas suivants :

AL (OFP (bt

k+1

Premier cas : Sip est pair; p = 29
0 <S(a) - §n,2p(05) = S(a) - §n,4q(05) < §n,4q+2(05) - §n,4q(05) = _aAq+2f(4q+2)(n) = _aZp+2f(2p+2)(n)-
Dol |S(a) = Snzp(@) | < lazp:2f®2 ().

Deuxiéme cas : Sip estimpair; p =29-1
O S §ny2p(a) - S(a) = §n’4q_2(a) - S((Z) S §n’4q_2(a) - §n’4q(a) = a4qf(4q)(n) = a2p+2f(2p+2) (n)
Dol |S(a) = Snzp(@) | < lazp:2f®2 ().

IV.A.3) Dans cette question on reprend le cas de 11.B.3), on appligue la question

précédente on obtient' 5(3) = S1004(3) | < |asf®(100)] = 1 |f(6)(100)|
OO = o510 = 417700 = =2 fO0) = 12, fOx) = = fOK) = 32 fO(x) = =L,
6 (100) = —360.7.10 16 alors |S(3) —S1004(3) | < 3LLLOE — 11016 < 10 17.

IVV.B — Séries de Fourier

Pour tout entier naturel p > 1 et tout réel x, on pose A p(X) = Ap(55 — [ > ])
IV.B.1) A, est continue sur R et I'application [x — -X- —[ X ]] est continue par morceaux

sur [R, alors Ap est continue par morceaux sur R,
Ap(X+271) = Ap % - X+2ﬂ D= Ap(E +1- [2— +1]) = Ap().

IV.B.2) Ap(n) = & [ K (e-mat



vte[0,2z] ; [ ]=0et Ap(t) = Ap( L) et Ap(n) Ap( )e-"dt. On pose : x = -
—Zlnnx

- NestCesur[0,1] etona:

ﬂp(n) j Ap(x)e~2™™dx. Fixons n € Z*et posons : h(x)

ﬁp(n) = joAp(x)h(P”)(x)dx. Appliguons maintenant la question 111.B.1).
Ap(n) = (=1)P(h(1) —h(0)) —(=1)P >° (—1)“1[Aj(t)h(‘)('f)](lJ

=1

Vu que h est ses dérivées successives sont 1-périodiques et que d’'aprés I11.A.1)c)
pour tout j > 2, Aj(1) = Aj(0).
Ro(n) = (-1)PH(AL(D'(L) — A1 (O'(0)) = (-1)Ph'(0) = o = =L

(=2izn)P (2izn)P *
A~ 1
Ap(0) = | JAp()dx = 0

IV.B.3) La série de Fourier de Kp est donnée par : Sp(x) =>_ (Ziz:;pﬂ .
nez*

p+1> 1 alors la série de Fourier de A, converge normalement sur R.

IV.B.4) azp = Az (0), sz est 2r-périodique de classe C! par morceaux, alors d’aprés le

L . _ 1 Rp(+0)+Ap(-0)
théoreme de Dirichlet : ) G = > :
nez*

Pour x > 0, x proche de 0, sz(x) = Ap(5-).

Pour x < 0, x proche de 0, sz(x) =Ap(5s + D).
Alors : 3 Z2ED% AZF’(O)ZAZP(D = Azp(0). ( D'aprés la question I11.A.1)b) )

(27n)2e
n=1

Finalement : agy = Azp(0) = (—1)P1 22

22p-1,2p *

IV.C — Comportement de I'erreur
IV.C.1) Il suffit de dériver I'expression : f(x) =

e ) — 2p fois et ensuite (2p + 2) fois et

- e : . 12f@2)
utiliser I'égalité de 1V.B.4) pour obtenir le résultat : azg zf(zp)(ngn)
2p

_ (a+2p)(a+2p-1)S(2p+2)
- 4n2725(2p)

IV.C.2) Ici on va examiner deux résultats, celui de IV.A.2) et celui de 1V.C.1).

~ T2 -
|S(a) _ Sn,Zp(Ol)| < |a2p+2f(2p+2)(n)| et azp+2 (m (a+2p)(a+2p-1)S(2p+2)

a of@P)(n) 4n2725(2p)

S(2p) =Y, n—ﬁp =1+ L - La série Z — converge normalement pour p € [1,+o[, alors

n=1 n=2 n=2
lim lim = =0et lim S(2p) = 1.
pﬂwz zw L - 0et lim S(2p)
. azps2f@P (n) . (a+2p) (a+2p-1)S(2p+2)
: _— = = 00,
Alors a n fixé pI—IL-T!o @) pllrﬂo pRemTYwS +

Pour n fixé, plus que p est grand, plus que I'approximation de S(a) par Sn2p(cr) est mauvaise.

Etant donné que @2 < 1, ne choisir gue des couples d’entiers tels que :

S(2p)
Lex2)ei2p D) \$20) ()| est suffisament petit, comme ¢a on aura :
4n2z?

3 (a+20)(e+2p-1)S(2p+2)
|S(0) = Snzp(@) | < Jazp2f @2 ()] < [azpf@ ()| pL:;zS(Zp) = < &n

ce qui permet d’avoir de bonnes approximations de S(a) par Sy 2y ().

En =




