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Exercice 1.

1.

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

3.1.

_p2 . . N . . 7
r +— e ¥ est continue sur R et on a un unique probleme d’existence pour l'intégrale aux
voisinages de I'infini. Or, la fonction est (par croissances comparées) dominée par 1/z% en ces
voisinages. Elle est finalement intégrable sur R et I'intégrale existe a fortiori.

Soit # € R. Pour n > |z|, on a f,(z) = exp(nln(1 — 2%/n)). Le terme dans 'exponentielle tend
vers —z2 quand n — 400 et , par continuité de l’exponentielle, f,(x) — e~ (fn) converge
donc simplement sur R vers x — e,

Par concavité du logarithme, Vo > —1, In(1+v) < v (courbe de z — In(1 + x) sous sa tangente
au point d’abscisse 0). Ainsi, si u > n, In(1+wu/n) < u/n. On ne change pas le sens de l'inégalité
en multipliant par n. Par croissance de ’exponentielle, on a alors (1 =+ %)n < e

frn est continue sur R et on a donc un unique probléme d’existence de l'intégrale au voisinage
de 4+o00. Or, f, est nulle sur ces voisinages et donc intégrable sur ces voisinages. f, est donc
intégrable sur R.

On veut utiliser le théoreme de convergence dominée.

- Les f, sont continues sur R et (f,) converge simplement sur R vers z — e~ elle méme
continue sur R.

- Vn, Vz €] — va,v/al, 0 < fo(z) < e (question 2.3 avec u = —22 > —n). L’encadrement
reste vrai pour les autres z (0 < e~*). On a donc |f,(z)| < e™*" et le majorant est intégrable
sur R.

Le théoreme s’applique et indique que

. .2
lm w,= | e * dz
n——+o00 R

Jo et Ji se calculent immédiatement et cos?(t) = 3(cos(2t) + 1) permet le calcul de Jo. On

obtient . .
25’ ‘]1:]-7 J2:7
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Une intégration par parties donne (en primitivant cos et en dérivant cos**1)

/2 /2
Jrt2 = [sin(t) cos(t)l€+1 0/ + (k+ 1)/O sin(t)? cos(t)k dt

2

Le terme tout intégré est nul. Avec sin? = 1 — cos?, on a alors

k2 = (k+1)(Jk — Ji12)
On en déduit que

2k

kE>1 = —
Vk > 1, Jopy1 ST

Jok—1

On prouve alors par récurrence que

n

2k
Jont1 = H 1
k=1

est vraie pour tout n. '

- Initialisation : J; =1 et le résultat est vrai au rang 0 avec la convention [[]_.vx =1sii > j.
Js = %Jl = % et le résultat est vrai au rang 1.

- Hérédité : soit n > 2 tel que le résultat est vrai jusqu’au rang n — 1. Le résultat au rang n — 1
et la relation entre Jon4+1 et Jon—1 donnent le résultat au rang n.

On multiplie haut et bas par 2.4..... (2n) pour obtenir
(24.....(2n))?
(2n+1)!
Le numérateur est le carré de 2"(n!)? (aprés factorisation de chaque terme pr 2). Ainsi

J _ 22n(n!)2
2T on 1)

On pourrait vérifier cette relation par récurrence.

n
n! ~vV2mn (ﬁ>
e

Jopy1 =

La formule de Stirling stipule que

On en déduit que

J 22" (2rn)n?n /e2n _< 2n >2n eV2mn
" /2r(2n+ 1)(2n + 120 Je2ntl  \2n4+1)  (2n+ 1)3/2

2n
(2511> =exp(—2nlIn(1 + ﬁ)) — e~ ! donne alors

VT

J ~ =
2n+1 2/n

. @+ arcsin(x/y/n) est un C! difféomorphisme de | — v/n, \/n[ dans | — 7/2,7/2[. On peut donc

poser ¢t = arcsin(z/y/n) pour obtenir

2

Vo x/
/ (1—2%/n)"dx=+/n cos(t)?" L at
—/n —7/2

fn est nulle hors de [—+/n, /0] et t + cos(t)?" 1 est paire. On a donc aussi
Up = 2ﬂj2n+1

. Il reste a passer a la limite pour obtenir

/6902 dr =7
R



Exercice 2.

1.

3.1.

3.2.

On a ‘BB = 3 et u est donc un automorphisme orthogonal (représenté par une matrice or-
thogonale en base orthonormée). De plus det(B) = 1 et u est direct. C’est donc une rotation
axiale. Comme (1,0,1) est laissé fixe, il dirige ’axe de la rotation. La trace étant un invariant
de similitude, I’angle 6 de la rotation vérifie —1 = Tr(B) = 1+ 2cos(f). Cet angle est donc égal
a7 (cos(f) = —1, il n’y a ici pas ambigiiité de signe et il n’est pas nécessaire d’orienter I’axe).
u est le demi-tour d’axe Vect((1,0,1)).

. Effectuons une étude de la fonction polynomiale P. P'(X) = 3X? +2X = X(3X +2) et on a

donc le tableau de variations suivant

—2/3 0
P + 0 -0+
d+4/27 o0
Pl 7 Ny

Sid>0oud< —4/27, P admet une unique racine réelle de multiplicité 1.

Sid €] —4/27,0[, P admet trois racines réelles distinctes.

Si d = 0 alors 0 est racine double de P et —1 est racine simple de P.

Sid = —4/27 alors —2/3 est racine double de P et 1/3 est racine simple de P.

Finalement P est scindé sur R si et seulement si d € [—4/27,0].

Q= (X —a)(X —6)(X —v) (Q est unitaire). En développant, on obtient les relations entre
coefficents et racines :

a=-a—-f=v b=af+ay+fy, c=—aby
Pour la suite, on remarque que
?+ 024+ = (a+B+7)? —2ab+ay+By) =a* —2b

Raisonnons par analyse et synthese.
- Supposons que A € O; (R). Les colonnes de A sont normées et deux & deux orthogonales.
Ainsi
2+B2+2=1, aB+ay+8y=0

et avec la remarque faite, on a a®> —2b =1 et b = 0. Ainsi, a = +1 et b = 0. Par ailleurs,
l=det(A) = —(a+B8+7)(®+ 8%+ —af—ay—By) =a

A ce niveau, Q = X2 + X2 + ¢ et on sait que les racines de @ sont réelles ce qui donne
c€[—4/27,0].

- Réciproquement, si ¢ € [-4/27,0], b =0 et a = 1, on a bien «, 3,7 réels et, avec les calculs
des conditions nécessaires, les colonnes de A forment une b.o.n. directe de R3. A est donc
orthogonale directe et u est une rotation.

La condition nécessaire et suffisante pour que u soit une rotation est

a=1,b=0, ce[-4/27,0]

Exercice 3.

1.

u et v sont a termes strictement positifs et v, =In(14+1/n) ~ 1/n = u,. Comme ) (u,) diverge,
on peut utiliser (R) pour obtenir (la somme se simplifiant par télescopage)

H, ~ ka =In(n+1)
k=1

3



2.1.

2.2,

2.3.

3.1.

3.2.

Enfin, In(n + 1) = In(n) + In(1 4+ 1/n) ~ In(n) permet de conclure que
H, ~In(n)

On pose cette fois u, = ﬁ(n) et v, = In(ln(n + 1)) — In(In(n)) (définies pour n > 2). On a des

suites a termes strictement positifs. De plus, par télescopage,
n
> g =In(In(n + 1)) — In(In(2)) — +o0
k=2

ce qui montre que Y (vg) diverge. Enfin,

I In(n) +In(l1+1/n) W In(1+41/n) Nln(l—i—l/n) o1
vn =1 < In(n) ) 1 (1 * In(n) > In(n) nln(n)

On peut donc encore utiliser (R) pour conclure que

:un

kln In(In(n + 1)) — In(In(2)) ~ In(In(n + 1))

Bien sir, le fait que les séries soient définies a partir du rang 2 seulement me change rien au
fait que Uon peut utiliser (R).

Comme In(In(n + 1)) = In(ln(n) + In(1 + 1/n)) = In(ln(n)) + In(1 + %) ~ In(In(n)) on
conclut que

Mn In(in(n)

En particulier, la suite des sommes partielles de la série > (w,) est de limite infinie et la série
diverge.

De fagon alternative, on peut considérer la fonction f : x — f est décroissante sur

zln (z)"
[2, +00o[ et on peut donc utiliser une comparaison série-intégrale pour montrer que

n n+1 T
n>2, kZQ k:lr}(k) > /2 dr_ _ In(In(n + 1)) — In(In(2)) — +oo

xIn(x)

On retouve que la suite des sommes partielles de la série Y (wy,) est de limite infinie et donc la
série diverge.

La méthode pourrait d’ailleurs donner, en écrivant un encadrement, l’équivalent de 2.1.

Les trois premiers points de (P) sont immédiats et le quatrieme aussi (on a une série géométrique
de raison 1 qui diverge). Ici, A, =n et

La question 1 indique que

Les quatre points de la propriété (P) sont immédiats (la suite est a valeurs dans |0, 1] et la série
associée, de Riemann, est divergente). On a Ay = Hy et donc

1 1




4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

Posons u, = ﬁ ; u et w (définies & partir du rang 2) sont strictement positives a partir du rang
3. Ce sont des suites équivalentes (question 1) de séries divergente (question 2.2). La propriété
(R) indique que

"1 "1
kzzg kH, kzzg ke In(k)

Ajouter les termes d’indices 1 et 2 ne change rien a I’équivalence car les sommes sont de limites
infinies (les constantes sont alors négligeables) et avec la question 2.1 on a

Z—Nln In(n))

Enfin, In(H,,) = In(In(n)) —|—1n(ln(n)) ~ In(In(n)) (le second terme, de limite nulle, est négligeable
devant le premier, de limite 1nﬁn1e) On a finalement

lim b, =1

n—-+40o

On a A, = A,—1 + ay. Par ailleurs A,, — 400 (suite croissante car (a,) est & termes positives,
etnon convergente car »_(ay) diverge) et (a,) est bornée donc a,, = o(A,,). Ainsi, 4, = A,_1 +
o(Ay) et donc

Ap ~Ap
On en déduit que 4~=- — 1 et donc In( A"l) ~ Ai‘:l —-1= n—1 ~ A, donne

m (An on
" Ap_1) +0 Ay

U, =In (22— ) est le terme général (n > 2) d’une suite strictement positive de série divergente
Anfl

(> p—gur =1n(A4,) —In(A4;) = In(A,) — +oo). Comme u, ~ §* “ qui est aussi a termes > 0, on

peut utiliser (R) pour obtenir
In
S ()~ 2%

Ces suites sont de limite infinie et ainsi ) (ar/Ax) dlverge.

L’équivalence obtenue ci-dessus s’écrit

ag
Z/Tk ~ In(A,)

Ajouter le terme pour £ = 1 ne change rien car les termes tendent vers +oo. Ainsi

lim b, =1

n—-+o0o

. On va essayer d’utiliser le résultat précédent pour construire (v,). Pour cela, il nous faut une

suite vérifiant (P) et je distingue donc deux cas.

- Si (up) est bornée, je pose a; = 1 et Vn > 1, ap, = up. On a alors (a,) qui vérifie (P)
> (an/A;,) diverge (question 4. 3) et G = o(an) (le quotient vaut 1/A,, et tend vers 0). La
suite de terme général v,, = a’; conv1ent donc.

- Sinon, je pose w, = min(uy,1); on a w, > 0 et > (wy) diverge (car u, est régulierement
plus grand que 1 et il existe une extraite de w qui est constante égale a 1 ce qui donne la
divergence grossiere de la série). Le premier cas donne une suite v, = o(u,) a termes > 0 et
de série divergente. On a a fortiori v, = o(uy) (puisque 0 < wy, < uy).

. Siz €0,1], (apa™) est de limite nulle (car (a,) est bornée). Le rayon cherché est donc > 1.

Comme ) (ay,) diverge, le rayon de convergence est < 1.
Le rayon de convergence est donc égal a 1.
On n'utilise pas ce qui précéde pour conclure simplement.



Exercice 4.

1.

3.1.

3.2.

4.1.

4.2.

5.1.
5.2.

8.1.

8.2.

8.3.

Si A est nilpotente alors il existe un entier £ > 1 tel que X* annule A. Or, les valeurs propres
d’une matrice sont racines de tout polynéme annulateur. Ainsin 0 est la seule valeur propre
possible de A. Comme 0 = det(A*) = det(A)*, A n’est pas inversible et 0 est bien valeur propre.
Finalement {0} est le spectre d’une matrice nilpotente.

. Un matrice dont le spectre est réduit a une valeur A n’est diagonalisable que si elle est scalaire

(puisque X — X annule cette matrice, elle vaut AI,,). Ainsi, O,, est la seule muatrice nilpotente
diagonalisable.

xa = X2~ Tr(A)X + det(A) annule A (théoreme de Cayley-Hamilton). On peut donc choisir
a="Tr(A) et f=—det(A)

Si A est nilpotente alors 0 est sa seule valeur propre. Comme est trigonalisable (le corps de
base étant C) A est semblable & une matrice de diagonale nulle. Il en est alors de méme de A?
(P~1A2P = (P7YAP)?). Les traces de A et A? sont donc nulles.

Réciproquement, si A et A% sont de trace nulle alors A% = det(A4)I5 (3.1) donne det(A4) = 0
en passant & la trace. Ainsi, le polydéme annulateur de A trouvé en question précédente est X 2.
A? =0 et A est nilpotente.

E est un sous-espace de M,,(C) qui est de dimension finie (égale & n?). Ainsi, E est de dimension
finie.

Le théoreme de la base incomplete indique que 'on peut compléter une famille libre d’un espace
vectoriel avec des éléments d’une famille génératrice de cet espace pour obtenir une base. On
part de la famille libre (M;) (M; est non nulle car inversible) et on peut la compléter avec des
éléments de GG pour obtenir une base de E composée avec des éléments de G. r est le cardinal
de cette famille, c’est a dire la dimension de F.

2ikm
card(Up) =petU,={e » /[ ke {0,...,p—1}}.
Soit X € GG. Par hypothese, XP = I,,. Si X est valeur propre de X alors il existe un vecteur non

nul tel que XE = AE. Une récurrence immédiate donne X¥E = A\FE. Ainsi (\? — 1)E = 0 et
comme E n’est pas le vecteur nul (c’est un vecteur propre), on a AP = 1.

. Soit M € G. XP — 1 est un polynéme annulateur de M. Comme il est scindé a racines simples

(dans C), M est diagonalisable.

Soit X € G; X est semblable a une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des
éléments de U,. La trace de X est donc la somme de n éléments de U, (éventuellement répétés).
Il y a au plus p™ diagonales possibles (p choix pour chaque élément) et donc au plus p™ éléments
dans S (certainement moins car deux diagonales différentes peuvent avoir méme somme).

G étant un groupe est stable par multiplication et passage & Iinverse. Ainsi AB! est dans G.
En particulier, c’est une matrice diagonalisable et il existe une matrice inversible P telle que
D = PAB™'P est diagonale. On a alors PNP = D — I,, qui est aussi diagonale et N est donc
diagonalisable.

©(A) et p(B) sont deux p-uplets égaux et leurs coordonnées sont donc égales. Ceci donne
Vie{l,...,r}, Tr(AM;) = Tr(BM;)

La forme linéaire X — Tr(AX) — Tr(BX) est donc nulle sur une base de E. Par linéarité, elle
I'est sur £ et
VX € B, Tr(AX) = Tr(BX)

Montrons par récurrence que la propriété
Tr((AB Y% =n

est vraie pour tout entier k.



8.4.

8.5.

10.

- Initialisation : (AB~1)? = I,, est de trace n ce qui prouve le résultat pour k = 0.

- Hérédité : soit k > 0 tel que le résultat soit vrai jusqu'au rang k. On a alors (AB~1)
AB~Y(AB~1)*. Avec la question précédente utilisée avec X = B~1(AB~H)¥ (qui est dans G
comme produit d’éléments de G) on a

k41 _

Tr(AB~ Y)Y = Te(BB Y (AB™H)F) = Tr(AB~HF)

et on conclut directement avec le résultat au rang k.

(AB)~! et I,, commutant, on a

k

Vke{1,...,n}, N¥ = Z (l:)(_l)k:—i(AB—l)i

i=0
La trace étant linéaire, on a donc (avec la question précédente)

k

k
Vk e {1,...,n}, Te(N*)=>" (’:) (—D)" " r(AB ™)) =n> (’j) (- =pn1-1)F=0
=0

i=0
Avec le résultat admis par I’énoncé, N est nilpotente. Etant diagonalisable, elle est nulle (question
2.).
On a donc AB~! = I, et donc A = B ce qui montre que ¢ est injective (deux éléments qui ont
la méme image sont égaux).

. Si X € G alors pour tout i, XM; € G (car G est un groupe). Ainsi Tr(XM;) € Set p(X) € S".

On a montré que ¢(G) C S".

© est injective et son image est finie. On peut conclure que G est un groupe fini.



