Banque PT — Math II-A

Exercice 1

5 2 4
1°) f est 'endomorphisme de R? canoniquement associé 4 A= [ 12 3 8
-12 -4 -9
Son polyndéme caractéristique x s est défini par :
5—-X 2 4 —-1-X 2 4
xf(X)=| 12 3-X 8 = 3+3X 3-X 8
12 -4 9 X | 4 —9-X
—1 2 4
= (1+X)]0 9-X 20 [=—-(14X)(X?-81+80)=(1+X)*(1-X).
fabatshn 0 -4 -9-X
-1 -2 =2
g est ’endomorphisme de R? canoniquement associé & B = 0o -3 -2
0 4 3
On obtient, par développement selon la premiére colonne :
-1-X -2 —2
Xo(X) = 0 —3-X -2 |=—(1+X)(X>-9+48)=(1+X)*(1-X).
0 4 3—X

D (X) = xe(X) = (1+X)*(1 - X)|

Les valeurs propres de f et g sont donc —1 (double), et 1.|

2°) Equations des sous-espaces propres de f :
Ker(f — Id) est ’ensemble des triplets (z,y, z) de R3 vérifiant

4o +2y+42=0 20 +y+22=0 -
12042y +82=0 <— —2y—22=0 @{Qxiz:g
—122 — 4y — 102 =0 —y—2z=0 yr==
. . s s . y =2
Ker(f —Id) est la droite vectorielle d’équations = oy

Ker(f 4 Id) est caractérisé par :
6 +2y+42z=0
122 4+4y+82=0 <= 3z+y+22z=0
—122 —4y —82 =0
|Ker(f +1d) est le plan vectoriel d’équation 3z +y + 2z = 0.

Equations des sous-espaces propres de g :
Ker(g — Id) est I'ensemble des triplets (z,y, z) de R? vérifiant

—2rx—-2y—2z=0 . .
Ay —2:=0 — {xgyiz:g = {Qx el
4y +22=0 yrE= yrE=
Ker(g — Id) est la droite vectorielle d’équations { g i iQm .
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Ker(g + Id) est caractérisé par :

—2y—-22=0
—2y—22=0 <= y+2=0
dy+42=0

|Ker(g +1d) est le plan vectoriel d’équation y + z = 0.|

3°) Recherche d’une base B’ = (7, V2, V3) de vecteurs propres communs & f et g :
on constate que Ker(f —Id) C Ker(g + Id), et Ker(g — Id) C Ker(f + Id).
On peut donc choisir par exemple V; dans Ker(f—Id), V5 dans Ker(g—Id), et V5 dans Ker(g-+Id)NKer(f+Id).
3r+y+22=0 3r—y=20 Yy =3
y+2z=0 (:>{ y+2=0 (:>{z=—3x
Avec le choix d’une premiere composante égale & 1, cela donne :

Ce dernier sous-espace a pour équations {

(Vi=(1,2,-2); Va=(L1-2); Vs=(133)]

4°) La matrice de passage de B & B’ est donc

, 11 1
P=Passh = 2 1 3
-2 -2 -3

On peut obtenir la matrice inverse par opérations élémentaires sur les lignes :

1 1 1 ({1 0 O 1 1 1 1 0 0 1 1 013 0 1
2 1 310 1 0 0O -1 1]-2 1 0 0O -1 0|0 1 1
-2 -2 =3|0 0 1 0 0 -1 2 0 1 0 0 —-1{2 0 1
1 0 0|3 1 2 1 0 0] 3 1 2
0 -1 0]0 1 1 010, 0 -1 -1
0 0 —-1{2 0 1 0 0 1|-2 0 -1
La matrice de passage de B’ & B est donc
3 1 2
P l=Passi, = 0 -1 -1
-2 0 -1

fOnh) =V, f(Va) = =Va, et f(V3) = —V3, donc la matrice de f dans la base B’ est :

1 0 0
A=[0 -1 0
0 0 -1

g(V1) = =V1, g(Va) = Vo, et g(V3) = —V3, donc la matrice de g dans la base B’ est :

-1 0 O
B=|0 1 0
0 0 -1
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Exercice 11

1°) (an)nen est la suite définie par :

o=a1 =1
2
Vn>1, apq =an+n+1an_1 (1)

Il est immédiat que tous ses termes sont positifs;

pour tout n > 1, ap41 —an =

1 an—1 > 0, donc la suite (ay)nen est croissante a partir du rang 1, et
n

en particulier,
Yn>1, a,>a =1.
Montrons la propriété Vn > 1, a, < n? par récurrence.
L’inégalité a, < n? est vraie pour n =1 et n =2 (ag =2 < 4).
Soit n > 2 fixé, et supposons que pour tout k < n, 'inégalité aj, < k2 soit vraie. Alors,

2 2 2 2
an+1=an+n+1an_1§n +n+1(n—1)

2
§n2+n_1(n—1)2
<n?+2(n—1)
<n?+42n-2
<n?+4+2n+1

< (n+1)%

L’inégalité aj < k2 est donc vraie pour k = n + 1. En conclusion,

|p0ur toutn >1,ona: 1<a,<n?

L’inégalité précédente montre que, si R; désigne le rayon de convergence de la série entiere > a™, Ry celui
de Y~ n2z"™, et R celui de > a,2", on a :

Ry < R< R;y.
Comme R; = 1 (série géométrique de raison ), et Ry = 1 (appliquer la régle de d’Alembert), on en déduit :

|1e rayon de convergence de la série entiére > a,z" vaut 1.|

2°) Soit N € N* fixé. En multipliant les deux membres de (1) par (n + 1) 2", et en sommant pour n
variant de 1 a IV, on a, pour tout = de R :

N N

N
Z(n + Danp412™ = Z(n + Daya™ +2 Z ap—12"

n 1

(n+1 Apr12"” —xZnanx" Ly Zanx +2x2an 1z (2)

3
Il
-

M=

La série entiere > na,x" ! s'obtient par dérivation terme & terme de > a,z", donc a le méme rayon de
convergence, 1. La série entiere Y (n + 1)a,12" se déduit de > na,2"~! par réindexation, de méme que
S ap_12" 1 vis-a-vis de Y a,x™. Donc, toutes ces séries entiéres ont pour rayon de convergence 1.

Ainsi, lorsque x est dans | — 1, 1], on peut passer a la limite lorsque N tend vers +oco dans (2), et on a alors :

—+00
Vo €] —1,1], Z(n + Dapp12™ =z Z napz" !+ Z anx”™ + 2z Z Ap_q2™ ! (3).
n 1 n=1 n=1
—+o00
Comme S(z Z anx” Z ap_12" " = Z anx” = ag + S(x).
n=0
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sos foe 2 N 1
La somme de la série dérivée terme a terme E napx" " est S’(z), donc :

n>1
+oo too
Z(n + Day 2™ = Z napz" ! =8 (z) — a;.
n=1 n=2

On obtient donc dans (3) :
vz el 1,1, S'(z)—1=z5"(z)+ S(z)+2z(1+ S(z)).
La fonction S est done solution sur | — 1, 1[ de I’équation différentielle linéaire du premier ordre

(1-2)y —(1+220)y=1+22 (E)]

3°) Résolvons (E) sur | —1,1] :
— le fonction constante —1 est une solution évidente;
1+2z 94

—une primitivesur | —1,1[de z — . est & — —2x—31n(1—z), donc ’équation homogene
—x

—2z

associée a pour solutions sur | — 1, 1] les fonctions z - X e 20 73(1=2) — ) (167)3 (A eR).
-z

Les solutions de (F) sur | — 1, 1] sont donc les fonctions de la forme :  — —1 4+ A

e—2z
(1-x)
La fonction S vérifie la condition initiale S(0) = 0, donc est obtenue pour A = 1. On a ainsi :

(A eR).

e—2z

Ve el —1,1], S(z)= m—l.

4°) La fonction constante —1 trouvée précédemment répond & la question.
Question subsidiaire : est-ce la seule solution de (E) sur R?
La résolution du 3°) est en fait valable sur 'intervalle | — oo, 1].
Sur intervalle |1, 400, les calculs sont analogues et on trouve des solutions de la forme

—2x

—2z

(&
INeRVz <1 S (R Qe —
eERVr <1, f(a) AT

—2z

(x—1)%

Si f est solution de (E) sur R, alors
JpeRVe>1, flz)=-1+up

L’existence d’une limite finie en 1 impose A = u = 0; donc

|(E) admet une seule solution sur R, la fonction constante —1.|
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Exercice 111

t2
1°) P est la courbe de représentation paramétrique { r= % , t€R, cest donc la courbe d’équation
y=t

cartésienne y?> = 2pz, y € R, c’est-a-dire la parabole de sommet O, d’axe Oz, de foyer (£,0), parcourue
toute entiere (y décrit R).

|’P est une parabole.|

d t
2°) Le vecteur dérivé est o (117> =+ 6), donc le paramétrage donné est régulier, et la normale en

d
tout point est la droite passant par M(t) = %7 +t 7), et orthogonale & T
: o . ——— dM _
Un point N(z,y) du plan est sur normale en M (t) & P si et seulement si M(¢)N - o 0, soit encore

3

2\ t t t
(x——)—+(y—t):O<:)—x—i—y—t——2:O©2ptﬂc+2p2y:t3+2p2t.
2p) p D 2p

‘Une équation cartésienne de la normale en M (t) & P est : 2ptax + 2p? y = t3 + 2p? t.‘

2

3°) La normale en M(t) & P passe par le point M () de P si et seulement si les coordonnées (2—, 0
p

) de
ce point vérifient 1’équation de cette normale :
2pt% +2p20 =3+ 2pPt 5t (7 —t2) +2p° (0 —t) =0 (0 —t) (t(0+1t)+2p°) =0.
Comme M () # M(t), ona § —t # 0, et on peut conclure :
6 € R étant donné, la normale en M (t) # M (0) passe par M () si et seulement si ¢t vérifie
2+ 0t 4 2p* = 0.
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Le discriminant de cette équation du second degré en t est A = 2 — 8p?, d’ot1 la discussion :

—si |0] > 2p /2, il existe deux tels points M (t;) et M(t3);

9
—si 6] = 2pV/2, il existe un point M (t) (t = —§>;

—si |6] < 2p /2, il n’existe pas de point M (t).

4°) Si une droite coupant P en deux points M (t1) et M(t2) distincts tels que les normales & P en ces
points se coupent sur P, alors, en notant 6 le parametre du point de P situé sur ces deux normales, par
le point M () passent deux normales distinctes, donc, d’aprés la discussion précédente, |0 > 2p V2, et les
parametres t; et ty des points distincts en question sont les solutions de I’équation t2 + 6t + 2p? = 0.

L. . t1 +to = —0
Ils vérifient donc : { thts = 2p2
-t to —t1 [ty +t
Une telle droite (M(tl)M(tg)) est dirigée par M(tl)M(tgi = ( 2p ) = 22p ( 22p 1 >,
to — t1

. , —0
donc un vecteur directeur a pour coordonnées ( 2 )

Une équation cartésienne de (M (t1)M(t2)) est :

t7
x_g_p 59 =0 2pr+0y—t1(th +0) =0 2px+0y+tita=0<2pz +0y+2p*> = 0.
y—lu p

L’ensemble des droites coupant P en deux points distincts tels que les normales & P en ces points se coupent
sur P est 'ensemble des droites d’équations 2px + 6y + 2p? = 0, ol § décrit | — oo, —2pv/2[U]2pV/2, +-00].
11 s’agit donc d’une partie du faisceau linéaire de droites concourantes en le point de coordonnées (—p, 0).

Les droites coupant P en deux points distincts tels que les normales & P en
ces points se coupent sur P passent par le point de coordonnées (—p, 0).

m00dt3ca.tex - page 6



Exercice IV
1°) Notons P’ = cost i +sintj, et ¢ = —sint i + costj .
Dans le repére (orthonormé) (O, 7, 7, ?) la surface S a pour parametrage
(tu)— Mt,u)=0+aP +uq+ (at+u)k, (tu)eR2
Elle est de classe C!, et pour tout (¢, u) de R,
oM - oM -

By (t,u) aqM upM—i-ak:, au(ﬁ,u) q +
15) 15)
o\ | W =T —uE.

Le point M (¢, u) est donc stationnaire si et seulement si v = 0.

L’ensemble des points stationnaires de S est donc la courbe de garametrage
t— M(lt,0)=0+ap +atk, teR;

on reconnait la courbe C.

L’ensemble des points réguliers de S est S\ C.|

Les calculs _q)ul precedent montrent que la normale a S en tout point régulier est dirigée par
=7 -k = —smtz +COStj —k:
un pomt N=0O+z71+ Y j +:% de Pespace est dans le plan tangent en M (¢,u) & S si et seulement si
— T . .
M(t,u)N -7 =0<= —sint (x —a cost +u sint) + cost (y — a sint —u cost) — (z —at —u) =0
< —xsint+y cost —z+at=0.

|Une équation du plan tangent en un point régulier de S est : —z sint +y cost — z + at = O.|

2°) Le paramétrage de S peut se mettre sous la forme
(t,u) — M(t,u) = (O—i—a?—i—at?) +u (?—i—?) =P(t)+uK(t), (tu)ecR2

ou les fonctions t — P(t) et ¢ — ?(t) sont de classe C! sur R, et la fonction t ?(t) ne s’annule pas.

‘S est une surface réglée, engendrée par les droites passant par P(t) et dirigées par ?(t) =7 + .

Le parameétre u est le parameétre de parcours de chaque génératrice de S, et la question 1°) montre que le
plan tangent en un point régulier de S ne dépend pas de u; il en résulte que le plan tangent est le méme en
tout point régulier d’une génératrice :

|1a surface S est développable.|

3°) C est la courbe de paramétrage t — P(t) = O +a P +at ?, t € R; elle est de classe C', et pour

dP
tout ¢t de R, - —aq+ak =aK(t).

C est donc réguliére, et la tangente & C au point P(t) est dirigée par ?(t); on reconnait une génératrice de

S.

|S est engendrée par les tangentes a C.|

d*P dP d*P

4°) C est de classe C?, et pour tout ¢ de R, = 7 - A proai —a? (7’ — F) + 0, donc C
est biréguliére, et le plan osculateur en tout point est le plan passant par P(t) et normal & 7 % = o (cf
1°)). 1l s’agit donc du plan tangent a S le long de la génératrice de P(t).

| Le plan osculateur & C en P(t) et le plan tangent & S en M (¢, u) (u # 0) co'l'ncident.|
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