Banque PT — Math I-B

Partie I

1) La série entiere Y u,x" est géométrique de raison 1; son rayon de convergence vaut 1.
Wy ~ Vp = % et par application immédiate de la régle de d’Alembert, (ou par intégration terme a terme de

z™), le rayon de convergence des séries entieéres > wv,x" et > w,x" est aussi égal a 1.
) n n

|Les séries entiéres > unz™, >, vpx™ > w,z™ ont pour rayon de convergence 1.

> u, diverge, car son terme général ne tend pas vers 0.
> vy, est la série harmonique, divergente; compte-tenu de ’équivalence signalée plus haut et du fait qu’il

s’agit de séries & termes positifs, Y w,, diverge également.

|Les séries > Un, > Un, > wy sont divergentes.

2) On a directement :

+oo T oo
)= = 2 gl = 5 2= (1 -a).
n=1 -z n=1
Wy, = n?n'fl) % — %_H donc on peut écrire, pour x # 0 :
= z" 1 = z" ! 1 1
hiz)=2 217 -2 Zl T =2In(l-z)- 2 (-In(l —2) —2)=1— (2—5)111(1—95).
n= n=

e

3) Toujours directement,

lim f = 4-o00; idem pour g et h.
-

D’autre part,

gx):_(l—x)ln(l—m)_)0+ o ol g

flx) x 21 Up M n—too

ha) 1 g 1 g Wm_nt2

g(z) x In(1—z)a—1 Uy n+1n—too
<

|On conjecture le résultat de la partie H.|

Partie 11

1) a) Puisque ) a,, est une série a termes positifs divergente, la suite de ses sommes partielles tend vers

400 et en particulier,

Ny
VA>0, 3N €N, S an > 24,

n=1
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Ny
b) Ny étant ainsi fixé, x — > anz™ est une fonction polynéme, donc continue sur R et en particulier,

n=1
Ny Ny Ny Ny
lim Y ap,2™ = > an, ce qui implique: Ja >0, Ve e R, 1 —a<ax <1= | apz™ — > a,| < A
=1, n=1 n=1 n=1
Ny Ny
Gréce & la minoration du a), on obtient dans ces conditions > an,a™ > > a, — A > A.
n=1 n=1

Ny
Ja>0,0<1l—z<a= ) az™ > A

n=1

+oo Ny +oo N1
c¢) Pour tout  de |0, 1], f(z) = Y anz™ = Y apz™+ >, anx™ > > a,z™ donc d’apres ce qui précede,
n=1 n=1 Np+1 n=1
VA>0,da>0,0<1—-z<a= f(z)> A
Par définition,

lim f = 4o0.
1=

2) a) Notons R le rayon de convergence de la série entiere > b,z™.

Cas A #0:

soit €] — 1,1[. Alors la série a termes positifs Y a,|z|" est convergente; comme by, |z|™ e [Aan|z|™, la

série entiére Y b,x™ est absolument convergente pour tout = de | — 1,1, donc R > 1;

soit & > 1. Alors la série 3 a,z™ diverge parce que son terme général ne tend pas vers 0; b,2™ ne tend pas
vers 0 non plus, en vertu de 1’équivalence précédente; donc la série Y b,2™ diverge et, x étant aussi proche
de 1 que I’on veut, R < 1. En conclusion,

|si A #0, > b,a™ a pour rayon de convergence 1.|

Cas A=0:
La premiére conclusion du cas précédent subsiste (remplacer 1’équivalence par une majoration & partir d’un
certain rang); cependant I'inégalité peut étre stricte, comme le montre exemple de > 2™ et de la série nulle.

|si A =0, le rayon de convergence de Y b,z™ est > 1.|

b) Pour tout « de |0, 1[, f(z) > 0 donc en particulier f(x) # 0 et on peut écrire :

@—)\—L fbx"—)\fa z" —L f)\ax"—)\fa z"
f@) " T \&t e T i \ gt e

1 2
= 55 > (A = Nana™.

La suite (A, — \),, converge vers 0, donc est bornée :

|3M >0, Vn € N*, |\, — A < M.|

c¢) Par définition de la convergence d’une suite,

[Ve >0, 3N, e N*, Vn e N*, n > Ny = [, — A[ < &/]

o0 400 400 No
Pour tout x de ]0,1[, > |Ap — Alanz™ <e > apz™ <e| > anz™+ > anz™ | =cf(x).
Na+1 No+1 No+1 i
—+oo
Vo €]0,1], > |[An — AManz™ < ef(z).
No+1
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d) En exploitant les résultats précédents on peut écrire : Ve > 0, HNQ E N*, Vz €]0, 1],

+oo
g(x) !
= A== (A — Napz"™ A = A ana™ < E—i— an®
f(@) f(@) ,; Z Z
N
Ny étant ainsi fixé (il ne dépend pas de x), comme lim Y a,z" Z an et hmf = +00, on en déduit
17 p=1 n=1

M 2
1im — Z anz™ = 0, ce qui peut se traduire par : 36 > 0,Vz €]0,1[, 1 - < x =
1=

M n
m ngl anx
g(x)

et en résumé, Ve > 0, 36 > 0, Vx €]0,1[, x > 1 -3 = ‘_x - )\‘ < 2¢, ce qui signifie lin% =L =\
/(@) it /@)
X by g(x) _
Moyennant les hypotheéses (H), si lim — = A, alors lim m
Nn—00 Uy z—> x

Partie IT1

1) Pour z € R fix¢é, la fonction 6 — 1 — z cos? § est continue et monotone sur [0, Z], donc 'ensemble de
1

V1 —zcos?0

ses valeurs est le segment d’extrémités 1 — x et 1. Il en résulte que si z < 1 la fonction 6 —

est continue sur [0, 5], donc :

est définie pour x < 1.

do
_/0 V1 —2xcos?0

/2 dg
sin 6

Pour z = 1, on obtient I'intégrale fo qui est divergente en vertu de 1’équivalence sin 6 ot 0.

|F n’est pas définie pour = = 1.]

Pour 6 de [0, 5] fixé, la fonction x — \/ﬁ est une fonction croissante sur | — oo, 1], donc
V(z,y) €] — 00, 1[% 2 <y =

\/1—z1C052 < N et en prenant les intégrales sur [0, 7/2], F(z) < F(y).

|F est croissante sur | — oo, 1[|

Il résulte des théoremes relatifs aux opérations élémentaires sur les fonctions continues que la fonction

1
.0 —_—
(z,6) = V1 —1xcos?0

propres dépendant d’un parametre permet alors de conclure que

est continue sur | — 0o, 1[x[0, %]. Le théoreme relatif & la continuité des intégrales

|F est continue sur | — oo, 1[|

2) On utilise le développement en série entiere de t — (1 4¢)” de rayon de convergence 1 pour vy = —1/2
et on remplace t par —t :

VYt E] -1, 1[7 \/1;_ =1+ 1y + Z+002 (_%)(_%)m(_%—n-ﬁ-l)(_t) -1 + 1y + Z-l-oo Mtn soit encore

—t 2 n= n! 2nn!

viel —1,1],

2n—1) 2
\/_—1+ t+z d ot et an="I.
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3) a) Pour (z,0) €] —1,1[x[0, 5], on peut utiliser le developpement précédent avec t = x cos? 6 et scinder

en somme partielle de rang N et reste, ce qui donne : m = ano a cos™ O™ + py (0)

ou |pn(9)] = |Zn N1 ay, cos? O x| < Zn N1 ap|z|™.

—+oo

N
1
Zancos%@x"—l—pN(G) avec  |pn(0)] < Z ap|z|™.

V(z,0) €] - 1,1[x[0,5], ——m——= = <
V1—zcos? = e

b) Gréce & la linéarité de I'intégrale, on en déduit :

F(z)= [/t e = gcog =N Janan [P eos?0d0+ 7 pn(0)d0 = T + XN a, L, + Ry
/2
ot [Rn| = | [ pn (0)d0] < [ lon (0)] d0 < 5 =75,y anlal™.
™ ™ =
Ve e]l—1,1], F(x)= 5 Zanl 2"+ Ry avec |RN|§§ Z ap|z|™.
n=1 n=N+1

Pour z €] — 1, 1] fixé, ZZSN_H ap|z|™ est le reste d’ordre N d’une série convergente, (de somme \/11—|| si
—|T

on indexe & partir de 0), donc cette expression tend vers 0 si N tend vers +oo. A fortiori, J\}im Ry = 0.
— 00

Par passage a la limite dans 1’égalité précédente, on obtient le développement en série entiére cherché :

T
Vo €] —1,1], =3 E ap Iy z"
. . . 1 /m . 2 , 1 1 .
4) En utilisant le résultat admis I, ~ —/—, on obtient a, I, = =I; ~ — = —u, (notation de la
2V n ™ 2n 2

partie I).
La suite (up)nen- vérifiant les conditions (H), on peut appliquer le IT et conclure que

F(x) ~ —% In(1 — ).

Partie IV

1) a) Pour tout n > 1, A, =>"}_, ar > a1 > 0 donc la suite (Ay)npen- vérifie (Hy).
La minoration précédente montre que A,, ne tend pas vers 0, d’olt la divergence de la série > A,,.

|La suite (Ap,)nen+ vérifie les conditions (Hy) et (H3) de la partie II.|

En faisant = 1 dans la série entiere > A,x", on obtient la série divergente > A, ; donc :
g

Le rayon de convergence de la série entiere »  A,x" est au plus égal & 1.
n

b) Pour r €]0, 1], en remarquant qu’alors pour tout k compris entre 1 et n, on a r™ < r* on a:

n n
Apr™ = (Z ak> ™ < 3 apr®. Cette derniére expression est la somme partielle d'une série & termes positifs

k=1 k=1
n

convergente; donc elle est majorée : IM >0, Vn € N*, 3 aprk < M et a fortiori, ¥n € N*,  A,r" < M.
k=1

La suite (A,7")nen+ est majorée.
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Soit « dans | — 1,1[. Alors, en prenant r dans ]|z|, 1], la suite (A,7"),en+ est majorée, et par le lemme
d’Abel, la série > A,z™ est absolument convergente. On en déduit que le rayon de convergence de la série
entiere > A,z™ est au moins égal & 1. Finalement (cf a)), ce rayon vaut 1.

|La suite (Ap,)nen+ vérifie aussi la condition (Hs) de la partie II.

c¢) Pour tout z de | — 1,1],
n+1

(1 — .7;) Z Akxk = Z Akxk — Z Akxk‘H = Z Akl‘k — Z Ak_ll‘k
k=1 k=1 k=1 k=1 k=2
= Az + Z(Ak - Ak_l)xk — A"t = Az + Z apz® — A, "t
k=2 k=2
= Z apz® — Azt (A1 = aq)

k=1
Pour z dans | — 1, 1], la série Y A, 2™ converge, donc son terme général tend vers 0 et il en va de méme de
A,z"t!. Par passage & la limite lorsque n tend vers +oco dans 1’égalité ci-dessus, on obtient :

—+oo —+oo
Veel—1,1], (1—ux) Z Apa™ = Z anz".
n=1 n=1

2) a) On a Cplz|™ ~ AA,|z|™ si A # 0, et Cplz|™ = o(Ap|z|™) sinon. Dans les deux cas, on peut
n—oo

conclure & 1’absolue convergence de Y C,z™ pour tout = de | — 1,1[. En particulier,

|P0ur x €] — 1,1, la série Y Cpa™ est convergente.|

b) En effectuant une transformation analogue & celle du 1)c), on peut écrire :
n n n
S oeprh = (1—2) Y Cra® +Cpa™tt. Six est dans | — 1, 1], la suite des sommes partielles (Z Ckxk>
k=1 k=1 k=1 neN
est convergente, et le terme C,x tend vers 0, donc la série > c,x" est convergente.
On trouve la relation entre > c,z™ et > Cpz™ par le méme procédé qu’au 1)c).

n+1

—+oo —+oo
Pour z €] — 1, 1], la série Y c,z™ est convergente, et (1 — x) Z Cpa™ = Z e’
n=1 n=1

¢) On peut appliquer le résultat de la partie IT aux suites (A, )nen €t (Cpn)nen+. On a donc :

+oo O n
n=1 &nT . .
m =50 = ), et compte-tenu des relations entre les sommes, on a aussi :
n
221 > ot Ana
—+oo
> "
=1
mi2— =\
z—1 t°
z<l > guan
n=1

3) a) Soit k € N*. Par application de 'inégalité des accroissements finis & la fonction logarithme népérien
sur [k, k + 1], on obtient :

1
— <1 1) -1 <
k+1_n(kz+) nk <

ol
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Par addition des inégalités de ce type pour k € {1,2,...,n},ona: A,y1 —1<In(n+1) <A,
d’out par une relecture, In(n +1) < 4,, <1+Inn.

Il en résulte

b) Encadrons n > 1 par deux puissances successives de 2 : ¥n € N*, Ip € N, n € [2P,2PF1]. Sin est
dans cet intervalle, alors Cp, = p+1;0r 2? <n < 2! . pIn2<Inn < (p+1)In2 & p < 112_3 <p+1ce

qui signifie que p est la partie entiere de 112—721 On a donc :

Inn Inn
— < — +1.
In2 <Cn< In2 +

¢) La suite (ay)nen~ vérifie les conditions (H').
L’encadrement précédent permet de conclure que lim S= 1

oD A, T W2
+oo
> cna”

. =1
lim 2

; on peut donc appliquer le résultat du 2) c)

qui donne : = Finalement :

In2

“+oo
. In(1 —
}:xQK o~ n( 95)
1
k=0
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