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Partiel.

1)  Cacul de u,

1 t+n-n llg_ n @jt—l—lnm-l
It+n n t+n n n

1 1
Lasérie de terme général U,, est convergente ca U, = — —In(1+ )———(———2+—28(n)) et
n n 2n° n
1
donc U, :F gqd N — +oo et Riemann asaure la mnvergence
2) Cadculde S,
+ n n
S = ZE——I UL Zl > (In(k +D ~Ink) = Z —In(n+1).
. n+1
Maisalors S, :Q+_+....+E—Inn§—ln—l et puisque IImIn—=O
2 n n N oo n
lim§, -I|m +1+....+1—Inn§:8
n- e 2 n
1l ’ 1 1 1
3)  Onpeut éaire: — —dt<u —Ildt ot ————< U, S— < de sorte
In+1l n4dn 2n(n+1) 2n°  2n(n-1)

gu’en re retenant que les termes extrémes de ces inégalités on obtient:

2% n+l u, ZQﬁ_ inégalités valablespour N> 2.

S-S, = R, restedindicendelasériedetermegénéral U,.Ona R, = Zuk d'ou
k=n+1

EE k+1 2% 1 k@ 2(n+1) S5

_ 1 _
4) Pour garantir |S— Sn| <107, laformule précéente suggere de prendre N ; on <107 soit n=50
n

Pour garantir |S - Sn| <107, il faut cette fois N = 50000C avec cete méme formule.
On peut cependant améli orer nettement les choses en remarquant que:

—;<S—S 1D ! 14 ;douen renant pour valeur ochéede S la
an(n+1) ~ o E(n+1 ZnH 4n(n+1) P P s

1
valeur S, +E§% +—§on obtient: S 2107 prespour ———— <107 soit N =5 et
4Ch+1 n 4n(n+1)

S 210 prespour ; <107 it n =500
an(n+1)



Commentaire: La 1€ évaluation n est pas performante, la 2°™ est acceptable pour I approximation & 1072 prés,
dlle |’ est beaucoup moins pour I’ approximation a 107° pres.

Partiell.

+o00 _t

Soit N fixé supérieur ou égal a1. A(X) = J'—dt et B(x) = J'—dt

1) Domainededéfinitionde A et B.

-t

e Pour A. Lafonctiont — est continue sur R a condition de lui donner lavaleur 1 en 0. Elle et

donc intégrable sur tout segment deR , et Def (A) = R.
e et 1
e Pour B. Lafonctiont — S est continuesur R, etau V (0) , - =; de sorte que si 0 appartient &

I'intervalle [X,+00[ , I'intégrale est généralisée @ 0, et est divergente. Il faut donc avoir X > 0O et alors le seul
e 0 e’ 1
probléme d'intégrale généralisée et en +oo. Or limt? %TE 0 asare que - S < o au 'V (+0) et

t - 400

Riemann donre la onvergence. Def (B) = ]O,+00[.

A et B sont C” sur leurs domaines de définiti on respedifs. En effet:

1-¢™ . 1-e*

étant continue sur R, A est dérivable sur R de dérivée A (X) = . Cette fonction est

ot

n

C” sur R car ele est lasomme de lasérie antiére Z( n" de rayon de convergenceinfini.

= (n+D!

t +o —t t oo —t -t

e B(x) = J'—dt + I—dt soit encore B(X) = —I—dt + J'—dt ort - eT est continue sur

—X

]O,+00[ , donc B est dérivable sur ]O,+00[ de dérivée B (X) = — , fonction C” sur ]O,+00[ comme

produit de 2 fonctions C* sur ]O,+00[ )

P ) A |
2)  Montronspour u ([0/]] queITdu_ZE

0 k=1

1-(1-u)"

Notons tout de suite que —————— =N au V (0) et qu'il N’y adonc pas de probléme d’intégrale générali sée
u

en 0. On rotera f lafonction précédente prolongéepar N en 0. On peut alors éaire:
El n pour u=0

P =00 gy g gye 41— )™
H1-(1-u)

que: (u D[O,l] , f(u)=1+(1-u+..+1-u)"" etdonc

de sorte que |’ on peut méme dire
pour uz0 g P



1-a1-u" , E(l—u)zﬂ E(l—u)“ﬁ o1

I—du—l— 00— 0——0O°= Z—

! u ] ! o n 0 &k
Zl Inn= J'l (1 w’ J' Dé‘slorsposonsUZl dansla1%®intégrale.
k:lk n
1-(1- gl 1_Q_t§ ”1_§_t§
I&d = —dt = N dt+J' N Gt et par suite:
Y t nf t t

n

dt .

n ool gt
z%-mn:! ﬁt nﬁdt—{ﬁtnﬁ

k=1

3)a)  Montronspour U D[O,l] que (1-u’)e™ <l1-us<e™
2
- u
 Laformule de Taylor-Lagrange al’ordre 1 danne: € * =1-u +7e ? avec 0< 6 <u ced asare

I'inégalité de droite demandée1—u < e™
* L’inégalité de gauche est bien vérifiéepour U =1, et aprésdivision des2 membrespar 1—u >0 elle et
équivalente a (1+u)e™ <1 soit encore & €" = 1+ U inégalité asauréepar e théoréme des acaocisements

u

finis: =e’>1 aec0<6O<u. Onadonchien

u
(1-u?)e™ <1l-us<e™ pour u0[0]].

b)  Montronspour a D[O,l] que (1-a)"=1-na.

e Pour a =0 I'inégalité et vraie.

1-a)" -1

e Pour 0 # 0 I'inégalité est équivdlente a—————=-n .Orsionmote g(a) = (1-a)" ,le
a

théoreme des acaoissements finisdonne

M:g(@) avec0<8B<a soit iCi

1-a)" -1
(d-a)’-1 >-n(1-6)"" etcomme 0<(1-6)""<1 onendéduit —n(1—a)"™" = -n etdonc

(1-a)"21-na pour a O[0]].
_t t t _t
C) MontronspourtD[O,n] que O<e —QL—— <—e
n n
tD[O,n]D lD[O,l] et par suite:
n

b~ t L .
e g)asareque 1-—<e " dou, enélevant alapuissnce N, (toutest = 0) Ql—— <e  Cegadire

n n

- t
O<e™ - Q——g cequi est I'inégdit é de gauche demandée
n



2 n

=

2 2

t t
etd'apresh) (1-—)" =21-n— permet d' aswrer que
n

0t
* 3) asaure toujours que gl —[e" —— dou, enédlevant alapuissance N,
g n

—iﬂetsg

::I-—r

2 2
t 4, t , ~t t t° i L, , 3
-—[k < @—— soit encore € —@l—— < —e€  cequi est I'inégalité de droite demandée
n n n

n
~ t t>
PourtD[O,n], O<e —QL—— <—et.
n

gear PO

d) Onaque S= Iim[J' : dt —J' " dt] d'aprés?)

toq 1_§_t§ t
e + n <
t t

LD D
>

At

* D’aprésc), on peut éaire pour t D[O,l] 0< soit encore

—t

et en intégrant entre 0 et 1, on obtient:

1- ﬁ
i Qng 1 ll_Q_ng

t-— A <= Ite ‘dt cequi asareque lim fdt = A(D

@rﬁ

e Toujoursd aprésc),onapour t =1, O<— < e etemntegrantentrelet N, on obtient:

-1 g
J'gnd J'te 'dt soit afortiori 0<J'—tdt J'%dts%]l'te_tdt

1

3|--

|/\
Hh, ]

t

n R n +oo
cequi asaure lim = " gt =1lim —dt = Iert =B(2)
1

Nn- o n- oo
1 t

Conclusion: S= A(1) - B()

Partielll.

1) Soit x>0 .cCacul de A(X) —B(x)— A(D +B(2).



_X1-et et Xdt L
AC) =B - A + B(Y) = ["—dt = [S—dt = [T =Inx o
1 X 1

pour X>0 S= A(x)—-B(x)—-Inx

-X

2)a) Montronsquepour X>0 0< B(X) < e—
X

+oo _ —t

« B(x) = J'—dt donc B(X)=0 ca eT>0 sur [X +00[ L’inégalité de gauche et acquise.

+oo _—t +00 X

_ e
* Par aill eurs on peut éaire J'—dt <= J’e ‘dt = —— . L’inégalité de droite est aaquise.
X

=X

pour x>0 O0< B(X)Se—.
X

—X

1, e
b)  Cherchons X, tel que X = X, O B(X) < 510 ?. Lafonction X — est déaroissante sur

X

]O +00[ comme produit de 2 fonctions positi ves déaoissantes sur cet intervalle. Cherchons X, tel que
e’ e 1. _
—< = 10 aorspour X 2 X, onaura— < =10 etdonc B(X) auss.
X 3 X 3

. L 300 _, s .
Par dichotomie gpliquée dlaquantité ——€ = comparée al, on obtient que X, = 4,26 est une possbilit é.
X

-t

3)a) Onavuque est développable en serie atiére de rayon de nvergenceinfini (cf 111). Son

+0o tn
développement est z (-n" e D! Comme A(0) = 0, enintégrant terme aterme on obtient:
n=0
+00 n+l n n-1
X (-1
A(X) = -1 nt onadonc a_ =
() ;( a (n+1)(n+1)! z( & " onn
n+l
aApy X n x _X
b) Soit X >0 fixé ! <2 <1 desque N> X.

- n+ln+1 n

Pour N = X, on peut appliquer le résultat concernant la majoration de la valeur absolue du reste d'une série
vérifiant le aitére des $ries alternées et donc:

nzx0 R ()<

n+l

X
(n+H(n+1)!

4)  Dapesllll, pour x>0 S= A(X)—-B(X)—InXx séait avecdes notations classques

S=A (X)+R (X)-B(x) —Inx etdonc  |S—(A,(X) —Inx)| <R, (X)| +|B(X)|

* Déslors, choisisons par exemple X =5. A (5) —In5 seraune valeur approchéede S 2107 presdés
N 25

que |Rn(5)| 10 2 cequi est rédisé désque [] 5™ < 210—2 n =13 convient.

Hn+D(n+D! 3
S=A,(5-In5 2107 prés. Avec cete formule, lamachine donne S [10,58.



* Rq: Si onavait choisi X = 4,3, lavaleur de N qui convient est 12. On ne gagne donc pas grand chose sur le
nombre de termes & prendre dans la série, et le cdcul est sans doute préférable avec X =5 entier.

PartielV.
+0o

Soient lesfonctions:  f:(x,t) — e't* e F:x - J'f(x,t)dt
0

1) t- e't" estcontinuesur [O,+00[ pour X =0 etsur ]O,+00[ pour X <0, donc locdement
intégrable sur ces intervalles.
e auV(+0) t*(e't*) -~ 0 gd t » +o et Riemannasarela onvergence

- 1
«auV(0) e't* :F et doncil y a mnvergencepour —X <1 soit X >-1.

Def (F) = |~1,+oof

Ot%e™ s t0O|o,
2) soit aetbtesque -1<a<b. Ondéfinit,pour t>0 ¢(t)=01, . . ] 1[
% e’ st O[L+o
¢ est continue sur chamndesintervalles]o,l[ et [1,+00[ comme produit de fonctions continues sur ces
. . 1
intervalles. 1| reste avérifier la continuité en1. Orona  lim¢@(t) =lime¢(t) = —.
to1 t-1" e
¢ est continue sur ]O,+00[.
soit (x,t) O[a,b)] x [0 4] t*<t* pour tO]0]
t* <t® pour t D[l,+00[ et donc sur [a,b)] X]O,+00[ ona

t*e™ < @(t) fonction indépendante de X , continue sur ]O,+00[ , et telle que J'(,b(t)dt converge. Le
0

théoréme de continuité d’ une fonction définie par une intégrale générali séedépendant d’ un paramétre s appli que.
F est continue sur [a,b] et cepour tout & et b telsque —1<a <b, doncF est continue sur ]—l,+00[.

3) %(X,t) =e't*Int. Comme précaemment sur [a, b)] X]O,+00[, ‘%(X,t) < |Int|¢(t)

+00

fonction indépendante de X , continue sur ]O,+00[ , et telle que J'||nt|¢(t)dt converge.
0

Le théoreme de dérivation sous le signe J' d’une fonction définie par une intégrale générali séedépendant d’un

parametre s applique.
F estde dase C* sur [a,b] et cepour tout & et b telsque —1<a<b,doncF est Clsur ]—ZL+00[.

+o0o

Note pour la cnvergence de I|I ntjg(t)dt.
0

e auV(+) t?(|Intjp(t)) - O et Riemannasaurela mnvergence



e auV(0) choisisons 0 tel que —1< —a <a,onadonc a <1 et Iirg]t“(||nt|¢(t)) =0, donc
to

Riemann asaure la convergence

+00 1 +oo

4) onaF (0)= Ie_t Intdt =Ie_t Intdt + J'e_t Intdt . Onintégre dors par parties en posant:
0 0 1

1
: u=int u ==
* Danslal1®®intégrae ] t dou

Hr=e' v=1-¢"
i’e't Intdt = [(1—et) Int]:) _j).l—te't

dt = —A(l)

o1
. 5 u=int u ==
e Dansla2®™intégrale [] t d ol

H=e' v=-¢"

+oo _ —t

+00 ) oo e
Jl’e " Intdt :[—et Int]l +.[Tdt = B(2)

Donc F'(0) = —(A(1) - BQ) = -S

+o00

5  Soit I(x):fe'“lntdt.

t -~ e Int est continue sur ]O,+00[ , donc locdement intégrable sur cet intervalle.
cauV() e Int=Int et lim+/tInt =0 Riemannasarrela onvergence
t-0*
e auV(+) |l estnécessireque X>0,sinon € INt - +oo et I'intégrale serait divergente. Mais alors
pour x>0, limt?(e™ Int) =0 et Riemann asaure la onvergence
t

h Def (1) =]0,+o]

+o00

. B 1+oo _
Ona F (0):—S:J'etlntdt. Dans | posons U= Xt . Onal(x):—fe“InEdu soit
0 XO X

+o0o

B} Inx "> _
I (X) =—J’e u Inudu——J’e “du cestadire:
X 0 X 0

S+Inx

[(x) =-

pour X >0.



