Corrigé de I’épreuve Math C, Banque PT 2012

Nathalie Planche

Préambule:

"(t y'(®) .
1. Pourtoutréel t, Y(t) = (y”( )) =| _»b@® y' C(t) n(t) | cary est solution de () et a ne s’annule pas sur R.

0 y(©) ( >
= c(t) b(t) h(t)
<_% a(t)>( 't )) a(t)

0 1 0
On a donc bien montré que Y est solution du systéme différentiel (S) : Y'(¢t) = (_ O @) Y(t) + <@)
a(t) a(t) a(t)

2. L’équation (80) est une équation différentielle linéaire scalaire, homogene d’ordre 2, et tel que a ne s’annule pas sur R.

(o) est de dimension 2‘.

D’aprés le cours, on peut donc affirmer que |’

0 1 0
3. W est solution de (S) & VteR, W'(t) = <_@ _@) w(t) + <@)
a(t) a(t) a(t)

0 1 0
S VeRADU' )+ L () U@)+u(t) V() +u' (1) V(t) = <_@ _&)) W(t) + (@)
a(t) a(t) a(t)

. _— u'(t) 0 (t) 0 1
Or u et v sont solutions de I’équation (&) , donc U'(t) = ( ) =|_c® b(t) ( )) _c®  _b®|U®)

u' (o) a© e/ W a®  at)
0 1
et de méme V'(t) = <_@ _@) V(t)
a(t) a(t)
0 1 0 1
Onadonc A(&)U'(t)+u(t)V'(¢t)= <_@ _M)(k(t) U'(t)+u()V'(t)= <_@ _@) W(t)
a(t) a(t) a(t) a(t)

On peut donc écrire:

0 1 0 1 0
W est solution de (S) < VteR,x’(t)U(t)er’(t)V(t)+<_@ _@)W(t) = <_@ _@)W(t)+<@)
a(t) a(t) a(t) a(t) a(t)

W est solution de (S) < VteR,A' (1) U#)+p'(t) V(¢) =H(1)

4. 11 suffit de remplacer, dans I’équation 1'(¢) U(¢)+ n'(¢) V(¢) =H(t), U, V et H par leur définition, pour obtenir le
{k’(t)u(t)+ n'(t)v(t)=0

MOTORINOMORS

systeme vrai pour tout réel t:
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Partie I:

I.1.i. Sit =0, la série converge car tous les termes de cette série sont nuls.

(_1)p+1t2p+2

— 42 Ari
o | t=, donc la série converge

Sit= 0, appliquons le critere de d’Alembert pour des séries numérigues:

sit?2< 1, etdivergesit?>1.Ort?2<1«|t|<1,t2>1<« |t|> 1, on peut donc en conclure :

Le rayon de convergence de la série Z(_l)Pth est 1.
p=>0

v tel-Lil, g(-nptm: St = car S(up = —1— pouruel-L1[

p=0 p=0

I.1.ii. De maniére analogue a la question précédente, on montre que :

Le rayon de convergence de la série Z(—l)ptzrHl est 1|
p>0

v te]-L, f(-l)vtwl = tf(-l)Pth =

p=0 p=0

1+t2

1.2. VteR, y"(t)=0 < JaecR, VteR, y'(t)=a< |[3(a,b)eR? VteR, y(t) = at+h)

1.3.a.i. Notons g la fonction définie sur R par g:t (1+ t2)f(t)
On a alors, pour tout réel t:

o g'(t)=(1+t2)f'(t)+2tf(t)
o g"(t)=(1+1t2)f"(t)+4tf'(t)+2f(t) = 0 car f est une solution de (&)

D’aprés la question précédente, on en déduit que [g est une fonction affing].

1.3.a.ii. On a donc montré que si f est une solution de (sh), alors 3(a,b)eR? VteR, f(t) = alt:tt;
. - 1 t
Notons y, et y, les fonctions définies sur R par y;(t) = ——, y,(t) = :
y1ety, paryy(t) = 7= V()= 7

et (Sy) I'espace vectoriel des solutions de (&;).

Nous avons donc prouvé que (Sy) < Vect{y.,y,}
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De plus, les fonctions y, et y, sont linéairement indépendantes, car si o et  sont deux réels tels que

VteR, ay;+ By, =0, alors VteR, %%t =0, donc VteR, a+ Bt =0, d'otla = p =0

Comme de plus dim(SH) =2 (d’apres le cours car (1+ t2) ne s’annule jamais), on peut affirmer que :

I(S1) = Vect{y,y,} et {y.y,} est une base de (Sy)|

1.3.b.i. Notons R le rayon de convergence de la série cherchée.

Vtel-RR[ y'(t) = Y natn-1, y"(t) = d'n(n—1)a,t-2

n=0 n=0
En reportant dans 1’équation (sh), on obtient:
+ o + o + o + ©
dn(n-1)a,tn-2+ >'n(n—-1)at"+ » 4nayt"+ > 2a,t"=0 (*)
n=0 n=0 n=0 n=0

Effectuons le changement d’indice p = n—2 dans la premiere somme,

onaalors d n(n—1)a,t"-2= » (p+2)(p+1)a,, t°

n=0 p=0

On regroupe alors tous les termes de (*) dans une méme somme, d’ou

+f((nJr 2)(n+1)ay, .+ (n(n—1)+4n+2)a)t"=0

n=0

Une série entiére est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, donc
vnelN, (n+2)(n+1)a,,,+(n(n—1)+4n+2)a,=0

Orn(n—1)+4n+2= n2+3n+2, trindbme qui admet -1 et -2 pour racines.

Doncn(n—1)+4n+2= (n+1)(n+2), quiest non nul pour tout entier naturel n.

On a donc: \VneIN, Ao+ a, = O‘

1.3.b.ii. On montre, par récurrence que ]v pelN, a,,=(-1)"a,eta,, ;= (—1)pa1‘

e les formules sont évidentes pour p=0
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e supposons les formules vraies a un certain rang p, et montrons les au rang p+1.
En utilisant la question précédente et I’hypothése de récurrence, on a
_ _ _ p-+1 _ _ _ p+1
Qypeny = Bppar = ~8p = (-1)" 8y et Aypipyi1= A= 8y = (-1)° ey
ce qui achéve la récurrence.

1 ta, t
1+1t2 1+1t2

+ o + + oo
13.b.jii. Vte]-RRL, Yantt= 3 (-1factz+ 3 (-1) a1 =a,

n=0 p=0 p=0

I.4.a. D’apres la question 4. du préambule, avec ici pour tout réel t:

_ _ _ L 2t e At
u(t)= V()= h(t)= 1ot ,a(t)y=1+1t2 etdoncu’'(t) = - t2)2' v(t)= —(1+t2)2'
—=A(+ tzu (=0
on peut donc écrire le systéme: 1 (S)
o tz) M (1 tz) H 0= ey

A(t)+tp'(t)=0
1.4.b. (S) & { 200 (1) +(1-t2) (1) =1 car pour tout réel t, 1+t2= 0

! —_ t
- {i'(t): I #(0)=- L7
(1+2)u'(t) =1 - ;
+t2
(t)_ 1 12 :_1 )
|4_C YVielR, 1+t < |3 (a,b)ERz VteR, {}“(t) 2|n(1+t )+a
w(v= 1+t2 u(t) = Arctan(t)+b

d’apres la question I.1.

1.4.d. D’apreés le résultat établi dans le préambule, la solution générale de (g) est y(t) = A(t)u(t)+ pn(t)v(t), c’est-a-dire

bt 1In(1+t2) tArctan(t)

ici: |3 (a,b)eR?, VteR, y(t) =
(@b)e R, y(1) 1+t2 1+t2 2 1+t2 14+t2

Partie 11:

1. Soit n un entier naturel non nul.

1
o(n)= fﬂ %dt = [Arctan(t)-In(1+t2)] 5" , d’ot{p(n) = Arctan( )—In(1+ )
0
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1.2.

Si g est de classe CP sur un intervalle I et si X, € I, alors V x € | :

9(x)=g(Xo)+ 9 '(Xo) (X —Xo) ++eet ég(m(xo)(x — %)’ + 0,0 ((X—%0)") = Z % 9%k (Xo) (X — Xo)“+ Oy0((X—%0)")

11.3. On utilise le développement limité usuel de la fonction u+ ﬁ au voisinage de 0:

1 p
—— =14+u+u2+..+uP+0g(ur) = » uk+o0y(ur
T o(ur) = DU+ 0o(u?)

k=0
. 1 é
En remplagant u par (-x2), on obtient : Tox? =1-X2+ x4~ ..+ (-1)’x2P+ 0y(x20) = Z(—l)kx2k+ 0p(X2P)
k=0
On primitive alors ce développement limité pour obtenir (en utilisant Arctan(0)=0 ):
X3 x2p+1 : K X2kt
Arctan(x) = X — 3 +.+(-1)° 271 +0p(x2p+1) = Z(—l) T 0p(x2P+1)
k=0

11.4. On note f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x) = Arctan(x)+Arctan<%).

Cette fonction est dérivable sur ]0,+oo[ et ¥xe&]0,+oo[ , f'(X) = X =0

T

5 On peut conclure que

Cette fonction est donc constante sur ]0,+oo[ et comme lim f(x) =
X—>+®©

1
vxe]0,+oo[ , Arctan(x)+Arctan( X ) =

T
2

1L5. cos(o(n)+w(n)+2In(n)) = cos(Arctan(%)—ln<1+ #)+Arctan(n)—ln(1+ n2)+2In(n))

=cos(% —In(1+n2)~In(1+n2)+ In(nZ))

= sin(ZIn(lJr %D apreés simplification dans les logarithmes népériens.
n
— 1 1 1 _ u?
= Sln(2(ﬁfm+0+w(m))) car In(1+u)=u- ?+00(U2)
_2 1 1 . _ ud
= F—F-l-om(p) car sin(u) = u— €+00(u4)
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On a donc n* (cos(e(n)+ \y(n)+2ln(n))—$)= -1+0, (1), qui tend vers -1 lorsque n tend vers +oo.

A partir d’un certain rang, cette quantité sera par exemple, en valeur absolue, inférieure ou égale a § = 2.

On peut donc affirmer : (3 >0, INelN, Vn >N, |n* (cos(o(n)+ w(n)+2|n(n))—%) | <Bl. (Onadonc a=2)

11.6. Enreprenant le développements asymptotiques déterminé a la question précédente, on peut donc affirmer qu’au

voisinage de +oo, [cos(o(n)+ w(n)+2In(n)) est équivalent a %

Ces deux expressions ont donc méme signe au voisinage de +o, donc au voisinage de +oo, la série

ZCOS((p(n)+ v (n)+2In(n)) est a termes positifs, et d’apres le critére de 1’équivalent avec la série

n>0

de Riemann Z%
n

n>0

11.7. Pour tout entier n non nul, cos(¢e(n)) = cos(Arctan(%)fln(lJr %D qui tend vers 1 lorsque n tend vers + .

La série ZCOS((p(n)) diverge grossierement].

n>0

Partie I11:

111.1. Pour tout réel x, [@(x) = Arctan(x)|, et la fonction Arctan est d’aprés le cours définie et continue sur R.

111.2.a.b. Toujours d’apres le cours, [ lim @ (x) = Zlet|lim Dd(x)=-

T
X—>+ 2 X—-00 2

. Pour la suite, on a donc [{ =

T
5

111.3. Soient X et Y deux réels.

fy(cp(wa)fq)(w b))dtff "

X
X

~‘"‘c1>(t+a)c|t+fY“”’cp(Ha)olt
Y

= fw(b* a)q)(t+ a)dt— fYCD(t +b)dt d’apres la relation de Chasles.
X X

+b-a

= fYQD(u +b)du— fY®(t+ b)dt grace au changement de variable u = t+a—b dans la premiére intégrale.
X X

=0

X+b-a Y+b-a

Nous avons donc bien montré que fY(<D(t+ a)—d(t+b))dt= f DO(t+ a)dt—f O (t+a)dt
X X

Y
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I11.4. lim ®(t+a)— Z =0, donc par définition de la limite, si & est un réel strictement positif fixé, on peut affirmer

t—>+o 2

)

qu

il existe unréel Yytelque:t> Y, = |O(t+a)— %Ks

11.5.SiY > Y, onaalors:

Y+b-a T Y+b-a Y+b-a Y+b-a b1s
O(t+a)dt —(b-a) 3 | = O(t+a)dt - ~dt|= O(t+a)- 7 |t
[ ey -y = | [T feayd - [T R =] [T (@) St

Y+b-a

Or d’apres I’inégalité de la moyenne, | f”b_a((l)(w a)— %)dt | < f |D(t+a)- %|dt
Y Y

De plus, puisque Y > Y,, on peut dire que Vte[Y ; Y+b—a], |[D(t+a)-— %| <g

Y+b-a Y+b-a

(t+a)dt —(b-a) T | < f edt, ¢’est-a-dire:

On a donc finalement | f
Y Y

|fY”b*acD(t+a)dt —(bfa)g | <e(b-a)

1.6, lim ®(t+a)+ = =0, donc par définition de la limite, si & est un réel strictement positif fixé, on peut affirmer

to>-w 2

b

qu

il existe un réel X, tel que : t < X, = |@(t+a)+ %|<s

I11.7. Grace a la question 111.5. , nous avons donc montré que :

ve>0, 3YeeR, Y Y, = | La f”b’aqa(wa)dt “IT<e
- Y

T
2

Ceci est exactement la définition de lim ( % Yiboa

Y+ — Y

qn(t+a)dt)=g,

cest-a-dire lim [ " o (t+a)dt =(bfa)g

Y—>+oJy

De la méme facon, grace a la question 111.6., Ve >0, 3 XeeR, X< Xy = | ﬁ fx+b7ad)(t+ a)dt +g | <e
- X

Ceci prouve que lim ( —=— (*""o(t+a)dt) = I, c’est-a-dire lim [ <" ‘@ (t+a)dt = (b—a) =

X—>-o b—a X 2 X—-0 Jy 2

On passe alors & la limite lorsque X tend vers —o et lorsque Y tend vers +oo dans I’égalité:

Y+b—

fY(qa(t+a)—q>(t+b))dt:f“b*acb(wa)dt-f O (t+a)dt, d’ou:

f*”(@(t+a)—c1>(t+ b))dt = -n(b—a)

-0
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111.8.a. Soit XeR"

On applique alors le résultat établi a la question I11.3. avec Y =0,a=0¢etb =1.

X+1

On a alors: fX(CD(t+1)—CD(t))dt :f
0 X

CD(t)dt—fl(D(t)dt
0

111.8.b.
flCD(t)dt = flArctan(t)dt = [tArctan(t)]%) - flﬁdt grace a une intégration par parties
0 0 0

-z |1 At gou fi L _ x_In@)

=7 [Zln(1+t)JO , d’ou flnalementJ;CD(t)dt =1

111.8.c. Il s’agit exactement de la définition de lim ®(x)= &

X—>+ 2

X+1

111.8.d. D’aprés les questions 111.8.a. et 111.8.b. , on a donc fX(CD(t+1)—CD(t))dt = f
0 X

o(t)dt-Z + N ()
4 2
Soite >0, 3 X;eR" tel que si X > X, , alors :

[Hewd - F =1 e Fai< [Tem- Fidts [edt =

Nous venons de prouver que )I(im fXHCD(t)dt = %
X

> +®

Finalement, en passant a la limite lorsque X tend vers +o dans I’égalité (*), on a donc:

+eo _r, In@
fo (O(t+1)-D()dt= 7+

111.9. Soit k un entier naturel fixé, et soit t un réel de I’intervalle [k,k+1].

Appliquons le théoréme des accroissements finis & la fonction @ = Arctan entre t et t+1 (cette fonction étant infiniment

1

dérivable sur R): 3ce]t; t+1[, P(t+1)-d(t)= D'(c) = ooz

1 _ 1 _ 1
(k+2)%+1  1+c2  k2+1

Orcelt;t+1] = celk; k+2[ =

Donc par croissance de I’intégrale, on a donc fk“;dt < fk+l(®(t+1)f<b(t))dt < f“lLdt, c’est-a-dire
k K k

(k+2)°+1 k2+1
finalement| —=— < f “CLUp(t+1)— d(t)dt < —
(k+2)%+1  Jy T oke+1
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0

Pour tout entier naturel N, on peut écrire:

ka”(cb(wl)—cp(t))dt = f”“(cp(tﬂ)—q)(t))dt tend vers
k 0

k=0

Donc la série kaH(CD(Hl)— @ (t))dt est convergente et
k

k>0

k=0

£+|n§2}

111.10. D’apres la question 111.8.d. , I'intégrale f“O(CD(Hl)—(D(t))dt est bien convergente vers )

111.11. En utilisant la question 111.9. , on en déduit E

k=0

k=0

2
% + %22 lorsque N tend vers +oo.
— k+1 T
K 0
E » — 1
1 . D(t+1)— d()dt <
(k+2)%+1 fo (@)= Zkz“

Remarque: ces deux séries sont bien convergentes car leur terme généraux respectifs sont positifs et équivalents aux

termes généraux de séries de Riemann convergentes.
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