BANQUE PT MATHS IIA — CORRIGE 2000

Premiére partie

1. (a) D’aprés le cours, le probléme de Cauchy ((E) et ﬁ(to) = 130) a une solution unique.

(b) O est solution de (E); Si une solution de (E) s’annule en ¢, alors par unicité, on peut I’identifiera 0 et F = 0

2. @ v=|F|=(F- F) est dérivable en tout point ol - F' ne s’annule pas, donc F' ne s’annule pas, ce qui est
toujours réallse Si F 0.
fest dérivable comme rapport de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.

) [ F()]2(t) = f(t) = 1 = cte donc f- f/(t) = 0.

@ Comme v = 2, /(t) = T - oA ) ISy g
3. Donc dl;—f = a(v f) devient ui—f + —f— va(f) soityi—{ +v(a(f) - f).vecf = va(f), et, par division par

v#0,| g+ (@) -f=alf)

Deuxieme partie

¥ = G\—-1)y
1. (a) Lesysttmes’écrit: { ¢ = G(A+1)z doncz = cte = z.
2 = 0

(b) xo = yo = O est vérifié pour x = y = cte = 0, donc par unicité de la solution, la solution est bien
r =y =clte= 0,z = cte = 2.

1 .
2. r?xa’ +yy = L G A=1Day+GA+1)xy = Goey.(A+1— (A4 1)) = 0, c’est-a-dire que pour les

1—
doM’ . . 7
ou M’ est I'image de M par I"affinité : (7" — i, 7 =7, - k).
T

courbes intégrales de (E) : OM".
Il en résulte que les courbes intégrales de (E) sont des ellipses, image du cercle unité par une affinité.
3. @2 =G.A=-1)yY =G\ -Dzety' =G.A+1)=G.(\* - 1)y

. o dy
x et y sont solutions de I’équation différentielle — + w?u = 0.

d dr2
(b) Ontrouve x(t) = Aj cos (wt) + 1 sin (wt) etalors z’(t) = —w; sin (wt) + Ay cos (wt) = G.(A — 1)y(t).
G. \/1 — )\2 1
Comme G.(;— ol —1/ . i_ —r, alors y(t) = Ay sin (wt) — ruq cos (wt).
. . . Ao
(c) Siz n’estpasidentiquementnulle, alors /A2 + p2 # 0etx(t) = \/ A2 + p2 | ————= cos (wt) + /A2 + p2sin (wt) |.
0 0 ) 0 0 \/m ) 0 0 ( )
cos (wtp) Ao
0 = rr—=
Il existe un unique réel ¢, de [0, 27| tel que )‘%F Mo Alors z(t) = Acos (w(t — tg)),
sin (wtg) =

Y% )‘3 + Mo
1T — \2
donc z'(t) = —Awsin (w(t — ty)) = G.(A — 1)y(t). Comme d Gyl )\ —4/ 14__ =

GO-1) ~ —G.O-
. . N t
—r,y(t) =rAsin (w(t — o)) et enfin , sur une intervalle ot z(¢) # 0 : &ﬁ)) = rtanw(t — o).
. 1
Avec t := 0, on obtient 22 = 7 tan w(—to) donc tan —(wty) = —2° et |ty = —— arctan (y—0> .
ZTo .20 w .20
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Troisieme partie

o,
6
M H est I’intersection du méridien de la sphére unité
— -
passant par M avec I’équateur ; (OH = f(t))
Qy — L =
1L @ OH = cos péq + sinpés p(t) = (7, 0H).
~__| ® — — =
OM = cosbé3 +sin0OH ¢(t) = (k,OM).
Ox

(b) 3ty € R,sin(f(tp)) =0 <= 3Tty € R, z(ty) = y(to) = 0 alors z = y = cte = 0 conviennent comme
solution de (E) . Par unicité d’une telle solution, z(t) et y(¢) sont identiquement nuls et sin § = cte = 0.

(€) Jto € R,cos(8(tp)) =0 < Tty € R, z(tg) = 0 alors z = cte = 0 conviennent comme solutionde (E) .
Par unicité d’une telle solution, z(¢) est identiquement nul et cos § = cte = 0.

(d) sin20(tg) = 0 <= (cosf(ty) = 0ou sinf(ty) = 0) <= ((Vt € R,sinf = 0)ou (V¢ € R,cosf =
0)) <= VteR,sin20(t) =0 < (Vt€R,0(t) = k:gk: € 7).

Etant donnée la continuité de 6, cette derniére propriété implique 0(t) = cte = k. g, kel

— — — —

2. Soientu(t) = cos ¢(t)é1 +sin @¢(t)é3 et v(t) le vecteur tel que By (t) = (u(t), v(t), €3) soit une base orthonormale
directe.

0 0 1
D’autre part f’(t) = ¢'(t) (— sin @ sin @€z + sin 0 cos ez ) + 0 (t) (cos O cos pe3 + cos O sin pes — sin e3);

-

() =0 (t) cos 0ti(t) + ¢'(t) sin 0T (t) — ' (t) sin Oe3

(b) La matrice de passage de (

€
cos¢p —sing 0 cosp sing O
P=| sing cos¢p O |,etP'='P=| —sing cos¢ 0 |.Lamatricede A dans (i,,¢3)
1

cos¢p —sing 0
@ | sing cosp 0 | € OF(3),donc@(t) = —sin¢pei + cos ¢éz.

—

1,63, €3) Vers (i, 7, €3) est

0 0 0 0 1
est donc
2\ cos ¢ sin ¢ —1 4 A(cos? ¢ —sin?¢) 0
Ay(t) =P PAP = | 14 A(cos? ¢ — sin? ¢) 2\ cos ¢ sin ¢ 0
0 0 0
(©) f(t) = sin0i(t) + cos O3, donc
a(f(t)) = sinfa(d(t)) = G.(2) cos psinpsin 0)i(t) + G.(1 + A(cos? ¢ — sin® ¢)) sin 03(t)
a(f@f)) . f(t) = G. (2 cos ¢ sin ¢ sin® @ car (i, 7, €3) est orthonormeée.
df S ~
To= i)+ ol f) (©
3 devient par projection sur i, ¥ puise;
- @ & cos® = —2G )\ cos ¢ sin ¢ sin® 0 + 2\ cos ¢ sin ¢ sin 6 (E4)
¢’ sinf = 0 + G+ Mcos? ¢ —sin? ¢))  (Ey)
—#'sinf = —2GAcos psinpsin®fcosh + (E3)

(b) si fo et € ne sont pas colinéaires, alors sin (260) # 0 donc sin (26) ne s’annule pas, et (E;) <= 6 cos =
—2G )\ cos psin ¢ sin O(1 — sin §), aprés division par cos 6, donne le méme résultat que (E3) aprés divison

par sin 6, soit: (2) : j—f = 2G A sin ¢ cos ¢ sin 6 cos 6.
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R d N
De méme, (FEs5) donne (1) : d—f = 2G X cos® ¢ + G(1 — \) apreés division par sin 6.
4. Lorsque A =0, 0’ =0,donc @ = 0y = cteet ¢’ = G.(1— \),donc ¢ = G.(1 — \)(¢ — ¢o) + ¢o.
La trajectoire parcourue par le point m est le paralléle de la sphére défini par 6 = 6.
5. (@) ¢ =2\cos®¢p+1—\=1+Xcos24 > 1—|\ > 0Donc ¢’ ne s’annule pas, et en outre, d’aprés le theoréme
des accroissements finis, pour toutt € R, |¢(t) — ¢(0)| > (1 — |A]).|t], et donc , ligl |p(t)| = +o0;
donc toute solution ¢ de (1) est strictement monotone, et non bornée ; ¢ réalise une bijection de R sur R.
(b) ¢’ est identiquement nulle, ssi V¢ € R, 2sin cos § = sin (20) = 0, ce qui implique sin (26y) = 0

Réciproquement, si sin (26y) = 0, alors 6 coincide en ¢ = 0 avec une solution constante donc elle lui est
égale par unicité.

(c) (2)d—9 = 2G A sin ¢ cos ¢ sin 0 cos 0 s’écrit si sin (26) ne s’annule pas : —————— = G.\. sin ¢ cos ¢dt
dt 2sinfcosf
or i—f = 2GAcos’ ¢+ G(1 — \) = G.(Acos2¢ + 1) d’aprés (1) donc (2) devient
de 1 sin2¢de

= —. , une équation a variables séparées. Il reste a intégrer :
2sinfcosf 2 Acos2¢+1 a P g

/ de _/ sin 6d6 “:3059/ —du vi=u? —_1/ dv B llnl—v B
2sinfcos ) 2sin’0cos 2(1 —u)u 4 2(1—v)v 4 v

1 sin 2¢d¢ 1
21 AP0 n(1 4 2c0s20) ;
5 n|tand| et/)\COSQqH-l 5 n(1 +2cos2¢);

Or 14 Acos2¢ = cos® ¢ +sin? ¢ + A(cos? ¢ — sin? ) = (1 4 A) cos? ¢ + (1 — \)sin” ¢ =
(1-=2X) (1 i_iCOSQ ¢ + sin? q§> = (1 — \)(r2 cos? ¢ + sin® ) donc

1 .
(2) <= In|tanf| = 3 In (72 cos? ¢ + sin” ¢) + cte soit tan @ = C.\/72 cos? ¢ + sin? ¢

6. () ¢h(t) =Py (t —t1);enréalisantt — t — ¢ dans (1) :
do%(t —t1) = 2G.Acos® (¢1(t — t1)) + G.(1 — A) s0it ¢y (t) = 2G. A cos® o + G.(1 — \).
C, est globalement invariant par les rotations d’axe O,
(b) ¢5(t) = ¢’ (—t); en réalisant t — —t dans (1) :
dc;%(—t) =2G.\cos” (— ¢1(—t)) + G.(1 — \) soit ¢4(t) = 2G A cos® p3(t) + G.(1 — \).
C, est globalement invariant par la réflexion de plan O,
(©) @4(t) = &1 (—b);
2Xcos? g1 (t) + 1 — A = 2xsin ¢u(t) + 1 — XA = 2X(1 —cosZ du(t)) +1 — X = 1+ X — 2\ cos? gu(t)
donc dci%(—t) = 2G.Acos” (— ¢1(t)) + G.(1 — X) = —2G.Acos” (¢4(t)) + G.(1 +\) = dci%(t) soit
B5(t) = 2G.\cos® p3(t) + G.(1 — \).
C_, s’obtient a partir de C par laréflexion de plany = «

7. (a)u:tan¢d0nc¢:arc‘canu;j—le_:—uQetcoqubz1+t1 2(/5:1—1-1712'
an
1 dp dtdp , do 2G ) o
Alorsl+u2 = 90 = dudr _T(u)dt = 7'(u) 1+u2+G(1 A) | etl=7"(u)(2GX + G(1

N1 +u?) =G W) ((1+A)+ (1= Nu?) =7/ (u).G.(1 = N)(r® +u?).

1 1
L’équation (1) devient finalement : 7/(v) = —— ———.
q (1) 7' (u) Ga—Nita?
. o 1 .
(b) Cette nouvelle équation s’intégreen : t = 7(u) = 7% + Grai=n arctan% Sit €]ty thyr].
t t
Lorsque ¢t — ik, (1) — g + km; tan ¢p(t) — —oo et arctan (%) — —g. ty = T — m
donc| 7 =t + S
TR T DY
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(c) tan¢ = u = rtan (Gr(1 — A\)t — Gr(1 — A\)73,) = rtan (Gr(l - Nt —tr) — g) donc

—-r

tan Gr(1 — \)(t — tg)

1 1+ 1-A 2
OrT(l—)\):\/l—)\QetT-i-;:\/ ha +\/

tan¢ =

1-AX 1+)\:\/1—)\2
2r s 1 2
L luti 1 ériodi ériode ——— = = ) =
es solutions de (1) sont périodiques de période Grai—N G (r + T> "

Christian Rieffel, Lycée Louis Armand — Poitiers ch.rieffel @ree.fr
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