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Exercice 1

1. Larégle de D’Alembert montre que R = 1.

2 1 1 — " — "
2.0na 1= -1 nil et comme les deux sériesnan_1 etz::n+1 ont le méme
rayon de convergence R = 1, alors
V. —-1,1[, S(z)= -
n=2 n=2
ou encoure
1 2 1
Ve €] = LINO}, S(x) = —zIn(l—2)+ - (n(1—2) + 2+ 5 = ) n(l—2) + 1+ =
T X
et S(0) =0.
2z L
3. Pour tout = € [0,1], on pose u,(z) = S _p-ona [un ()] < — ] et comme la série nu-
ns — ns —
2
mérique Z 3 converge, alors la série de fonctions Z uy, converge normalement et donc

uniformément sur [0, 1] et comme les fonctions u,, sont continues sur [0, 1], alors la fonction S
est continue sur [0, 1], en particulier

Exercice 2

1. L'équation différentielle (E) s’écrit encore, pour tout z > 0,

L
Y ny_2\/§

La solution homogene est yj,(z) = Ae2m% = A\z3 ot1 A € R. Cherchons une solution particuliere
par la méthode de la variation de la constante, en effet y,(z) = )\(ZL’)l’% est solution de (FE) si et

-1
seulement si 222\ (z) = 1, donc A\(z) = o™ + ot € R. D’ott les solutions de () sur |0, +o00|
x

sont de la forme : y(z) = MfU% — \25 oup € R.

2. Supposons que (E) admet des solutions sur [0, +oco[ et soit y une parmi elles, alors il existe

VT

p € Rtel que y(z) = ;m:% _ v pour tout > 0. Mais cette fonction n’est pas dérivable a

droite de 0 ( une solution de (E) sur [0, +00[ est une fonction dérivable a droite de 0 ), ce qui est
absurde.
Donc 'ensemble de solutions de (E) sur [0, +oo] est vide.
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Probléme

AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE
1. Question préliminaire
(@) (i) <= (i)
(b) (i) = (i1)
Partie I : Exemples et propriétés

2. (a) Soient f et g dans E et A € R, alors pour tout z > 0, la fonction t — (f(t) + Ag(t))e > est
intégrable sur R*, donc f + A\g € E et par conséquent E est un sous-espace vectoriel de
F(RT,R).

(b) 11 est clair que F est un sous-espace vectoriel de F(R*,R). Montrons que F' C E pour
conclure. Soit f € F, alors il existe M > 0 tel que Vt € RT, |f(t)| < M et donc
Vo >0, |f(t)e ™| < Me ™
et comme la fonction ¢t — e~ est intégrable sur RT, alors il est de méme de la fonction
t— f(t)e ** etdonc f € E.
(c) Pour tout couple (f,g) € E*et A € R, ona pour toutx > 0:

+o00 +oo +oo
L(f) (@) = /O (F(t) + Ag(t))e " dt = /0 F(t)etdt + X /O gt dt

et donc
L(f+Ag) = L(f) + AL(g)

Ainsi £ est linéaire.

A et A 1
3. (a) Soitz > 0. L(U)(z) = Ahlf e "dt = Alim [ } =—
—+00 Jo —00 —X 0 €T

(b) Soientx > 0et A > 0, alors:

A
0 0 *)\ — X 0 )\ + X

A
Donc lim e Mot = et par conséquent 1 € E et pour tout z > 0,
A—+o00 0 )\
£()(a) = 1
x) = .
A A2

4. Pour tout z > 0, . liJrP t"¢™ = 0, donc on peut trouver A > 0 tel que e <1 pour tout
— 100

t > Aetdonct"e * < e pour tout ¢t > A, donc pour tout ¢t > A,

lgn(t)e™ ] < |f(t)]e =,

ainsi t — g,,(t)e~*" est intégrable sur R, c’est-a-dire g,, € E.

5. Transformée de Laplace d'une dérivée. Soient z € R, (¢,4) € (R%)? une intégartion par
parties donne

A A
[ foe = (e = fee o [ e

CCP11Maths1MP.tex - page 2



Or d’apres les hypotheses, les fonctions f et f” admettent chacune une limite a droite en 0, d’ott
en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient :

A A
% (e Ztdt = ef:):A_ P e Tt
() /O (et = [f(A) O] + /0 F(t)e"tdt

Le terme a droite dans la relation (x) admet une limite finie quand A tend vers l'infini, car :

A
e lim / f(t)e "'dt existe car f € E.
A—+o0 Jo

. AhT [f(A)e~*" — f(0)] existe aussi car f est bornée.
——+00

En faisant tendre A vers +oo, il vient

pour tout x > 0.

6. Régularité d’une transformée de Laplace
n+1
(a) Considérons la série de fonctions Z Up, OU Up (T) = / f(t)e *tdt.
n>0 "
e Pour toutn € N, les applications

on: [n,m+1]x]0,4+00] — C
(z,t) — f(t)e %t

et

Opn,

o [n,n + 1]x]0,+00[ — C

(z,1) — —tf(t)e” "
sont continues, donc U,, est C! et Vx > 0,

Ul(z) = — / " tf(t)e “'dt

n

e Soit (a,b) € R?tel que 0 < b < a. Alors pourz > aett > 0,0ona

tf(t)e | < t|f(t)|e™ < |f(t)]e e (ab)t,

La fonction ¢ — te~ (4% étant continue sur [0, +-00[ et tend vers 0 a I'infini, donc elle

est bornée par une constante positive K, d’out
tf(t)e ™| < K|f(t)|e .

e Vr >a,0na

n+

1 n+1
UL ()] < / tf(t)e " dt < I / F(O)ledt = Koy,

n+1
avec v, = / |f (t)\e_btdt. La série ) _ v, est convergente, car
n

n n +o0o
STL: = _btd < t —btdt
kzzovk /0 F@)le t_/o F@)le

donc la série E U/ est normalement convergente sur [a, +o0o[. On a donc
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ee Vn € N, U, est C! sur |0, +ool.

ee La série Z Uy, converge simplement sur |0, +-oo[ vers L( f).

ee La série E U/} converge normalement sur [a, +o0.

Donc £(f) est C! sur ]0, +oo[ et pour tout z > 0,

00 +00 +oo
L) =3 Ua) = /0 (—tf(8))e "t = — /0 gretdt,
n=0

ou encore
L(f) = —L(g)-
(b) De méme on peut montrer que L(f) est de classe C* sur |0, +oo] et que pour tout x > 0 et
n €N,

+o0o
£ a) = (<1 [ e = (1)L, @),
Partie II : Comportements asymptotiques de la transformée de Laplace

7. (a) Soit A > 0, f est continue sur [0, A], donc bornée sur [0, A] et il existe M > 0 tel que
vVt € [0, 4], |f(t)] < M et par suite

A A 400 M
/ ft)e ™ dt <M / e dt < M / et = —
0 0 0 T
A

Donc lim / f(t)e *'dt = 0.

r——+00

D’autre part, Soit @ > 0 fixé et > a, alorson a:

7 e < [T e < ot [ e a
A

A A
+oo
Comme lirf ele=®)4 = 0, il vient liIE f(t)e *tdt = 0.
T—>T00 T—>1T00 A
On en déduit que
+o00
lim L£(f)(z) = lim ft)e tdt = 0.
T—+00 T——+00 0

(b) Théoréme de la valeur initiale. D’apres la question 5, on a pour tout z > 0,

L(f")(x) = zL(f)(z) — f(0)

et comme f’ est bornée, alors lim L(f’) =0 (d’apres7(a)) et donc

T——+00

lim 2L(f)(x) = £(0).

T—+00

8. Théoréme de la valeur finale

(a) Soit A > 0 tel que |f(t)| < 1+ |I| pour tout t > A etsoit M = sup |f(t)| ( f est continue
te(0,A4]
sur le segment [0, A]), alors | f(t)| < M pour toutt > 0 ott M = max(1+ |I|, M). Ainsi f est
bornée et donc f € F.
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(b) Soit n un entier naturel. On a :

/O+Oohn(x)dx - /0+Ooe_$f (;) dx

_ / ewf()dx, poser @ = ap
0 an

_ / T mant f(yandt = an £(f) (an)
0

(c) La suite de fonctions (h,)nen converge simplement vers la fonction z — le™*, qui est

intégrable sur RT et pour tout n € Netz € RT, |h,(z)] < Me %, donc on peut appliquer
le théoréme de convergence dominée :

+oo +oo
lim a,L(f)(an) = lim hp(x)dx = l/ e “dr =1.
0

n—oo n—oo 0

(d) Sil#0,alors L(f)(ap) ~ ﬁ et ceci pour tout suite a termes positifs qui converge vers 0 et

donc L(f)(x) ~ é en 0.

+o0 x
9. (@ OnaVvzx >0, R(z) = ft)dt — / f(t)dt, donc R est de classe C! sur [0, +oc] et
0 0
R(z) = —f(z).

D’autre part, f étant dans £, donc R aussi et par suite pour tout x > 0,
aL(R)(z) — R(0) = L(R)(z) = —L(f)(=),

ou encore

L(f)(x) = R(0) — zL(R)().
(b) Ona lirf R(t) = 0, donc il existe A > 0 tel que pour tout ¢t > A, |R(t)| < €. D’autre part,

T—1T00

A +o00
IL(f)(x) — R(0)] = |zL(R)(z)| <= (/0 R(t)e_mtdt +/ R(t)e—xtdt>

A

A +o0

< 3:/ |R(t)|dt+w/ cetdl
0 A
A +o00

< 2 / \R()|dt + = / ce
0 0
A

< x/ \R(8)|dt + e
0

A
(c) Soita > 0 tel que 0 < = < « entraine a:/ |R(t)|dt < € et donc
0
0<z<a=|L(f)(z)— R(0)| <2,

ainsi lim £(f)(xz) = R(0) et donc L(f) se prolonge en 0 par R(0) = /+oo f(t)dt.
0

z—0
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Partie III : Application

1
10. (a) La quantité / f(t)dt est bien définie puisque f est continue sur [0,1]. A 'aide d’une
0

intégration par parties, on a pour toutx > 1:

xT
- t
/ f(t) COS( ) + cos1 / COSZ( )dt
1 t
. — cos(z) . cos(z) s
lim + cos1 = cos 1, et la fonction z —— 5— est intégrable sur [1,+00], car
r—>+00 xT T
1 e t too
cosgx) < —,donc lim COSQ( ) existe. Il en résulte que lim F(x) = / f(t)dt
x x r—+00 Jq t T——00 0
existe.
(b) Ona:

(D7 | sin | 1 (nt1)m
un:/ dt > / |sint|dt > ————
nr t (n+ )7 Jor (n+1)m

Comme la série harmonique est divergente, il est de méme de la série E U, ceci montre

0 | sint|

que l'intégrale / dt est divergente. Donc f n’est pas intégrable sur R*.
0

(c) Soit z > 0, alors

A A
(%) / (sint)e ™dt = Im ( / e“x)tdt)
0 0
, A
(i—z)t
1—X
0

= -3 +1:c2 (e (xsin A + cos A) — 1)

La fonction ¢ — (sint)e*! est dominé par la fonction intégarble ¢t — e~*!, donc elle est
intégrable sur R*.

Le terme a droite dans (*) tend vers 1 quand A tend vers l'infini, ainsi

+ 22
“+00 A 1
/ sin(t)e *'dt = lim (sint)e *'dt = 5-
0 A—+o00 0 1 +x
nt
(d) Soit H(z / Ldt avec x > 0. H est C! sur [0, +o00o[ et admet une limite finie en +oo,

donc bornée sur [ +00[. Pour tout z > 0, la fonction ¢t — H(t)e %

10, +oo| et . 11£rn H(t)e=*' = 0, donc par une intégration par parties
—T 00

est intégrable sur

+00 +oo
Vo > 0, ft)e ™ dt = x H(t)e ™dt

0 0
d’ou

(ex)  L(f)(x) = 2L(H)(x)
La transformée L£(H) est définie au moins sur |0, +o00[ et continue sur |0, +o0| : en effet, si
on fixe g > 0, la fonction ¢ —— H(t)e *°! est intégrable sur |0, +oo[ et une domination
évidente montre la continuité de £L(H) sur [x¢, +00[. Grace a (xx), on déduit la continuité
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de L(H) et donc de L(f) sur |0, +o0].
Enfin

L(£)(0)

“+oo
/0 F(t)dt = Tim_H (1) = lim w£(H) = lim £(F)(x).

oo sint
Considérons la fonction ® : © —— / et
0

dt qui est continue sur [0, +-oo[. Montrons
sint
que ® est C! sur |0, +-00], en effet, posons g(z,t) = e * ——

15)
.Ona—g
six >aona

3 (x,t) = —e *'sint et
x
0
‘ag("’”’t)‘ <,
T
ceci prouve que ® est C! sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc sur ]0, +oo] et

+oo 1
—/ e lsint = —
0

1422

()

int
Donc ®(z) = ¢ — arctanz. Or lim ®(z) = 0, car i

Tr——+00

ainsi ¢ =

1
< e " etdonc |®(z)] < -,

x
,douVze >0, ¢(z)= 5 arctan z et comme lim ®(z) = ®(0), alors

z—0
+00 o3
sint
/ sinf o, _ T
0 t 2

T
2

CCP11Maths1MP.tex - page 7



